RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM

Jurgen Guldenpfennig

Anwendung eines Modells der
Vielkristallplastizitat auf ein
Problem gekoppelter
elastoplastischer Wellen

Heft Nr. 12

Mitteilungen

aus dem
Institut fur Mechanik



Institut fur Mechanik
RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM

Jurgen Giildenpfennig

Anwendung eines Modells der
Vielkristallplastizitdt auf ein Problem

gekoppelter elasto - plastischer Wellen

Rubrinivarettds Bochim
lﬂ-~ . I“ﬁhamk
v /7 StGy Preis: =
Siai 6_

Iy
Safhgabiet:

Mitteilungen aus dem Institut fiir Mechanik Nr.12
Juli 1977 -



Herausgeber:
Institut fiir Mechanik der Ruhr-Universitdt Bochum

Die vorliegende Arbeit entstand wéhrend meines Studien-

aufenthaltes an der Brown University, Providence R. I.,

USA und wdhrend meiner Assistentent&@tigkeit am Institut

fiir Mechanik der Ruhr-Universitét Bochum. Sie wurde von

der Abteilung fiir Bauingenieurwesen der Ruhr-Universitit
als Dissertation angenommen.

Herrn Prof. R.J. Clifton, Brown University, danke ich
fiir die Anregung zu dieser Arbeit. Herrn Prof. Dr.-Ing.
Th. Lebhmann und Herrn Prof. Dr.-Ing. O. Bruhns danke ich
fiir ihre Unterstiitzung sowie fiir die Ubernahme der
Referate.

Referenten:
Prof. Dr.-Ing. Theodor Lehmann
Prof. Dr.-Ing. Otto Bruhns

Tag der Einreichung: 15.6.1977
Tag der miindlichen Priifung: 11.7.1977

(:) 1977 Dr.-Ing. Jirgen Giildenpfennig
Biermannsweg 22b, 4630 Bochum

Alle Rechte vorbehalten. Auch die fotomechanische

- Vervielfdltigung des Werkes (Fotokopie, Mikrokopie)
~ oder von Teilen daraus bedarf der vorherigen
Zustimmung des Autors.



Zusammenfassung

Ein Berechnungsverfahren wird entwickelt um das
makroskopische inelastische Verhalten eines viel-
kristallinen Werkstoffes durch die Betrachtung von
Gleitvorgingen in einer groBien Anzahl regellos ver-
teilter Einzelkristalle zu bestimmen. Dieses Ver-
fahren, das auf der Simplex Methode der Linearen
Programmierung beruht, wird angewendet zur Bestim-
mung einfacher Wellenldsungen filir gekoppelte pla-
stische Lings- und Scherwellen in einem diinnwandigen
Rohr. Ldsungen fiir verschiedene Ansitze der Einzel-
kristallverfestigung werden mit bekannten experimen-
tellen Ergebnissen verglichen. Es zeigt sich, daB
die Ubereinstimmung mit den Experimenten besser ist,
als bei den bekannten L&sungen nach der phinomeno-
logischen Theorie.

Summary

A computational procedure is presented for computing
the macroscopic stress-strain behavior of polycrystal-
line metals from consideration of slip on the slip
systems of a large number of randomly oriented single
crystals. This procedure, based on the simplex method
of linear programming, is applied to the computation
of simple wave solutions for combined longitudinal
and torsional plastic wave propagation in thin-walled
cylindrical tubes. Solutions based on several single
crystal hardening models are compared with known
experimental results. These comparisons indicate
better agreement between theory and experiment than
has been obtained previously for solutions based on a
phenomenological theory of plasticity.
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Zusammenstellung hiufig verwendeter Bezeichnungen

Bezeichnungen am Einzelkristall :

(5‘.J. Spannungstensor

S Spannungsdeviator

64 ) 6, Hauptspannungen

T ™ bezogene Schubspannung

T ,W FlieBspannung

F FlieBbedingung

h™ , h Verfestigungsparameter

£ B Verzerrungstensor

y Gleitung

m = Normalen-Einheitsvektor der Gleitebene
m Einheitsvektor in Gleitrichtung
OL.';M) Orientierungsmatrix

C:: Transformationsmatrix

ﬁ, "1, f Euler Winkel



Bezeichnungen am Vielkristall :

EU Spannungstensor

§G Spannungsdeviator

EG Verzerrungstensor

G, FlieBspannung

G Spannung im Zugversuch

T Spannung im Torsionsversuch

€ Dehnung im Zugversuch

€, Dehnung an der FlieBgrenze

Y Scherwinkel im Torsionsversuch
Yo Scherwinkel an der Fliefigrenze
¥] Geschwindigkeit in Lingsrichtung
vV Geschwindigkeit in Umfangsrichtung
A Q.-}- Belastungszuwachs

C Wellengeschwindigkeit

C, Geschwindigkeit elastischer Lingswellen
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Geschwindigkeit elastischer Scherwellen
Elastizitdtstensor
Nachgiebigkeitstensor
Elastizitdtsmodul

Gleitmodul

Kompressionsmodul

Querkontrakfionszahl

Dichte



1. Einfiihrung

Die verschiedenen Modelle, die zur Beschreibung in-
elastischen Werkstoffverhaltens verwendet werden,
konnen in zwei Gruppen eingeteilt werden.

1. 'phinomenologische Modelle', in denen lediglich
die #duBeren, makroskopischen Erscheinungen beschrie-
ben werden und Vorginge im atomaren, mikroskopischen
Bereich, wie z.Bsp. die Verinderungen des Kristall-
gitters nur insoweit erfaBt werden, als sie die
makroskopischen Vorgédnge summarisch beeinflussen.

2. 'physikalische Modelle', in denen Ans&tze ge-

macht werden, um makroskopische Erscheinungen aus
bekanntem Verhalten im mikroskopischen Bereich zu
erkliren.

Bei der Losung von technischen Problemen werden die
auftretenden inelastischen Forminderungen fast immer
mit Hilfe einer phdnomenologischen Theorie beschrie-
ben, da sie auf relativ einfache Gleichungen fiihrt,
deren Aufldsung entweder geschlossen oder ohne allzu
grofen numerischen Rechenaufwand méglich ist. Die
Modelle dieser Art haben jedoch mehrere Nachteile.
Sie sind fiir einachsige Spannungszustidnde einfach
aufstellbar; beim Ubergang zu mehrachsigen Spannungs-
zustidnden miissen allerdings einige physikalisch un-
gesicherte Annahmen gemacht werden. AuBlerdem werden
die Kenntnisse iiber das Materialverhalten im mikros-
kopischen Bereich nicht verwertet.

Die physikalischen Modelle besitzen diese Nachteile
nicht; jedoch sind fiir die Beschreibung des Material-
verhaltens selbst bei einfachen Belastungsvorgingen



sehr umfangreiche, groBe Speicherkapazitit erfor-
dernde Berechnungen notwendig. Dies riihrt daher,
daB das Verhalten eines jeden einzelnen Kristalles,
aus denen ein Vielkristall sich aufbaut, iiber die
ganze Belastungsgeschichte verfolgt werden muf.

Trotz dieses Nachteils wird in der vorliegenden
Arbeit ein solches Modell verwendet, um zu sehen,
ob mit ihm gewisse Effekte, die in Experimenten be-
obachtet wurden, besser erklirt werden konnen, als
es durch die iibliche phinomenologische Theorie mdg-
lich ist.

Die ersten Modelle zur physikalischen, geschwindig-
keitsunabhiéngigen Plastizitdtstheorie wurden von
TAYLOR [1] , BISHOP und HILL [2] und BATDORF und
BUDIANSKY [3] vorgeschlagen. Wihrend in [1,2] so-
wohl fiir jeden als starrplastisch angenommenen Ein-
zelkristall wie auch filir den Vielkristall die gleiche
homogene plastische Formdnderung angenommen wird,
wird in [3] der Spannungszustand als homogen voraus-
gesetzt. Diese Ansitze erfiillen entweder nicht die
Gleichgewichtsbedingungen am Vielkristall {1,2]

oder sie verletzen die Kompatibilitdt zwischen den
einzelnen Kristallen [3] . Dies fiihrt zu einer
oberen bzw. unteren Grenze fiir das wirkliche Flief3-
verhalten.

Eine wesentliche Verbesserung liefert das sogenannte
selbst-konsistente Modell, das von KRONER [4] und
BUDIANSKY und WU [5] entwickelt wurde und in dieser
Arbeit verwendet wird. Dieses Modell 1#8t unter-
schiedliche Spannungen und Deformationen in Jjedem
einzelnen Kristall zu und bestimmt die makroskopi-
schen GrofB3en des Vielkristalls durch Mittelwert-



bildung. Der Einzelkristall wird als ein spharischer
EinschluB in einer elasto-plastischen Matrix gesehen,
deren Spannungs-Dehnungsverhalten dem Durchschnitts-
verhalten der einzelnen Kristalle entspricht.

Vegen des groflen numerischen Aufwandes wurden bisher
mit diesem Modell lediglich Berechnungen durchge-
fiihrt fir reine Zug- bzw. reine Scherbeanspruchung,
[5,6] . In [7] hat der Verfasser eine effiziente
Berechnungsmethode vorgeschlagen und filir ideal-pla-
stische Einzelkristalle am Zugversuch angewendet. In
der vorliegenden Arbeit wird diese Methode, die auf
dem Simplex Algorithmus der Linearen Programmierung
beruht, erweitert, um mehrachsige Spannungszustinde
und verschiedene Arten der Einzelkristallverfesti-
gung betrachten zu kdnnen.

In den Kapiteln 2 und 3 wird das Stoffgesetz des Ein-
zelkristalls beschrieben und der Ubergang zum Viel-
kristall entsprechend [5] erliutert. Das numerische
Verfahren wird in Kapitel &4 dargestellt. AnschlieBend
werden in Kapitel 5 einige hiermit mdgliche numeri-
sche Berechnungen fiir einen ebenen Spannungszustand
durchgefiihrt und die Ergebnisse zur Beurteilung des
Stoffgesetzes mit experimentellen Resultaten von
NAGHDI u.a. [8] verglichen. Hier ist die Anisotropie
der FlieBbedingung des Vielkristalls bei ansteigen-
der Belastung von besonderer Bedeutung.

Als wesentliche Anwendung des Stoffgesetzes und als
Test seiner Giiltigkeit fiir komplexe Belastungsgeschich-
ten werden in den Kapiteln 6 und 7 gekoppelte plasti-
sche Lings- und Scherwellen in einem diinnwandigen

Rohr untersucht und mit experimentellen Ergebnissen
und theoretischen Ldsungen nach der phinomenologi-
schen Theorie verglichen.



Dieses Problem ist eines der wenigen in der dynamischen
Plastizitdt, das sowohl analytischer als auch experi-
menteller Behandlung zugidnglich ist und wurde daher

von einer Vielzahl von Autoren untersucht.

LIPKIN und CLIFTON [9] fithrten Experimente an Rohren
aus Aluminium durch. Fiir die Belastungsbedingungen,
bestehend aus einem statischen Torsionsmoment, gefolgt
von einem Impuls in Lingsrichtung des Rohres, wur-

den zwei Arten von plastischen Wellen beobachtet. CLIF -
TON [10] nannte in seiner analytischen Lésung fiir ge-
schwindigkeitsunabhingiges, isotropes, arbeitsverfesti-
gendes Werkstoffverhalten diese zwei Wellenarten
schnelle und langsame Wellen, Jje nachdem ob die Wel-
lengeschwindigkeit gréBer oder kleiner als die elasti-
sche Scherwellengeschwindigkeit ist. Diese Lodsung

wurde von LIPKIN und CLIFTON [11] erweitert auf all-
gemeine Klassen von stetigen FlieBbedingungen. Spe-
ziell fiir kinematische Verfestigung wurden numeri-

sche Ergebnisse erhalten. GOEL und MALVERN [12] ga-

ben Ldsungen fiir das gleiche Problem an fiir ein Ma-
terial, das sowohl isotrop als auch kinematisch ver-
festigt.

Die theoretischen Aussagen [10,11,12 ] stimmen mit
den Experimenten insofern iiberein, als sie zwei Ar-
ten von gekoppelten Wellen vorhersagen, die die
allgemeinen charakteristischen Merkmale der beob-
achteten Wellen haben. Es zeigen sich jedoch we-
sentliche qualitative und quantitative Unterschiede.
Insbesondere ergeben die analytischen Losungen
einen zeitlichen Bereich zwischen den schnellen

und den langsamen Wellen, in dem die Spannungen

und Verzerrungen konstant sind, was in den Expe-
rimenten nicht beobachtet werden konnte. Als mdg-
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liche Erklirung fiir die Unterschiede wurde in [9,11]
einmal die Art der verwendeten Verfestigungsgesetze
genannt, die mdglicherweise nicht geeignet sind,
wirkliches Werkstoffverhalten lings des komplexen
dynamischen Belastungsweges zu beschreiben. Weiter-
.hin wurde das Fehlen des konstanten Bereiches im
Experiment auf die in der Theorie nicht beriicksich-
tigte Geschwindigkeitsabhidngigkeit des Materials
zuriickgefiihrt. Diese Erklarung ist Jjedoch nicht ganz
befriedigend, da sich gerade Aluminium relativ ge-
schwindigkeitsunabhéngig verhdlt. Die Spannungs-
Dehnungskurve (Anderung des Tangentenmoduls) zeigt
selbst bei grdBeren Schwankungen der Belastungsge-
schwindigkeit qualitativ nur geringe Verdnderungen.
(LINDHOLM [13])

Vor kurzem haben WU und LIN [14] das gleiche Problem
unter Verwendung der 'endochronischen' Theorie ge-
16st - einer zeitunabhingigen Theorie, die nicht das
Konzept einer FliefBbedingung benutzt. In ihren Er-
gebnissen ist der Bereich konstanter Spannungen und
Verzerrungen in Ubereinstimmung mit den Experimen-
ten praktisch vernachlidssigbar.

Die vorliegende Arbeit soll nun ein weiterer Bei-
trag zu der Frage sein, ob ein geschwindigkeits-
unabhéngiges Stoffgesetz geeignet ist, die experi-
mentellen Beobachtungen in [9] fiir einen weiten
Bereich von Torsionsmomenten und Stofgeschwindig-
keiten vorherzusagen.
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2. Stoffgesetz fiir den Einzelkristall

2.1. Allgemeines

Das Stoffgesetz stellt die Beziehungen zwischen den
Spannungen und Verzerrungen bzw. Verzerrungsgeschwin-
digkeiten dar.

Die makroskopisch beobachteten Forminderungen eines
kristallinen Werkstoffes sind das Ergebnis zahllo-
ser reversibler und irreversibler Prozesse im mi-
kroskopischen Bereich der einzelnen Kristalle.

Ein Kristall ist dadurch gekennzeichnet, daB die
einzelnen Atome oder Molekiile streng in einem Raum-
gitter geordnet sind. Zwei im wesentlichen unabhin-
gige atomistische Mechanismen tragen zu den Form-
dnderungen eines Kristalles bei:

1. eine reversible (elastische) Verzerrung des
Raumgitters

2. eine irreversible (plastische) Gleitung von
Teilen des Kristalles, durch die die Geometrie
des Raumgitters nicht veridndert wird.

Eine theoretische Beschreibung dieser Prozesse ist
nur méglich nach Einfiihrung entscheidender Annahmen
und Vereinfachungen. So wird im weiterem auf eine
Erkldrung der atomistischen Vorginge ganz verzichtet.
Ausgangspunkt ist vielmehr ein von der Versetzungs-
theorie nahegelegtes Modell zur Beschreibung des
Stoffverhaltens eines Einzelkristalls.

In dieser Arbeit werden die Verschiebungen und Ver-
zerrungen als klein angesehen; das Gleichgewicht
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wird fir das unverformte Element angeschrieben;
Temperatureinfliisse bleiben unberiicksichtigt. ,
Die Darstellung der Tensoren erfolgt in einem raum-
festen kartesischen Koordinatensystem mit den Basis-
vektoren €:(c¢=1,2,3),

2.2 Elastische Formidnderungen

Wir wollen annehmen, daB der Einzelkristall sich
elastisch isotrop verhdlt. Der Zusammenhang zwischen
den Spannungen 65 und den elastischen Verzerrungen 4;3
ist dann durch die umkehrbar eindeutige Beziehung
(verallgemeinertes Hooke'sches Gesetz )

6= 26 (&) - T ek 8;) v K e Sy @D

‘)
gegeben,
SU ist das Kronecker - Symbol. Fiir den Kompressions-
modul gilt

E
-G 2*Y - _E (2.2)
K 3(1-2v) 3(1-2V)
wobei E den Elastizitdtsmodul, G den Schubmodul und V-
die Querkontraktionszahl beschreibt.

Die Annahme der elastischen Isotropie des Einzel-
kristalls stimmt in guter N&herung fiir Aluminium-
kristalle. Der maximale Wert des Elastizitdtsmoduls
betrdgt Eamay = 1,310 N/ownd, der minimale Wert be-
tTEgt E pnim= 6,410% Wanm?s dehe Enqax/ Eainx42[15].
Flir Eisen ist das Verhiltnis 2,2 , filir Kupfer 2,8.
Da im Vielkristall (Kapitel 3) die Verteilung der
Einzelkristalle als regellos vorausgesetzt wird und
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{iber alle Orientierungen gemittelt wird, bedeutet
die Vernachlédssigung der elastischen Anisotropie
keine wesentliche Einschrinkung.

2.3 Plastische Forminderungen

2.3%.1 Allgemeines

Der Einzelkristall zeigt im Bereich plastischer Ver-
formung stark anisotropes Verhalten. Zugversuche
zeigen, daB bei Erreichen einer kritischen Spannung,
ganz bestimmte Ebenen im Kristall in ganz bestimmten
Richtungen voneinander abzugleiten beginnen. Die
GroBe der Gleitungen ist abhéngig von der in Gleit-
richtung auf der Gleitebene wirkenden Schubspannung
und ist im wesentlichen unabhéngig von der Spannung
senkrecht zur Gleitebene.

Dieses Verhalten des Einzelkristalls wird in der
Versetzungstheorie beschrieben. Versetzungen sind
Inhomogenitdten im Aufbau eines Kristalls in der
Form von Gitterfehlern; sie spielen flir das plasti-
sche Verhalten die entscheidende Rolle. Die beob-
achteten Gleitebenen sind die Versetzungsebenen

(im allgemeinen die Ebenen gréBter Atomdichte), die
Gleitrichtungen sind die Richtungen des Burgers -
Vektors. Die Kraft, die notwendig ist, um eine Ver-
setzungslinie zu bewegen, wird direkt proportional
der Schubspannung auf der Gleitebene in Richtung
des Burgers - Vektors angenommen.,

Es ist jedoch nicht einfach méglich, das so durch
die Versetzungstheorie beschriebene Verhalten und
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schon gar nicht die am Einzelkristall gemessenen
Stoffparameter auf Kristalle zu libertragen, die
miteinander verbunden einen Vielkristall bilden.

Die Korngrenzen zwischen den Kristallen haben einen
wesentlichen EinfluB auf das plastische Verhalten.
Sie begrenzen die GréBe der Versetzungen, &ndern da-
durch die Verfestigung und bewirken die Ausbildung
von Eigenspannungen im Inneren des Vielkristalls,
durch die sich die Einzelkristalle gegenseitig be-
einflussen. Oberflichenkristalle verhalten sich dem-
nach anders als Kristalle im Inneren des Materials.

Uber die genauen Auswirkungen der Korngrenzen auf
das Verhalten des Einzelkristalles ist wenig be-
kannt. Es ist deshalb iiblich, vereinfachende Annah-
men iiber das FlieBen des Kristalls zu treffen, die
nicht im Widerspruch zur Versetzungstheorie stehen,
und die Stoffparameter wie FlieBgrenze und Verfesti-
gungsparameter fiir den Einzelkristall so zu bestim-
men, daB das im Experiment am Vielkristall ermittel-
te Spannungs-Dehnungsverhalten mdglichst gut an-
gendhert wird.

Das Stoffgesetz der plastischen Deformation besteht
wie in der phinomenologischen Theorie im einzelnen
aus

1. der FlieBbedingung mit der Belastungsbedingung

2. dem Form&nderungsgesetz

3. dem Verfestigungsgesetz
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2.3.2 FlieBbedingung

Grundlage fiir die Aufstellung der FlieBbedingung
ist das auf beliebige Spannungszustinde erweiterte
Schmidt'sche Schubspannungsgesetz ( SCHMIDT [16] ,
KOCKS [17] ): In einem Kristall treten Gleitungen
ldngs eines mdglichen Gleitsystems auf, wenn die
auf Gleitebene und Gleitrichtung bezogene Schub-
spannung den kritischen Wert T, , d.h. die FlieB-
spannung des Gleitsystems erreicht.

Die Anzahl und Lage der mdglichen Gleitsysteme ist
von der Kristallstruktur ( kubisch-raumzentriert,
kubisch- flichenzentriert u.s.w.) abhingig.

Im kartesischen Koordinatensystem wird die Orien-
tierung des n-ten Gleitsystems festgelegt durch
den Normalenvektor der Gleitebene 7 und dem in
der Gleitebene liegenden Einheitsvektor in Gleit-
richtung n  ( Abb. 2-1 ),

Wir setzen einen homogenen Spannungszustand G;j
im Kristall voraus. Die auf das n-te Gleitsystem
bezogene Schubspannung betrigt

(m) ) (m)
T = G;)' ’m(:n n | (2.3)
oder mit
{n) y (W (W) (™) (m)
A(j =='E'("“£ Myt mp My ) - (2.4)
(w) ~
T™= 5. 4.7 (2.5)

Ein hydrostatischer Spannungszustand erzeugt keine
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w)
bezogene Schubspannung, da o L-‘-( =0 .

Es gilt daher auch

T = sy ™ (2.6)

)
wobei S
ator ist.
Ist N die Anzahl der mﬁglichen Gleitsysteme eines

Kristalles, so ergeben sich N Flieflbedingungen der
Form

= 6y — % Crx Sl‘j der Spannungsdevi-

(™)

F = GI'J' a[;; —T: =0 m=142..,N (2.7)

Das n-te Gleitsystem heift aktiv, wenn der Spannungs-
zustand die n-te FlieBbedingung erfiillt und zugleich
die Spannungs#nderung der Belastungsbedingung

* (W) () o (W)

F =65d —-T,=0 (2.8)
genigt. ()
Ein Gleitsystem heiBt passiv, wenn F: < 0

oder F(M)= 0 und F(M)< 0 ist.

Die Anderung der kritischen Schubspannung .;ﬁ)

wird durch das Verfestigungsgesetz ( Abschnitt 2.3.4. )
bestimmt.

Viele Metalle ( z. Bsp. Aluminium, Kupfer ) bilden
kubisch-fléchenzentrierte ( KFZ ) Kristalle. Diese

Kristallart wollen wir hier ausschlieflich betrach-

ten.

In Abb., 2-2 ist eine Elementarzelle eines KFZ-Kristalles
dargestellt. Eine Elementarzelle gibt die Anordnung
einer Gruppe von Atomen en, durch deren periodische
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3
ot @(‘-2-3’

1 o

m™: Gleitebene
o™ Gleitrichtung

Abb.2-1 Beschreibung von Gleitsystemen

Abb. 2-2 Elementarzelle des KFZ - Kristalls

Abb. 2-3 Gleitebenen im KFZ - Kristall
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Wiederholung ein Kristall aufgebaut wird. Kennzeich-
nend fiir die KFZ-Zelle ist, daB neben den Atomen in
den Ecken auch Jede Seitenfldche ein Atom besitzt. Die
Ebenen mit der dichtesten Atomlagerung, d.h. der
groBten Versetzungsdichte, sind die mdglichen Gleit-
ebenen. Sie bilden die Fl&chen eines regelmidBigen
Tetraeders, der in den Kubus des Gitters einbeschrie-
ben wird. (Abb. 2-3; je 6 Atome)

Zu Jjeder Ebene gehdren drei parallel zu den Kanten
gerichtete Gleitrichtungen (je 3 Atome). Die sich
ergebenden 12 Gleitsysteme und die auf sie bezogenen
Schubspannungen Tiﬂ= GGJJﬂsind in Tabelle 2-1 zusam-
mengestellt.

Da zur Bestimmung des Spannungsdeviators lediglich
fiinf MaBzahlen bendtigt werden, konnen nur fiinf der
12 Schubspannungen Tbgunabhéngig voneinander ge-
wdhlt werden.

Ist der Kristall anders als in Abb. 2-3 orientiert,
fallen also die Kristallachsen nicht mit dem Koor-
dinatensystem ¢£€: zusammen, miissen die Orientierungs-
matrizen 4}?) entsprechend transformiert werden.

(~) (™)
‘/}“\t'i = C'mi "L'MM ij (2-9)

Die(a; sind die Elemente der Transformationsmatrix,
die bestimmt werden durch den Richtungskosinus

—
—

C;

PEANIN

C Ej (2.10)

J
wobei 'é[ die Einheitsvektoren der Kristall-
achsen sind.

Aquivalent zur Transformation (2.9) ist es Jjedoch,
wenn wir die Orientierung des Kristalles festhalten
und den Spannungstensor 6&itransformieren.
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L=¢ 9TTeqel
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*Po - o+ Tz - ey Gaji = 2 Vo p- % v

(“fa— "2 - 2 - o) 9N =2 y-Vv-20 v V- ov
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(~)

T = 65 Cout doums  Conj

= Cim G Cjm o] & _ g f ) (2.11)

Die Orientierung des neuen Koordinatensystems é\ ¢
wird hier zweckmdBig gegeniiber den alten ¢ ; durch
die Angabe der Euler - Winkel 3, m , ¢

( Abb. 2-4) beschrieben.

Damit ergibt sich die Transformationsmatrix zu

e

cos P sing ; ~sinf simf-cosfcosPfcosy cosﬂfs.‘u{l-s.'w.‘fcaspcos'ﬂ
Cc, = Sn'n,{;s.'u""l') Sem Y cosF—cos‘fsi-uﬁCos'rl ’)—Cos‘ftvSF—Sl"k‘fSu‘mF‘COS’z

cos "l

; cosY s.:-u ) ;o Smyf sim
~ -

(2.12)

Um alle mdglichen unterschiedlichen Orientierungen
des Kristalls zu erhalten, ist es nicht notig, die
Euler - Winkel alle Werte von O - 27 durchlaufen zu
lassen. Wegen der Symmetrie des KFZ - Kristalles
geniigt es die Winkel /5 und 7 {liber eines der 24
dhnlichen sphdrischen Dreiecke zu variieren, die in
stereographischer Projektion in Abb, 2-5 dargestellt
sind (TAYLOR and ELAM, [18] ).

Die Dreiecke sind begrenzt durch die GroBkreise,
gebildet aus dem Schnitt der Halbkugeloberflédche

( r =1) mit den Koordinatenebenenen des Koordinaten-
systems €: und den Ebenen, die einen Winkel von 'Vq
zu den Koordinatenebenen bilden.

Somit ist die Begrenzung des Dreiecks ABC gegeben
durch:
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Abb. 2-4 Euler -Winke! zur Orientierung der
Kristalle im 1,2,3 - System

Abb.2-5 Stereographische Projektion des
KFZ - Kristalls
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AB: P:O
AC: fZ==1D/4
BC: 'tamﬁl:fl/Cos{S

A p=o0 M =20

I
S
s

B : p=0 n
C . {;.____% ')?:o\-rctamrj_—':mgo“f’lir

Den Winkel Y miissen wir von O -N" variieren.

Um die Anisotropie eines Kristalles zu verdeutlichen,
wird in Abb. 2-6 die FlieBbedingung (2.7) fir einen
ebenen Hauptspannungszustand G, , G& fiir finf ver-
schiedene Kristallorientierungen dargestellt. Zum
Vergleich ist die Tresca'sche Flieflbedingung fiir einen
isotropen Werkstoff eingezeichnet. Es wird hierbei
angenommen, daB die kritische Schubspannung fiir alle
Gleitsysteme identisch ist und den gleichen Wert hat
wie die kritische Schubspannung des isotropen Werk-
stoffs. Bemerkenswert ist die starke Festigkeits-
steigerung, die fiir ein festes Spannungsverhidltnis
durch die Wahl der Orientierung eines Kristalls er-
reicht werden kann. (Texturverfestigung)

Zu jedem Spannungsverhdltnis Ao = 62//454 gibt es
zwei ausgezeichnete Orientierungen. Die eine liefert
einen unteren, die andere einen oberen Grenzwert fir
den FlieBbeginn.

Die Gesamtheit der unteren Grenzwerte bildet die
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)

a) g = )& bl pae= o,
(0,0,0) To 0,9 ,0m | to
3 e
2 2
Tresca
2) | 2) |6
5
% %
G
C) B'ﬂ"p = T% d) Bonl‘p = ﬁgz'
(14,0,0)m (%,0,304,Y3)| To
3 3
) / Z
2 |6 2 5\
a7z
To _ To
'3
G2
e) B“n,gp = r7 to
(11,0198, 3 SN
2
2 ]
|
To
N—

Abb.2 -6 Fliefibedingungen fir einige Kristallorientierungen
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Tresca'sche FlieBbedingung (| Twmax| = T, )
Abb., 2-7. Kein Gleitsystem kann aktiv werden, wenn
die groBte im Kristall auftretende Schubspannung
kleiner als T, ist.

Die Gesamtheit der oberen Grenzwerte liefert eine
Kurve, die numerisch berechnet wird.

Mit

T2 6, da 46, day = 6, (L7 vot ) (2.13)

n = 1’ 00012
ist der Fliefbeginn (’7,,0 bei festem ¥ fiir einen
Kristall bestimmt durch

Der obere Grenzwert |G, Olhax wird gefunden, indem
man den Kristall alle m&glichen Orientierungen an-
nehmen 1i8t.

! | —
I€1°ihux -

T
r1ax. Moy lC. . [ ? &
J,'?)‘f ':I.x | A Roman CM4 + ¥ Cfma_ ln—u». C

"M

P=0=T4% ;M =0=x0304T, Yf=0=T
n=1,...12 |

Y
X
Y
!
A

aus Symmetriegriinden gilt : 1

= — _ (2.14)

- (2.15)
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Fiir jeden Wert ¥ wurde (2.15) flir diskrete Werte
der Euler-Winkel ausgewertet. Als Schrittweite wurde
- — T4
Af;—A"l =AY = )
gewdhlt. Das Ergebnis ist in Abb. 2-7 dargestellt.
Eine Halbierung der Schrittweite brachte keine in
der Darstellung bemerkbare Verdnderung. Jeder Punkt
der Kurven gehdrt zu einer anderen Kristallorien-
tierung, der jeweils glinstigsten bzw. unglinstigsten.

2.3.3 Forméinderungsgesetz

Wir nehmen an, daB im Kristall ein homogener Ver-
zerrungszustand herrscht.

Bezeichnen wir mit Y°” die plastische Schergeschwin-
digkeit des n-ten Gleitsystems, dann ergibt sich die
plastische Deformationsgeschwindigkeit é& als Sum-
me der Schergeschwindigkeiten aller Gleitsysteme
bezogen auf das Koordinatensystem £, .

~

12

P L6y (2.16)
Eij o [: Y J”J

m=A

Einer positiven oder negativen bezogenen Schubspan-
nung entspricht eine positive oder negative Scher-
geschwindigkeit y ) .
Es erweist sich als zweckmiBig lediglich nicht-negative

Y‘” und nicht-negative T zuzulassen. Um dies zu
erreichen, verdoppeln wir die Anzahl der mdéglichen
Gleitsysteme auf 24, indem wir

(~» +12)

— . (2.17)
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unabhdngig isotrop latent

Abb.2 -8 Verfestigungsansitze (schematisch)
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bilden. Damit wird aus (2.16)

P 24 (w) %)

- y . (2.18)
& = > Y 4y
m=4

oder mit (2.7)

- p 24 () ) F(’u)
E ‘.- e [ — 2.19
=LY e (2.19)

Die ylm) sind nicht-negative skalarwertige Faktoren.
Jeweils eine der beiden Schergeschwindigkeiten j (m+42)
oder Y(“) ist identisch null. Wir kénnen die einzel-
nen yi*) aus der Forderung bestimmen, daB die n-te
FlieBbedingung wdhrend der plastischen Deformation
stets erfiillt bleibt.

FECl = o (2.20)

Das Forminderungsgesetz (2.19) mit (2.20) hat die all-
gemeine Form wie sie von KOITER [19] unter Zugrunde-
legung der Theorie des verallgemeinerten plastischen
Potentials fiir FlieBbedingungen,die sich aus mehreren
Funktionen zusammensetzen, angegeben wurde. Geometrisch
bedeutet dies, daB der Vektor der Verzerrungsgeschwin-
digkeit bei einem aktiven Gleitsystem in die HuSlere
Normale der zugehodrigen FlieBfldche weist, widhrend

er bei Aktivierung mehrerer Gleitsysteme in dem Kegel
liegt, der von den &uBeren Normalen der entsprechenden
FlieBflachen aufgespannt wird.
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2.3.4 Verfestigungsgesetz

Die experimentellen Erkenntnisse iiber die Verfesti-
gung eines Einzelkristalls, der in einen Vielkristall
eingebettet ist, sind bisher sehr unbefriedigend und
keinesfalls einheitlich. ( KOCKS und BROWN [20] ’
JACKSON und BASINSKY [21] )

Wir wollen uns deshalb hier mit sehr einfachen Ansit-
zen begniigen.

Nach HILL [22] nehmen wir als ein allgemeines Verfesti-
gungsgesetz des Kristalles

) 2 m (™)
To =T+ Wy ™ (2.21)
=4
oder
4%
() Mmanm e (W)
o= ko)
Mes g

Ty bezeichnet die anfingliche FlieBspannung. Die
Elemente der Matrix I{MM\sind im allgemeinen Funktionen
der Deformationsgeschichte. Sie sollen hier aber als
konstant angenommen werden.

Dieser Ansatz ermdglicht eine Kopplung zwischen der
Gleitung eines Systems und der Verfestigung eines an-
deren; ein Zusammenhang, der im Experiment beobachtet
wurde. [21]

In dieser Arbeit werden Berechnungen mit drei einfachen
typischen Formen von (2.21) durchgefiihrt.
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1. 'Unabhingige' Verfestigung (KOITER [19] )

Die Matrix h™ " ist eine Diagonalmatrix

hMM = h SMW h = Comwst, (2.22)

)

> (W) o (W)
Die FlieBspannung eines Gleitsystems steigt pro-
portional zu seiner Gleitung und ist unabhingig

von der Gleitung der anderen Systeme.

2. 'Isotrope' Verfestigung (TAYLOR [1] )
b= h = comst, fir alle n,m
) kad .( )
~ (W) o (m
M 1

Die Fliefispannungen aller Gleitsysteme eines Kri-
stalles bleiben gleich und wachsen linear mit der
Summe der Gleitungen der einzelnen Systeme.

3. 'Latente' Verfestigung

M “

h = C()'h ‘ h = Coust.

2 (W) ) ¥ (m) 2.24

M1
) 1

C( = 7 fiir aktive Gleitsysteme
und alle nichtaktiven
Gleitsysteme, die koplanar
mit den aktiven sind.

)
C 0422-/] fiir die iibrigen nicht-

aktiven Systeme.
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Neuere experimentelle Untersuchungen [2{] deuten da-
rauf hin, daB dieser Ansatz, bei dem die Verfestigung
auf Gleitebenen mit nicht-aktiven Systemen stérker

ist als auf Ebenen mit aktiven Systemen, dem wirklichen
Verhalten am ndchsten kommt.

Ein ' Bauschinger - Effekt ' fiir die einzelnen Gleit-
systeme kann leicht fiir ' unabhéngige ' Verfestigung
beriicksichtigt werden, und zwar so, daB ein Anwachsen
der FlieBspannung auf dem n-ten System um h-)f(”) eine
Reduzierung auf dem entgegengesetzten System um den
gleichen Betrag bewirkt.

Bei ' isotropem ' bzw. ' latentem ' Verfestigungsansatz
wiirde ein solcher Bauschinger - Effekt im Widerspruch
zur Annahme der Gleichheit der FlieBspannungen aller
Systeme bzw. aller koplanarer Systeme stehen und wird
daher nicht bericksichtigt. Der hier genannte Bau-
schinger - Effekt ist nicht zu verwechseln mit dem
Bauschinger - Effekt, der bei gegensinniger Belastung
eines Vielkristalls auftritt und durch Eigenspannun-
gen zwischen den einzelnen Kristallen hervorgerufen
wird.

In Abb. 2-8 sind die Merkmale der Verfestigungsansit-
ze schematisch dargestellt.

2.4 Eindeutigkeit des Stoffgesetzes

Fragen zur Eindeutigkeit der Ldsungen, die sich aus
dem Stoffgesetz des Einzelkristalls ergeben, sind von
HILL [22] untersucht worden. Wir wollen hier die fiir
die folgenden Berechnungen wesentliche Frage untersu-
chen, ob fir die drei gewdhlten Verfestigungsansitze
durch eine vorgegebene Verzerrungsgeschwindigkeit éﬁ'
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die Spannungsgeschwindigkeit (5;5
stimmt wird.
Es gilt

eindeutig be-

é;)- = £ + £, (2.25)

Dann folgt aus dem Stoffgesetz flir die elastischen
Forminderungen mit E;-s als Elastizitdtstensor

. . . P
GH::'Eijrs ( Ers — E*S)
oder (2.26)

. » p .
th + E;‘j‘rs E,,.S = Et‘j'f‘s E'r°$

Nehmen wir an, daB zwei verschiedene LOsungen existieren
und bezeichnen wir mit A (...) die Differenzen der
entsprechenden Gréflen der beiden Losungen, dann er-
halten wir fiir vorgegebenes & S

. . P
MGy t Ryt =0 (2.27)

Skalarmultiplikation mit A éfJ- ergibt

.P ° 'P
AEAG; + Ag
) )

o Eejvs 8 ¢l =0 (2.28)

Da Eijrs positiv definit ist, gilt fiir den rechten
Term

. p .p
ASL‘)‘ Ec)-rs AE‘TS > 0 (2.29)

. P
fir jede Matrix A Efj y deren Elemente nicht alle
Null sind. (z. Bsp. ZURMUHL [23] )

Fir den linken Term folgt aus dem Forminderungsgesetz
(2.18)
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) . Zq- a~ .
AZ.. A 6"‘\‘ = ZA}}( )A GL')I d

Mz

(w)

;j (2.30)

Wird das n-te Gleitsystem durch beide Spannungsge-
schwindigkeiten aktiviert, dann ergibt die Belastungs-
bedingung (2.8)

A é;)- J,‘J'M_ Ai*o“"= 0 (2.31)

Wird das System nur durch eine der beiden é}; ak-
tiviert, gilt

877 (a6 45—t )= 0 (2.2
und schliefllich ist

Ay =0 | (2.33)
wenn das System durch keine der beiden é;j aktiviert

wird.
Da nach (2.21)

24
* () M () .
AT, = Z h™ Ay ist,
M A
kdnnen wir mit (2.31 - 2.33) schlieBen
; M 2y ( ()
hd ". . 1“) A W i M 2.34
AE()'AE,J ZZZA)/ h 4y ( )
M4 ™1

P Y
Ist die Matrix h positiv semi - definit,
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o (W
dann ist die rechte Seite nicht-negativ fiir alle Ay :
d.h.

=0 (2.35)

Gleichung (2.28) ist also unter Beachtung von (2.29)
nur erfiillt fiur

<P

AE, =0 (2.35a)

und damit folgt aus (2.27) auch
AG; =0 (2.35b)

Die Gleichungen (2.35) zeigen, daB fiir eine positiv
semi - definite Matrix h™™, &;; und é{}

eindeutig durch €&, Dbestimmt werden.

Die Schergeschwindigkeiten )',(1-) missen Jjedoch nicht
eindeutig bestimmt sein, da dér Satz der aktiven
Gleitsysteme lineare Abhdngigkeiten enthalten kann.
Sind mehr als finf Systeme aktiv, besteht immer eine
Abhingigkeit (Abschnitt 2.3.2). Die Eindeutigkeit ist
nach HILL [22] nur gesichert, wenn h™" positiv definit

ist.

Fir alle drei Verfestigungsansitze ist } ™™ positiv
semi - definit, wie leicht gezeigt werden kann. Hin-
reichende Bedingung ist, daf8 alle Hauptunterdeterminan-
ten = O sind.

unabhéngige Verfestigung :

h O

det h

o h > 0 SN positiv definit
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isotrope und latente Verfestigung:

¢h h-o- ~m | h
det ' X = [ C' get h

t-1 TN

5 F

O

Il

. e e e e

=> positiv semi -~ definit
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3. Stoffgesetz fiir den Vielkristall

In diesem Abschnitt werden die Beziehungen zwischen
den 'makroskopischen' GroBSen des Vielkristalls und
den 'mikroskopischen' GroBen des Einzélkristalls, wie
sie in [4,5] von KRONER und BUDIANSKY und WU ver-
wendet wurden, erliutert. Diese Beziehungen konnen
das wirkliche Verhalten nur ndherungsweise beschrei-
ben.

Als Vielkristall wird ein idealisiertes vielkristal-
lines Kontinuum angesehen, das eine sehr groBe Zahl
von Kristallen enthdlt, deren Orientierungen sta-
tistisch regellos iiber das Kontinuum verteilt sind.
Werkstoffe, die eine bevorzugte Kristallorientierung
(Textur) haben, werden also ausgeschlossen. Ferner
wird angenommen, daB die Anzahl der Oberflichenkri-
stalle klein ist gegeniiber der Anzahl der Kristalle
im Inneren und daf der EinfluB der Korngrenzen
zwischen den einzelnen Kristallen vernachlidssigbar
gering ist.

Das verwendete Modell beruht im wesentlichen auf
einem Ergebnis, das von ESHELBY [24] erhalten wurde.
ESHELBY betrachtet einen kugelfdrmigen

isotropen EinschlufBl in einer unendlich ausgedehn-
ten elastisch isotropen Matrix mit den gleichen
elastischen Konstanten.

Erfdhrt der EinschluB die homogene plastische De-
formation E?). , dann sind die Spannung G,‘J‘ und

die gesamte Form&nderung g;j‘= S;g +.e}? homogen
in dem Einschlufl. Wenn Efq der im Unendlichen auf-
gebrachte Spannungszustand ist, dann gilt
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~ = A P

3.1
A 2 -5y
C =Gx I—v

BUDIANSKY, HASHIN und SANDERS [25] haben diese Be-
ziehung zur Beschreibung des plastischen Verhaltens
des Vielkristalls verwendet. Der Einzelkristall wird
als kugelférmiger EinschluBl aufgefaBt, da die Kugel-
form der Mittelwert aller mdglichen Kristallformen
ist. Die Homogenitdt der plastischen Form&nderung
wurde bereits fiir das Stoffgesetz des Einzelkristalls
angenommen. Die Beziehung (3.1) ist unter den ge-
nannten Voraussetzungen exakt gliltig, solange nur
ein Kristall plastisch deformiert wird , und als
Ndherung nur solange wie der Abstand zwischen den
flieBenden Kristallen groB ist und sie sich nicht
wesentlich gegenseitig beeinflussen.

Bei stidrkerem plastischen Flieflen ist die gegensei-
tige Beeinflussung der Kristalle Jedoch nicht mehr
vernachléssigbar., Das FlieBen eines Kristalles ruft
in diesem Kristall die Eigenspannungen Eﬂj-—Gb-her-
vor, die bestrebt sind das weitere Ansteigen der
plastischen Formé@nderung zu behindern, wdhrend sie
andererseits den Eintritt des FlieBlens in den Kri-
stallen der Umgebung begilinstigen.

Dies hat zur Folge, daB die plastischen Forminderun-
gen das Bestreben zeigen, sich mdglichst gleichmés-
sig iiber die Matrix zu verteilen.

In [h,ﬁ] wird diese Tatsache durch folgende Ndherung
berilicksichtigt :

Die den Kristall umgebende unendliche Matrix verhdlt
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sich weiterhin isotrop; sie erfiahrt Jedoch zus&dtzlich
zur elastischen Deformation die homogene plastische
'makroskopische' Deformation E-. , wobei 83 der
rdumliche Mittelwert der plastischen Deformation der
einzelnen Kristalle ist.

z P 1 P
Egj =7 f E;j dV (3.2)

v

Mit dieser Annahme folgt aus (3.1)

—_ A P S 4
6:0 —_— 6“' _6 (E‘v). _E"j) (3'3)
Dies ist die Grundgleichung des Modells von KRONER,
BUDIANSKY und WU.

Das Modell ist selbstkonsistent, da sich nach (3.2)
und (3.3) die Spannungen 6'.‘)' in den Kristallen so
einstellen, daB der rdumliche Mittelwert gleich der
von auBen angelegten Spannung ist. ( HILL [26] )

Gu= v f(v'” dV (3.4)

Y)

In inkrementeller Form lautet (3.3)

’ = A, P =P
6, =6y —G(ey — € ) (3.5)
Bei bekanntem Stoffgesetz fiir den Einzelkris@gll ist
mit (3.2) und (3.5) die Beziehung zwischen Gﬁ' und
fg- gegeben. Die makroskopischen, elasto-plastischen
Form&nderungsgeschwindigkeiten erhalten wir zu:

& = EL‘: +E‘-:-jp = ( E'.)""‘)‘q .ér'rs + -ée (3.6)

9 I
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Zur besseren {Ubersicht sind hier nocheinmal alle
Beziehungen, die zusammengenommen das Stoffgesetz
fir den Vielkristall ergeben, aufgefiihrt

Fir einen Kristall mit gegebener Orientierung gilt :

. P 2 ) ()
eq =) v Jdy
mz= 1]

wobei

* (m)
Y "=0 fur

()

f

m)

{~)

~) ~
_>_0 fuir 6(']‘ Jl‘."( =T0( ))'

. () ()
fiir 6(.; ‘[IJ‘ - To( )

. . - P
6+ G (5 - )

(3.7)

(3.8)

Die meakroskopische Verzerrungsgeschwindigkeit ergibt

sich zu

A
v

!

" P
e, dV

(3.9)
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4, Numerische Behandlung des Stoffgesetzes

4.1 Formulierung als Problem der Linearen Programmierung

In [7] hat der Verfasser gezeigt, wie fir ideal
plastisches Verhalten der Einzelkristalle die Glei-
chungen des Stoffgesetzes als ein Standardproblem
der Linearen Programmierung formuliert werden kén-
nen.

Diese Uberlegungen werden im folgenden auf das Stoff-
gesetz (3.7-3.9) ,das Verfestigung der Kristalle ein-
schliefit, erweitert.

(~)
Multiplizieren wir (3.8) mit ol,‘,‘ ,s0 folgt nach
Einsetzen von (2.17) und (2.5)

| % .
2 ) e (v A “(-\.) OQW) h(""‘) =7 '_('\\)
G;i oL‘-j =T + 6( al,l ME Y l.) — E“j l‘J ) (4.1)
= .0 T g W
oder mit Gij ol,) = § 3 ol,J
und Q"j =§"\J- + é\ E;;? (4.2)
A AW L) (W) * () . ()
Gdi Ly 4y +T = Qidy
"z g (4.3)

Die GréBe @ j ist ein MaB flir die makroskopische Be-
lastung. Solange sich das Material elastisch verhilt,
ist Q,, gleich der Spamungsggschwindigkeit -S—c, H
wenn hingegen starke plastische Deformationen auftre-
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ten, dann ist S) relativ klein gegenﬁber 6 EU
und Q wird im wesentlichen durch ?P bestimmt.
Fdr die Rechnung ist es zweckmiBig Q; = Q(-J- (t)

als vorgegebene 'Belastungsgeschichte' lidngs des
Parameters t 2zu betrachten.

Nach (3.8) und (4.2) gilt

Q; =6+ G & (4.4)

und entspricht damit dem Ausdruck aus Gleichung (2.26)

. * . P
El‘qu E"t‘S = Gli + E{J’fs E'rj

Eine Vorga‘qe von Q‘J fihrt daher ebenso wie die Vor-
gabe von ¢, auf eindeutige G.l' und E in jedem
‘einzelnen Kristall (Abschni'tt 2.4)
Durch die Integration aller 5‘ und 2JP sind dann
auch die makroskopischen GroBen (5 und E";J.P ein-

1
!
deutig bestimmt.

Ist o:;-(f) gegeben, dann stellt Gleichung (4.3) fir
jeden Wert von t und jeden Kristall unterschiedlicher
Orientierung ein System von 24 linearen Gleichungen
fir die 48 unbekannten GréBen y “) und T  dar.
Integrieren wir (4.3) iiber ein Intervall At , so
erhalten wir zusammen mit den Belastungsbedingungen
(3.7) folgendes System aus Gleichungen und Unglei-
chungen.

24
A ) = () () () B 4.5
G"[‘lj LAY "("j +T(t+4t) - ( )
L |

“"‘) " ”('\»)
T(t) + A Q,) o(,)



A

{(w
AY ) = 0
™) ok M (w)
T(HM) STc"’[: h )’
%ﬁ X m o) o) )
!_( Lo +[k Y -T(fut's) Ay =0 (4.6)
m= 4 Mz 4

Die letzte Gleichung hat die Bedeutung der Zielfunk-
tion in der Linearen Programmierung. Die Standardform
eines Linearen Programms ergibt sich nach Einfiihrung
von

M=
Zu
i (), (=) (~) (~)
A £ " Mman A A (1w
V(6444 )ar ™ =Ty = (t-8)
m> 4

_ ? (») 4+ A Q.'j Jl‘j ()

(t)
Mm=A,..,24%

mit den Nebenbedingungen :

ay™= o

Crerany™= 0
und der Zielfunktion :

2 A () () ‘ (4
— ™ ome = .10)
z = [ T(HM) Ay =MW =0
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Die Zielfunktion ist nichtlinear, Jedoch ist sie von
so einfacher Form, daB ihre Forderung an die Variab-
len sofort gesehen werden kann. Sie kann den Wert O
nur dann annehmen, wenn filir jedes n entweder f%:jdf)
oder AXJM) verschwinden.

Die Gleichungen (4.8. = 4.10) gelten Jeweils fur eine
Kristallorientierung. Die L8sung kann flir eine ge-
gebene rechte Seite von (4.8) mittels der Simplex
Methode gefunden werden.( z. Bsp. E27] )

Zur Beschreibung der einzelnen Rechenschritte fiihren
wir die Matrizenschreibweise ein.
Mit den Vektorkomponenten

XM:Ar(‘\)

"~ A (W) S A )

Y = Yiine) ) Yy = T(“)

M —_N . ("")

M= =y e Qg dy (4.11)

~ A () (~) ~m
und a'"=6<1;,'"“.1;5 +h™

188t sich (4.8 + 4.10) schreiben in der Form

Ax _gy =,BVC (4.12)
xm > 0
y© zo
X~y::0
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XY und C sind 24 dimensionale Spaltenvektoren,
A und Q sind 24X 24 Matrizen, definiert durch

\ = I:q"““] = [A.,,A'z,-.-,AW

= [g’m] ::[U"iul;'“)ui‘*

A. und U, sind Spaltenvektoren; U ist ein Ein-
heitsvektor mit der Komponente 1 in der n-ten Zeile.

?

>

(4.13)

D

Zu Beginn der Belastung, solange der Kristall sich
elastisch verhdlt, sind alle Komponenten (E C)mé o .
Die Ldsung des Systems (4.12) ist leicht zu erkennen

y = (Bc)"

Die y'" werden Basisvariablen genannt, da sie Werte
Z 0 annehmen kdnnen, die X' heiBen Nicht-Basis-
variablen, da sie nur ihren Grenzwert 0 annehmen
kdénnen. Die Form des Systems wird kanonisch genannt,
da die Basisvariablen y"'t den Koeffizienten 1 in
der n-ten Reihe und O in den iibrigen Reihen haben.

Nach jedem Schritt A Q! wird die rechte Seite von
(4.12) entsprechend (4.11) gedndert.

Wenn bei fortschreitender Belastung nach einem Schritt
AQij eine oder mehrere Komponenten von (B c) grofer

als Null werden, dann werden Gleitsysteme aktiv und
die Basis von (4.12) muB geidndert werden.

Zur Anderung der Basis wird die sogenannte Pivot-
Operation durchgefithrt. Ist z. Bsp. ( 8 C)'Wl die
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griBte Komponente von ( B¢ ), so wird zunichst damit
begonnen y"“ durch x™ in der Basis zu ersetzen.
Hierzu betrachten wir die Elementarmatrix

Q: I:U"J"‘)A"“)“‘)UW—_I

und bilden die Inverse

D= [u4’,, -,Km,-‘\,Uw] (4.14)
wobei der Vektor _ _
a’m
K = = |1
a .
.1'4'“-
ist. p
Dann multiplizieren wir (4.12) mit D~
-1 ~A -1
P Ax—D'By =D B¢ (4.15)
oder

Ax —By = B¢
B ist bis auf die Spalte m identisch mit B . Der
Spaltenvektor A.. ist der Einheitsvektor U.. . Sind
jetzt noch Komponenten von (B C ), z. Bsp. (,@ c,)"'1
groBer als Null, dann wird die Pivot-Operation wie-
derholt, diesmal mit der Elementarmatrix

Q:Lu“...)Am,,,,,uu

vorausgesetzt, daB A, =+= U, ist.
Wenn nimlich A,= U, ist, dann ist das n-te Gleit-
system bereits aktiv und muB entlastet werden. In die-
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sem Fall wird die Rechnung mit der Matrix

D = [u,,)...

4 ) BM)' “)Uzw]

ausgefiihrt.

Hierdurch wird demn X" durch y™ in der Basis er-
setzt.

Wenn schlieBlich alle Komponenten ( Ec)me_ 0 sind,
ist das System wieder in kanonischef~Form. Die Basis-
variablen haben den Wert der entsprechenden Komponen-
te von ( B C ), die Nichtbasisvariablen haben den
Wert Null. '

Der nichste Schritt beginnt mit der Vorgabe eines
neuen A!Q;j und der entsprechend  gednderten rechten
Seite des Systems.

Nach jedem Schritt ergibt sich der Zuwachs der plasti-
schen Formanderung zu

P 6
Ag =) x di (4.16)

m=A

Fir Jjedes ¢AQ;i ist die oben beschriebene Prozedur

fiir alle betrachteten verschiedenen Kristallorientie-
\ rungen durchzufiihren. Anschlieflend kénnen wir den
makroskopischen Zuwachs der plastischen Forminderung
ausrechnen.

[ag,dv (4.17)
v

Die Auswertung des Integrals erfolgt fiir insgesamt
120 verschiedene Orientierungen. Diese werden mdglichst
gleichm#Big {iber den Bereich der Euler - Winkel
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[ " und ¥ verteilt ( Abschnitt 2.3.2, Abb. 4-1)
Das Integral (4.17) lautet ausgedriickt in den Euler -
Winkeln :

10
([ simmac) dm dpdY
AEfj = —edlaed i < < (4.18)
'\iwﬁfABC) /
4

Die numerische Integration erfolgt nach der Simpson-
Regel fiir jede Richtung getrennt; der Reihe nach fiir
M p und ¥ , (ISAACSON und KELLER [28] ).

SchlieBlich erhalten wir den Zuwachs des Spannungs-
deviators

AS-‘" = AQ

} b G A?L-P' (4.19)

)

und den Zuwachs der gesamten Verzerrung

AE; = A€ +4AE; (4.20)

. e o —
mit A€ = L AT 4+ 2L A8, &

Im Allgemeinen wird jedoch nicht die Geschichte von
Q;]‘ vorgegeben sein, sondern von G;,' bzw. 5—.J

In diesem Fall muB A Q.‘J' iterativ bestimmt werden.
Ein erstes Aa.‘j wird 'geraten' und dann solange__va—
riiert, bis Gleichung (4.19) das vorgegebene 45y
ergibt. Fir Jjede Variation ist die gesamte beschrie-
bene Rechnung durchzufilhren. Lediglich fiir einachsige
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Zug- bzw. Schubbeanspruchung kann diese Iteration
umgangen werden, da fiir diese Spannungszustinde nur
Jjeweils eine Komponente von AQ;)' ) AQ,, bzw.4Q,=4@,,
ungleich Null ist und damit das im allgemeinen Fall
iterativ bestimmbare Verhdltnis der einzelnen Kom-
ponenten von A ng zueinander von vornherein bekannt

ist.

4,2 Reduktion der Anzahl der Gleitsysteme von 24 auf 12

Um den numerischen Aufwand, insbesondere den Bedarf
an Speicherkapazitiat zu reduzieren, wollen wir fiir
die drel speziellen Verfestigungsgesetze des Einzel-
kristalls die Anzahl der Gleitsysteme halbieren.
Diese Reduktion geschieht, indem wir jeder Gleit-
richtung ein festes Vorzeichen, +m oder -m geben
und den Algorithmus zur Ldsung von (4.5) so #ndern,
daB positive T’ positive ay™ und negative T
negative Agr“’ erzeugen. Fir 'unabhidngige' Ver-
festigung kann die Reduktion leicht durchgefiihrt
werden, wdhrend sie fir 'isotrope! und 'latente' Ver-
festigung nur ndherungsweise mdglich ist.

'unabhingige' Verfestigung :
Die Inkremente der Gleitungen Ay‘“‘) und die bzzo-

genen Schubspannungen T ) geniigen den Ungleichungen

(W) (~)
) (~) :
und ’C(HM) =T,+hy mit Y

(4.22)

T(:‘Mf) < ‘T0+L\)/(M) mit )/("‘)4 0
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Mit der Substitution

FAN Y )

C =T )

— hy (4.23)

wird aus (4.5)

(2 ) ) 0w (w) A ) (4.24)
[ L(?«lx] Jnj +"‘S )43/ +T('f+Af)

A )

4 )
= T“’ + A&,, ‘7{']

()
(Hipt) —

A (w () _
[(T (ﬁAt}’)'lA«y l"
Diese Formullerung beinhaltet einen Bauschinger -
Effekt des Einzelkristalles, wie in (4.22) gesehen
werden kann. Ein Anwachsen der FlieBspannung in der

einen Ungleichung bewirkt eine Verminderung um den-
selben Betrag in der anderen.

—ToéT < Ty

'isotrope! und 'latente' Verfestigung :
Der Zuwachs der FlieBspannung des n-ten Systems bis
zum Zeitpunkt t betrigt :

t
MO B NP I
o ~z g
Die Substitution
A (n) T(‘h) _ t () 1 ()
Ty =l + [ Y |ay ™| (4,26)
0 mzq

fithrt hier auf
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A () (w) (~)
[(6 diy Ay Ay ) + T(um

_ m +hc“"E|Ay("“’|+Aa ol‘"’
(4.27)

A (m)
_ < <
T, = T(HA{') < T

2
2=E(T°_ (f+b'(’)‘ lA)/(M)l

Die Niherung besteht nun darin, da8 der Zuwachs der
FlieBspannung widhrend des Schrittes 4 Q,J d.h.
AToM): he Y 4y Ml geschitzt werden muB, da-
mit die rechte Seite von (4.27) bestimmt ist. Bei
hinreichend kleiner Schrittweite wird es als genau
genug angesehen, wenn in einer ersten Annahme der
Anstieg der FliefBspannung vom vorhergehenden Schritt
ibernommen und dann die Rechnung mit dem neu erhal-
tenen Wert noch einmal wiederholt wird.

Der im vorigen Abschnitt beschriebene L&sungsweg
muB fiir die Systeme (4.24) und (4.27) modifiziert

werden.
In Matrizenform lauten die Gleichungen

AX +§y =Ec (4.28)

~-T, 2 vy £T, (4.29)

1
Y (T, —=Ily")x™
- |
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M P , . (~) M
0 =B 4L S |\ unavhingige:
. Verfestigung
~ = . ”(-\.)
C = y + A Q'j ol.) ,
6 a0 > tisotrope!'
amm —_ (_7 J"] u(.‘l ‘. P
12 )5, 'latente!
— tviRb ~m (-v-) . "('\‘ . f 't'
c™ =Y zhc [IAY | +AQ‘}.J,) Verfestigung

)
~=a

Zu Beginn der Belastung sind wiederum alle y™ Basis-
variablen, widhrend die X" Nicht- Basisvariablen sind;
d.h.

Yy = (Bc)” X" =0

Verletzt nach einem SchrittAl.eine oder mehrere Kom-
ponenten von (8¢) die Bedingung (4.29), dann mu8 die
Basis von (4.28) geindert werden. Eine dieser Kom-
ponenten (EC)"‘ wird gewsihlt und T, addiert, wenn {ﬁ e -
bzw. substrahiert, wenn(8¢)>T, ist. Y™ wird gleich
dem Grenzwert + T, bzw. -T, gesetzt. Dann wird die
Pivot-Operation durchgefiihrt, um ym in der Basis
durch x™ zu ersetzen.

Entlastung des n-ten Gleitsystems findet statt, wenn
die Komponente (BC)" das Vorzeichen #ndert. In diesem
Fall wird zuerst X" durch y™ in der Basis ersetzt
und dann T, addiert oder substrahiert, je nachdem

ob das System entlastet wird von negativem oder po-
sitivem Gleiten.

Zur Verdeutlichung ist der prinzipielle Ablauf der
Rechnung fiir ein gegebenes Inkrement AS; in Abb. 4-2
in einem'vergraberten' FluBdiagramm dargestellt.

T

0
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Einlesen C x">0 D—nein
A.B.C .
aller Kristalle ‘ ja
(g (e 0-ren—se—nen (el -5 >
p nein —»oe— nein
- (Eingabe Asij [Bcl < 0 (§C)n> 0
i . ja ja
4
Annahme  AQj; Entlastung Entlastung
__.é And. d. Basis And. d. Basis
Kristalinummer (BC)I"=(BC"+ 1o (BC)"= (BO)" -
N=Ne1 x"= 0 x"= 0
1 ]
P
Berechnung der Xn“@c’
rechten Seite o2e
(8C)" n=i,.. 02
——oé ; (§C)n < -1 )-nein—s
Systemnummer .
ja
nznel +
Aktivierung
x"=0 nein- (BC)" =(BC"+ 1,
[ And. d. Basis
ja Y= 1,
{ B0" > 1, )-nein— I
N e
ja X"=(BC)
Aktivierung nein n=12
Bo)"=(BO"-1, _
And. d. Basis G
y"- To AE;jp =Zx"a.;j"
1
nein— N=120 >
39
AEP - '\7[ &P dv
nein —= Agi} =A§ij >
ja
ﬁusdruck Agij,Aéij 1
Abb. 4-2  Programmablauf
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5. Numerische Ergebnisse fiir statische Belastungen

und Vergleich mit Experimenten

5.1 Allgemeines

Allgemeine theoretische Eigenschaften von Stoffgeset-
zen fiir ein vielkristallines Material wurden von einer
Vielzahl von Autoren diskutiert; z. Bsp. HILL [29] ,
MANDEL [30] und RICE [31] .

Numerische Berechnungen mit dem hier verwendeten
Modell wurden von BUDIANSKY und WU [5] und HUTCHINSON
[6,32] durchgefiihrt. Ihre Untersuchungen beschrinken
sich Jedoch auf einfache Zug- und Scherbeanspruchung,
sowie auf ideal-plastische oder isotrop-verfestigende
Einzelkristalle. In diesem Kapitel wollen wir als Er-
weiterung dieser Rechnungen das Verhalten des Viel-
kristalles vor allem bei kombinierter Zug- und
Scherbeanspruchung untersuchen und mit experimentel-
len Ergebnissen vergleichen.

5.2 Zugversuch

Un die Aussagen des Stoffgesetzes mit Experimenten
vergleichen zu konnen, miissen wir die Stoffparameter
so bestimmen, daB sie das reale Werkstoffverhalten
mdglichst gut beschreiben. Konsequent wire es, wenn
wir die Parameter des Einzelkristalls, wie die FlieB-
svannung (o und die Verfestigung h , aus einem
Spannungs - Dehnﬁngsversuch am Einzelkristall be-
stimmen wlirden. Solche Versuche zur Bestimmung der
quantitativen GréBen sind nicht bekannt; sie sind

auch nur schwer denkbar,da sie auch den Einflufl der
Korngrenzen erfassen miiBten. Wir miissen hier deshalb
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so verfahren, daB wir die Stoffparameter des Einzel-
kristalls aus dem Zugversuch am Vielkristall bestim-
men.

Die einzige von Null verschiedene Spannung ist

6, =6 (5.1)
und daher _ )

544::-? )

— - 1

S0 = 333 =773 J

Weiter gilt fiir die plastischen Forminderungen

—pr P
¢, = €
(5.2)
TP _<fF _ 4 e
Ezz — E3.3 =-7¢
Damit wird nach (4.2)
A P
AQ,, = %—AG +G Ag
1
A Q22=AQ33="’{AQ44
und wir erhalten fur den Ausdruck 4 Q; 4; ™
)3 )
AQ.,J,‘J - TAQ,M 1144 (503)

Beim einachsigen Spannungszustand genligt es aus Sym-
metriegriinden, von den Euler - Winkeln der Kristall-
orientierungen nur m und ﬁ zu variieren; die Lo-
sung ist unabhingig von ¥ .

Es wurde mit 91 verschiedenen iiber das Dreieck ABC
(Abb. 2-5) gleichmiBig verteilten Orientierungen ge-
rechnet.

Die Belastung wurde in 50 Schritten A &@,, aufgebracht.
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Fir jedes A Q,, und jede Orientierung muBl je nach
der Art des Verfestigungsgesetzes entweder das
Gleichungssystem (4.24) oder (4.27) geldst werden.
Nach jedem Schritt wird mit (4.18, 4.19) zunichst
4¢? undAG und schlieBlich Ai:AB/E+A£"

ermittelt.

Die Spannungs - Dehnungskurve ist filir ideal-plasti-
sche und verfestigende Einzelkristalle in Abb. 5-1
dargestellt. Die Grofen sind auf die Flieflspannung
6,=2To und die dazugehdrige elastische Dehnung
£, =6, /E bezogen.

Die Ouerkontraktionszahl ist v = 0,33 .

Bei ideal-plastischen Einzelkristallen ( h=0) n#hert
sich die Spannung asymptotisch dem Wert 6/6,=4,53
und ist damit identisch mit der von BISHOP und HILL
[2] angegebenen FlieBspannung fiir einen starr-pla-
stischen Vielkristall.

Um eine Vorstellung von der Genauigkeit der Losung
zu bekommen, wurde eine Vergleichsrechnung mit nur
15 Orientierungen durchgefiihrt. Die Anzahl 15 ent-
spricht der Aufteilung des Dreiecks ABC bei mehr-
achsigen Spannungszustinden (Abb. 4-1).

Es zeigte sich, daB die Abweichungen bcider Losungen
voneinander nicht grtBer als ~ 3% sind.

In den Abschnitten 5.3 und 5.4 werden numerische Er-
gebnisse mit experimentellen Resultaten von NAGHDI
u.a. [8] verglichen. Dazu muB die von ihnen gemesse-
ne Spannungs-Dehnungskurve durch Wahl des Verfesti-
gungsparameters approximiert werden.
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101 a: ideal-plastisch h=0
b: unabhdngige Verf.
¢: latente Verf. h=0,05
d: isotrope Verf.
T3 ¢ & 5 w1 6

Abb.5-1 Spannungs - Dehnungskurve

0, N
b2
4001 -
300 | =
2007 ——— X:;i::?mﬁ:on h=0
100 |
= € x103

2 L 6 8 0 R % B B
Abb.5-2 Spannungs-Dehnungskurve fir 24 S-T-4
Aluminium [8]
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PRI V‘: 0133

A 0%
5’0=9_75 -t E:élg 10 )

gelingt dies am besten fiir h= 0 (Abb. 5-2) .

Die Aktivierung von Gleitsystemen in einzelnen Kri-
stallen ( h =0 ) bei ansteigender Belastung ist in
Abb. 5-3 fir 4 der 91 Orientierungen zu sehen. Maxi-

mal werden 8 Systeme aktiv, von denen aber nur 5 linear
unabhéngig sind.

P Anza hl der | daven [inear
64/' E ) " )
/Ge - /Eo aktiven Sys. UnaLhang:g
/’, 092 ] A A
q-gnm (4405 | oous 2 )
4 ?
p=01sT A,152 0,262
A ATS | A 524 ¢ Y
A A16€3 AA,38 9 e 5
m =0 A, 225 o) ' y Y
JT
r =T 4, € 2% 2,04 @ S
= 03043
'rL [} 4 _
Jx 1,827 o 6 5
r=7
m = 02T ]
Jx A,225 0 Q g
B= 3 :

Abb. 5-3 Aktivierung von Gleitsystemen
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Der EinfluBl des Bauschinger - Effektes wird bei Be-
lastungsumkehr deutlich. In Abb., 5-4 ist ein voller
Belastungszyklus dargestellt. Fir ideal-plastische
und unabhingig verfestigende Kristalle wird die FlieB-
spannung des Vielkristalls bei der Belastung in Gegen-
richtung um den gleichen Betrag verringert, um den

sie bei der ersten Belastung erh8ht wurde. Da bei

der isotropen Verfestigung kein Bauschinger - Effekt
des Einzelkristalles berilicksichtigt wird, ist die
Verringerung der Flieflspannung des Vielkristalls bei
Belastungsumkehr nicht so groB wie der Anstieg bei
der ersten Belastung.

5.3 Makroskopische FlieBBfliche

In [29,31] wurde gezeigt, daB das Druckersche Postulat
[34] sowohl fiir den Einzelkristall, als auch fiir all-
gemeine geschwindigkeitsunabhingige Vielkristallmodelle
Gliltigkeit hat. Es gilt auch fiur die makroskopischen
GroBen die Beziehung

= A _'g _'-P>

B gibt einen 'Spannungspunkt! im elastischen Be-
reich des 9-dimensionalen Spannungsraumes, A einen
Punkt auf der makroskopischen FlieBfliche an. Fol-
gerungen dieser Ungleichung sind die Konvexit&dt der
FlieBfldche und die Normalenregel. Das Inkrement der
plastischen Verzerrung f* hat die Richtung der
duBeren Normalen der Fli;bfléche im Spannungsraum,
sofern diese Normale eindeutig an der Stelle des
Spannungspunktes definiert ist (die FlieBflidche also
glatt ist). Befindet sich der Spannungspunkt an einer
Ecke oder Spitze der FlieBfldche, dann liegt die
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Richtung von E'P in dem von den Normalen der zusam-
menstossenden Flichen gebildeten Kegel.

Die makroskopische FlieBflache ist die Einhiillende
einer unendlichen Zahl von Ebenen im Spannungsraum.
Diese FlieBebenen haben die gleiche Orientierung wie
die Gleitebenen der 'unendlich' vielen Einzelkristal-
le.

Die anfingliche FlieBfldche ist identisch mit der
Trescaschen FlieBbedingung und daher stiickweise

glatt (Abschnitt 2.3.2).

Bei einer Belastung iiber den elastischen Bereich hin-
aus, verschieben sich die einzelnen Ebenen transla-
torisch, behalten Jjedoch ihre Orientierung bei. Jede
Ebene, die einem aktiven Gleitsystem entspricht,

muB durch den momentanen Spannungspunkt im Spannungs-
raum filhren. Dies fiihrt dazu, daB sich an dieser Stelle
eine Spitze der FlieBfliche ausbildet [29] . Das
Entstehen einer Spitze bei anwachsender Belastung
ist ein typisches Merkmal aller vielkristallinen
Modelle. Der Zusammenhang zwischen den Inkrementen
der plastischen Verzerrung und Spannungen, der all-
gemein durch

2P -

i‘l. =M“J‘TS G'rx (5.5)

beschrieben werden kann, ist grundsdtzlich nicht-
linear [29]. Dies steht im Gegensatz zu den phino-
menologischen Plastizitdtstheorien, in denen im
allgemeinen die Beziehung (5.5) als linear angenom-
men wird (wobei einzelne singulire Fille, z. Bsp.
bei der Trescaschen FlieBbedingung, zugelassen wer-
den). Der Nachgiebigkeitstensor Mij~s 1ist also
nicht nur eine Funktion der Spannungen, Verzerrungen
und der Formdnderungsgeschichte, sondern auch. eine
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Funktion der Richtung der Spannungsinkremente éi

im Spannungsraum.

In einer Reihe von Experimenten wurde versucht,

die Existenz einer Spitze in der FlieBfliche zu
zeigen. Die Durchfiihrung derartiger Experimente

ist jedoch schwierig und die Ergebnisse sind trotz
vieler Versuche noch keineswegs eindeutig. Die ex-
perimentelle Technik macht es prinzipiell unmdg-
lich zu entscheiden, ob sich an der FlieBfldche eine
exakte Spitze oder nur eine stark gekriimmte Stelle
ausbildet. Die meisten Versuche wurden fiir kombinier-
te Zug- und Torsionsbelastung an dilnnwandigen Roh-
ren durchgefiihrt. Beispielsweise schliefien PHILLIPS
und GRAY [35] aus ihren Versuchen auf die Existenz
einer Spitze, wihrend NAGHDI u. a. [8] lediglich
einen stark gekrliimmten Bereich bei Belastung durch
ein Torsionsmoment beobachten.

Wir wollen hier zun&chst die Ausbildung der Spitze
bei ansteigender Zugbeanspruchung in der G,,— G,,—
Ebene fiir verschiedene Verfestigungsansdtze unter-
suchen und anschlieBend die Verinderung der Flief-
flidche bei Scherbeanspruchung mit den experimentellen
Ergebnissen in [8] vergleichen.

Wir betrachten den ebenen Spannungszustand

B & T o
O,y =I|T o o (5.6)
0

)
o o

mit dem Spannungsdeviator

2

36 T o
=T -36 0

0 o -3b
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und den Hauptspannungen

-5 62 2’ 5.7
6 _z_t\//quT (5.7)

4’1

Die Trescasche FlieBbedingung
L (6,-6,)=1t T, (5.8)

charakterisiert den Anfangszustand. Setzen wir (5.7)
in (5.8) ein, so erhalten wir in der 5 - T — Ebene
die Ellipse

2
[ 6\

kQTo -+ {\’:(L) =1 (5.9)

0

Mit dem Tensor der plastischen Verzerrung

/ P
[ef Ty o

£? 1,P _1¢P

g = |z =t 0 (5.10)
0 o -4itf
ergibt sich der Ausdruck A @, 0{‘-)-“‘) zu

) (=) "

AQ.'J"’(")'( =%AQ44 dir  +2 A4, L, ) (5.11)

Zundchst bringen wir eine Zugbelastung durch Vorgabe
von AQ, (4@, =0) auf, bis 6 =426, bzw.
6 =146, ist. AnschlieBlend wird entlastet, d.h.

AQ, =—428, (-1%60) ; AQ, =0
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Ein Punkt der FlieBfliche wird nun ermittelt durch
Wahl eines festen Wertes von A &,, und Steigerung
von AQ,, bis die Schubspannung T ) auf dem ersten
Gleitsystem die FlieBspannung ’l’;"‘) erreicht. Bei
elastischem Verhalten dndert sich die Basis des
Gleichungssystems (4.8) nicht (A)/“"E 0 ). Daher
braucht dort die Belastung 4 Q;,‘ nicht in kleinen
Schritten aufgebracht werden. Da § ;)-Pg o ist, gilt
AQ.H= A% und AQ,,=AT .
Es ergeben sich die in Abb. 5-5 dargestellten FlieB-
flachen. Charakteristisches Merkmal ist die Spitze,
deren Offnungswinkel sich mit zunehmender Vorbe-
lastung verringert. AuBerdem zieht sich die FlieB-
fldche in der T - Richtung stark zusammen.In der
negativen 6 - Richtung entspricht die Verringerung
der FlieBSspannung dem in Abb. 5-4 gezeigten Bau-
schinger - Effekt. Die Einzelkristallverfestigung
bewirkt eine geringe Abnahme der Flief3spannung in

T - Richtung und eine schwicher ausgeprigte Spit-

ze. Der Effekt der Verkleinerung des elastischen
 Bereiches steht in deutlichem Gegensatz zur Auf-
weitung der FlieBfliche bei isotroper Verfestigung
in der phinomenologischen Theorie.

Die Experimente in [8] wurden an diinnwandigen zylin-
drischen Proben aus Aluminium durchgefiikrt. In dem
Versuch wurden die AnfangsflieBflache und die Flief3-
fliche nach der Belastung durch ein Torsionsmoment
(max T = 210 ) gemessen.

In Abb. 5-6a sind die gemessenen Grdfen aus [8] iiber-
nommen und den theoretischen Ergebnissen gegeniiber-
gestellt. Die AnfangsflieB3fldchen stimmen recht gut
iiberein, Jjedoch wlirde die v. Misesche Fliefbedin-
gung (To = Go/Vg_‘ anstatt :,= 6,/7 ) die gemes-
sene Kurve besser wiedergeben.
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AnfangsflieNflache

G
0 3 2428 T
ideal- plastisch:
h=0
-1
Yy
To
1 Anfangsfliefflache

0 I}
2 24 28 To
isotrope Verfestigung:
i I

= G - 0,016

Abb.5-5 Veranderung der Fliefifldche bei Zugbelastung
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Wesentliche Unterschiede ergeben sich Jjedoch fir

die FlieBfldchen nach Belastung durch ein Torsions-
moment. Im Experiment wird an der Stelle der Belastung
keine Spitze beobachtet sondern lediglich eine starke
Krimmung. Ein Zusammenziehen der Flief3fliche in der

b - Richtung wird nicht festgestellt und die Ver-
ringerung der Flieflspannung bei entgegengesetzter
Belastungsrichtung ist wesentlich geringer als der
theoretische Wert.

In einem Experiment konnen die plastischen Formén-
derungen nicht beobachtet werden, bevor sie nicht
eine mefBbare GréBe erreicht haben. Es kann daher
nicht erwartet werden, daB3 die gemessene und die
theoretische Flief3fldche, die gegeben ist durch die
Aktivierung des ersten Gleitsystems, gut libereinstim-
men. Definieren wir als Flie3fldche die Kurve, die
sich ergibt, wenn die Summe der plastischen Verzer-
rungen einen kleinen Wert, z. Bsp. 0,1 &, » erreicht

(€ € "") = \E(eT () =g, (5.12)

so erhalten wir die in Abb. 5-6b dargestellten Kurven.
Beim Zugversuch ergibt sich fiir (5.12) eine plasti-
sche Dehnung vona 0,1 % . Sie liegt damit unter dem
iiblichen Wert der definierten Streckgrenze von 0,2 %
bleibender Verformung.

Die Ubereinstimmung in Abb. 5-6b ist sowohl quallta-
tiv als auch auch gquantitativ sehr gut. Die errech-
nete Anfangsflief3fldche liegt niher an der gemessenen
Kurve als in Abb. 5-6a . An der FlieBfliche nach

der Torsionsbelastung entsteht keine Spitze mehr,
sondern wie im Experiment ein Bereich stirkerer
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Krimmung. Die FlieGfldche zieht sich nur wenig in
der 6 - Richtung zusammen und die Verringerung der
FlieBspannung bei entgegengesetzter Belastung stimmt
ungefdhr mit den gemessenen Werten iiberein.

Es zeigt sich also, daB das hier verwendete Stoff-
gesetz die Verdnderung der FlieBfliche bei plasti-
schen Formanderungen gut beschreiben kann, sofern
man als FlieBspannung eine Spannung definiert, bei
der die plastischen Forminderungen einen bestimmten
kleinen Betrag erreichen.

5.4 Zug - Torsionsversuch

Zur weiteren Beurteilung des Stoffgesetzes werden
die berechneten und gemessenen Formidnderungen bei
einer Zug-Torsionsbelastung gegeniibergestellt. In
der Rechnung wurde der gleiche Belastungsweg ge-
wdhlt wie im Versuch in [8] , Probe Nr. 114 .

Die anfi@ngliche reine Zugbelastung beansprucht die
Probe i{iber die FlieBgrenze ( G, = 235 M/..* ) hin-
aus bis zu einer Spannung von § =332 MN4m~*. An-
schlieBend erzeugt eine gleichzeitig aufgebrachte
Zug- und Torsionsbelastung den in Abb. 5-7 darge-
stellten Spannungsweg. Der Scherwinkel ) ( plasti-
scher Anteil )y® ) und das Anwachsen des plastischen
Anteils der Lingsdehnung ‘ASP sind als Funktion der
Schubspannung T dargestellt. Die Bilder zeigen
qualitativ eine gute Ubereinstimmung. Wizhrend fiir
kleine Schubspannungen die gemessenen Forminderungen
weniger stark anwachsen als in der Theorie, ist es
fiir die groBeren Schubspannungen gerade umgekehrt.
Der Tangentenmodul (;'=.§I: zu Beginn der Torsions-
belastung liegt im Versuch nur geringfiigig unter dem
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Wert des elastischen Gleitmoduls G , n#mlich G'=24§10

gegeniiber G =2,5510"

wesentlich kleineren Wert von G = 4,8-40“»

|4

Ml o

Die Rechnung liefert hier den
v

N e .

Y v

‘N\M\t

~a

e i ne
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6. Gekoppelte Lings- und Scherwellenausbreitung im

diinnwandigen Rohr

6.1 Problemstellung

Wir betrachten das in Abb. 6-1 dargestellte diinnwan-
dige Rohr. Seine Beanspruchung soll durch eine Lings-
und eine Torsionsbelastung erfolgen, die sowohl sta-
tisch als auch impulsartig an der Stelle X = 0 auf-
gebracht werden kann. Die impulsartige Belastung
wird durch eine Sprungfunktion beschrieben. Es werden
entweder konstante Spannungen oder konstante Ver-
schiebungsgeschwindigkeiten in Lings- und Umfangs-
‘richtung an der Stelle x=0 aufgebracht (Abb. 6-2).
Im einzelnen wollen wir die folgenden zwei charak-
teristischen Belastungsvorginge untersuchen.

1. statische Scherbeanspruchung gefolgt von dyna-
mischer Belastung in Lings- und Umfangsrichtung

2. statische Beanspruchung durch eine Lingskraft
gefolgt von dynamischer Belastung in Umfangs-
richtung

Die Belastungen werden Jeweils so groB gewdhlt, daB
die FliefBgrenze des Materials iiberschritten wird. In
den Experimenten und theoretischen Untersuchungen von
CLIFTON [9,10] wird das Rohr wie im ersten Fall be-
ansprucht. Wir wollen diesen Fall daher ausfiihrlich
behandeln und die Ergebnisse vergleichen. Zur LOsung
des Problems treffen wir folgende Annshmen und Ver-
einfachungen :
a) das Rohr ist axialsymmetrisch, d.h. es gibt ledig-
lich zwei voneinander unabhéngige Variable, die



Abb.6-1 Spannungs-und Geschwindigkeitszustand
im Rohr

GTA
uv

-
t

Abb. 6 -2 Dynamische Belastung an' der Stelle x =0
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Koordinate x 1l&ngs der Achse und die Zeit t .

b) das Rohr ist diinnwandig. Die makroskopischen
Spannungen, Verzerrungen und Verschiebungen sind
definiert als die Mittelwerte iiber die Wanddicke.
Die in [9] verwendeten Proben aus weichgegliihtem
Aluminium haben eine Wandstirke von =~ 5 mm. Bei
einem durchschnittlichen Kristalldurchmesser von
0,1 mm, wie er von RONAY [36] an Aluminiumrohren
gemessen wurde, sind ca. 50 Kristalle iiber die
Wanddicke verteilt. Die dem Stoffgesetz zugrunde-
liegende Annahme von einer sehr groBen Anzahl in
einer 'unendlichen' Matrix eingebetteten Kristalle
trifft daher wohl in guter NZherung zu.

c¢) das Rohr ist 'halb-unendlich' lang, d.h. wir be-
trachten keine Reflexionswellen.

d) Trigheitskrifte in radialer Richtung werden ver-
nachlidssigt. Daher tritt keine Normalspannung
in Umfangsrichtung auf und es gibt lediglich zwei
nicht-verschwindende Spannungen, die Normalspan-
nung in Lingsrichtung 6 wund die Schubspannung T.

6.2 Grundlegende Gleichungen

Die Gleichgewichtsbetrachtung am Korperelement lie-
fert

90 0x,t) _ ¢ UL (6.1a)
D o ot

QTixtr _ ¢ VoY (6.1b)
Sy 2t

wobei § die Dichte und U bzw. V die Geschwindig-
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keit der Korperelemente in Lings- bzw. Umfangsrich-
tung ist.

Ist € die Lingsdehnung und Y die Winkel#inderung
des Elementes, so gilt

det) _ 2ux (6.22)
at ? X

Rrey o vkt (6.2b)
¢ X

Das Stoffgesetz vervollstindigt das System von Glei-
chungen. Verwenden wir seine allgemeine Form (5.5)

E‘_; == M’.l.." (-‘:';Ts

4

so k6mnen wir mit

= = %
M4-144 T ) M”"l - 2 ) M1241

I
<o

wie in[11,37] schreiben.

P8 _ 96 T (6.3a)
2t Tt v Fa5e

Ut %8 aT 6.3b
=% * P 53 (6.3b)

Die Koeffizienten 7 , p und ¢ sind im allgemeinen
Funktionen der Spannungen, der Forminderungsgeschichte
und der Richtung(gg)des Spannungsvektors in der

& — T - Ebene.
Sind die Form&nderungen elastisch, dann ist

1‘

_ A _ 1 _ (6.4)
T g , P , =0

Die Gleichungen (6.1+3a) und (6.1+3b) sind dasnn ent-
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koppelt.

Nach Elimination der Verzerrungen konnen wir das
System der Gleichungen (6.1 - 6.3) in der Matrizen-
form

L(W)EQW{_ +§w = 0 (6.5)

X

schreiben, mit

N N ‘T

v [g 0 0 0 fO 0 -1 0

H I !

% i © 8 95 o L0 0 -]

':=i 5 | ) f} ::lo c T & ,E =l—q 0 o ¢
: ) o - :

LT J (0ot P L 17 ¢ ¢

Cu& und (...)t bedeuten partielle Ableitungen nach X
bzw. € .
(6.5) ist ein System hyperbolischer partieller Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung des
Vektors w .

6.3 Zur Losung des Differentialgleichungssystems

Losungsverfahren fiir ein lineares oder quasi-lineares
System der Form (6.5) sind vielfach behandelt worden
(z. Bsp. COURANT und HILBERT [38]). Hier ist das System
nichtlinear, da die Matrix A eine Funktion von W,
und W, ist. Da diese Funktioﬂyhomogen von nulltem Grade
ist, wird das Auffinden einer L&sung bei den speziellen
Anfangs- und Randbedingungen wesentlich gegeniiber

einem allgemeinen nichtlinearen System erleichtert.
Unter der Voraussetzung des zeitunabhingigen Material-
verhaltens und der impulsartigen Belastung an der
Stelle x=0 lassen sich Ldsungen von (6.5) finden, deren
Abhdngigkeit von X und t lediglich durch die eine
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unabhéngige Variable §==%-beschrieben‘werdén kann. In
der x~t - Ebene bilden die Werte von §{ eine durch
den Ursprung gehende Schar von Geraden (Abb. 7-3).

Die Losungen W (¢), die lings dieser Geraden konstant
sind, werden 'zentrale einfache Wellenldsungen'
(simple waves) genannt. Setzen wir § in (6.5) ein,

so erhalten wir ein System von gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen

(-cA+B) 5 =0 (6.6)

Hierin ist c==-%£ = %—die zur Gerade § = const.
X

gehorende Ausbreitungs- oder Wellengeschwindigkeit.
E«:é-+§) wird die charakteristische Matrix genannt,
die Schar der Geraden f:%-sind die Charakteristiken.
Geeignete Anfangs-~ und Randbedingungen sind an der
Stelle x=0 zur Zeit t=0 und tz¢ anzugeben. Sie kdnnen
entweder in den Spannungen 6,7T oder den Geschwindig-
keiten der Korperelemente v,v formuliert sein.

Im Abschnitt 7 werden die Lésungen von (6.6) den Er-
gebnissen von LIPKIN und CLIFTON [9] gegeniibergestellt.
Fiir das dort verwendete isotrope arbeitsverfestigende
Material ist (6.6) quasi-linear, da die Matrix

zwar abhidngig vom Lésungsvektor w, jedoch unabhingig
von seinen Ableitungen ist. Fiir das quasi-lineare
System lassen sich im Gegensatz zum nichtlinearen
System auch ohne numerische Rechnung einige charak-
teristische Eigenschaften angeben. Um einen besseren
Vergleich der Lésungen zu ermdéglichen, werden sie
hier kurz aufgefiihrt:

(6.6) hat eine nicht-triviale Ldsung, wenn die Ko-
effizientendeterminante verschwindet

det |-CA +B|=0 (6.7)
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Aus dieser Bedingung ergeben sich die charakteristi-
schen Geschwindigkeiten zu

| .
rap t (-0 4g? ]

(6.8)
2(vp—9*)

¢

‘Die Geschwindigkeiten, die dem + bzw. - Zeichen in

(6.8) entsprechen, werden in [10] mit ¢, (schnelle
Wellen) bzw. C, (larigsame Wellen) bezeichnet. Sie
geniigen der Ungleichung

c, & C, & C, L C g G (6.9)
. /2 € VI . . . .
wobei Cx=(%’-) und C4=(—g‘) die Geschwindigkeiten elasti-
scher Scher- und Lingswellen sind. Bei elastischen
Form#nderungen sind C¢=C, und C,=C

L
Die Eigenvektoren der charakteristischen Matrix
- q_cs 7] ’-4/3((—?6(.'
_ |Bes_ 5 . R P
2 _ — g C 3 I
|78C ~ ] | TF e

sind orthogonal zueinander und proportional dem Vektor
j—'—z . AuBerdem sind die zwei-dimensionalen Vektoren,
gebildet aus den ersten beiden und den letzten beiden
Komponenten von 75 orthogonal zu den entsprechenden

aus 1, gebildeten Vektoren. Hieraus folgt, daB

(%) _ _ 1 q [dv) - — T 6.11
A (17)5 = (J%TL un (dv 5 (JU/JV)( ( )

ist. Die Spannungs- und Geschwindigkeitstrajektorien
der schnellen und langsamen Wellen stehen also Je-



-77-

weils senkrecht aufeinander.

Diese wesentliche Eigenschaft der Ldsung in [10]

kann im vorliegenden Fall fiir das nichtlineare System
(6.6) nicht vorhergesagt werden. Wir sind ganz auf
numerische Rechnungen angewiesen.

Hierzu benutzen wir eine Eigenschaft der Spannungs-,
Verzerrungs- und Geschwindigkeitstrajektorien von
einfachen Wellen, die unabhidngig vom Stoffgesetz ist.
Setzen wir die Variable { in (6.1) und (6.2) ein,
so erhalten wir das System von gewthnlichen Diffe-
rentialgleichungen

dé du dT dv (6.12a)
-—-._-.--—SC —_— —-—_=—gC—

dS§ d S {

v _ _ de v __¢ dr (6.12b)
3¢ d3 ¢ J¢

Elimination der Geschwindigkeiten v und v fiihrt zu
der folgenden Beziehung zwischen den Spannungs- und
Verzerrungsimkrementen :

dJ6= 8 cide )AT= gc?dy (6.13)
Hieraus ergibt sich die Wellengeschwindigkeit zu
2 d6 4T 6.14)
Sc 7 (

y

AuBerdem folgt aus (6.12)

7

(6.15)

<

d .
d ¥

:

dy
Jd €

[« 3
~
.
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Die Trajektorien haben in der Spannungs-, Verzerrungs-
und Geschwindigkeitsebene die gleiche Steigung. Wir
benutzen diese Beziehung zusammen mit dem Stoffge-
setz (6.3) um iterativ Spannungstrajektorien fiir ein-
fache Wellenldsungen zu berechnen, die den Anfangs-
und Randbedingungen geniigen. Langs einer Trajektorie
spielt S die Rolle eines Parameters. Flr Jedes
festgehaltene x gibt eine Spannungstrajektorie den
zeitlichen Verlauf der Spannungen vom Anfangs- bis
zum Endzustand an. Dies bedeutet, daB8 § und damit
die Wellengeschwindigkeit ¢ 1l&ngs einer Trajektorie
absinkt.

Zundchst wird wie in Abschnitt 5 beschrieben, die
statische Belastung durch Vorgabe von Belastungsin-
krementen A 9, bzw. 8Q,, aufgebracht, bis der vor-
gegebene Wert Ts bzw.b6; erreicht ist. Die Spannungs-
trajektorie der Wellenldsung wird dann schrittweise
iterativ bestimmt. Der Anfangspunkt der Trajektorie
ist der Punkt (6;,7Ts) in der 5-T-Ebene. Nach Wahl
der Schrittweite fiir eines der Inkremente AQ,, oder
8Q,, wird ein erstes Verh#ltnis 2 zwischen den In-
krementen 'geraten' und die Rechnung filir alle 120
Kristallorientierungen wie in Abschnitt 4 beschrie-
ben durchgefiihrt. Die so erhaltenen Inkremente von
Verzerrungen und Spannungen werden im allgemeinen
die Bedingung (6.15), die jetzt in inkrementeller
Form geschrieben wird,

. AY (6.16)

nicht erfiillen. Die Berechnung wird fiir verbesserte
Verhiltnisse & so lange wiederholt, bis (6.16) mit

vorgeschriebener Genauigkeit erfiillt ist. Als erstes
¥ wird das Verhiltnis des vorhergehenden Schrittes
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gewdhlt. Fir eine hinreichend kleine Schrittweite

ist (6.16) dann bereits angenihert erfiillt. Die
Rechnung wird fortgesetzt, indem ein zweites  so
gewdhlt wird, daB der exakte Wert zwischen beiden
NZherungen liegt. AnschlieBend wird das Ergebnis mit
Hilfe der Newton'schen Regel verbessert.

Die Berechnung der Trajektorie wird so lange fortge-
setzt, bis der vorgeschriebene Endspannungszustand
(65, Tp ) erreicht ist. Sind die Geschwindigkeiten

an der StofBstelle vorgegeben, wird die Rechnung fort-
gesetzt, bis die Geschwindigkeiten, die durch Inte-
gration von (6.12a) erhalten werdea, den Endwert (ugv}}
erreichen. Gleichung (6.16) kann fiir mehrere Ver-
hdltnisse von ¥ erfiillt werden. Verzweigungen der
Spannungstrajektorien sind deshalb mdglich und eine
weitere Iteration ist ndétig, um den Zweig der Tra-
jektorie zu finden, der durch den Endzustand (BD,TD)
fiihrt. Diese Verzweigungsmtglichkeiten werden im
nidchsten Abschnitt zusammen mit den numerischen Er-
gebnissen ndher erlsdutert.



-80-

7. Numerische Ergebnisse fiir einfache Wellen

7.1 Bestimmung der Stoffkennwerte

Um die numerischen Lésungen mit den experimentellen
und theoretischen Ergebnissen in [9] vergleichen zu
konnen, approximieren wir durch Wahl des Verfesti-
gungsparameters die dort dargestellte quasi-statische
Spannungs-Dehnungskurve.

Flir das weichgegliihte 3003 Aluminium sind

4
6o = 23,83 N , E=3,03.40" M2
-3
§ =12,+% 10 9»/~m3 ) v = 0133

In Abb. 7-1 sind die gemessene und die mit den ver-

G| —r;Nr?

70} =
607

501

sl

—— Versuch [9]
------ ~Latente Verf. %=0,023
—-lIsotrope Verf. g—=0,051

—-— Unabhiangige Verf. -(h;- =0,016

30t ¢

20}

10+

0 4 8 12 6

Abb. 7-1 Spannungs-Dehnungskurve fiir gegliihtes
3003 Aluminium

my
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schiedenen Verfestigungsansdtzen berechneten Span-
nungs-Dehnungskurven dargestellt. Fir alle drei
Ansdtze kann die gemessene Kurve gut approximiert
werden. Fir grofie Dehnungen iiber=046 % sind die be-
rechneten Kurven praktisch gerade Linien, wihrend
die experimentelle Kurve auch in diesem Bereich
eine leichte Kriimmung aufweist.

7.2 Das vortordierte Rohr

Als statische Belastung wird zundchst ein Torsions-
moment aufgebracht, das die vorgegebene Schubspan-
nung T; erzeugt. Dann erfolgt die impulsartige Be-
lastung, gegeben durch 6, und Ty =T-Ts bzw. U, und
Vo .
Qualitative Eigenschaften der einfachen Wellenldsung
sind in Abb., 7-2, 7-3 dargestellt.
Die LOsung besteht flir jeden Wert X aus mehreren
zeitlich aufeinanderfolgenden Bereichen.
1. einem konstanten Anfangszustand mit 6=0 und T=T;
2. einer 'schnellen' einfachen Welle, fiir die der
Spannungsverlauf durch den Zweig AB der Trajek-
torie (Abb. 7-2) gekennzeichnet ist.
3. einer 'langsamen' einfachen Welle, gekennzeichnet
2. Bsp. durch den Zweig BC der Trajektorie
4, einem konstanten Endzustand mit 6 =55 und T="T; .

In Abb. 7-2 sind mehrere Spannungstrajektorien fiir
langsame Wellen eingezeichnet. Jede fiihrt zu einem
anderen Endzustand. An jedem Punkt B der Trajektorie
der schnellen Welle gibt es drei Mdglichkeiten die
Losung fortzusetzen. Alle drei geniigen der Gleichung
(6.16) und der Bedingung, daB die Wellengeschwin-
digkeit C abnimmt (Abb. 7-4) -
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Anfangsfliefifldche

t

21:0 \ ,6

Abb. 7-2 Spannungstrajektorien fiir das vortordierte Rohr

Endzustand :
G =0p
T=Tp

-

g

Anfangszust.: G=0
T=T

S

o
X

Abb. 7- 3 Charakteristiken fiir das vortordierte Rohr
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elastischer
Bereich £ -1,00
T C2
c _
S ° 0,98
e
0]

Abb. 7-4 Mogliche Verzweigung der Spannungstrajektorie
an der Stelle B

1. Fortsetzung der schnellen VWelle :
In diesem Fall erreicht die Spannungstrajekto-
rie schliefllich einen Punkt iiber den hinaus die
Bedingung (6.16) nicht mehr erfiillt werden kann.
Die Losung kann nur fortgesetzt werden mit einer
langsamen Welle.

2. Eine langsame Welle beginnt mit positiver Stei-
gung der Spannungstrajektorie.
In diesem Fall entsteht an der Stelle B ein
zeitlicher Bereich mit konstantem Spannungszu-
stand, da die Wellengeschwindigkeit einen Sprung
hat. Die Trajektorien der langsamen und schnel-
len Wellen stehen ungefdhr senkrecht aufeinan-
der. Wie wir in (6.11) gesehen haben, sind die
Trajektorien bei Verwendung des Stoffgesetzes
der phdnomenolcgischen Theorie exakt orthogonal.
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3. Eine langsame Welle beginnt mit negativer Stei-
gung der Spannungstrajektorie.
In diesem Fall ist der Sprung in der Wellenge-
schwindigkeit nur sehr gering. Deshalb ist der
Bereich konstanter Spannungen verschwindend
gering.

Eine vierte Mdglichkeit die Gleichung (6.16) zu
erfiillen, ergibt eine horizontale Trajektorie, die
in den elastischen Bereich zuriickfithrt. Die zuge-
horige Wellengeschwindigkeit ist gleich der Geschwin-
digkeit der elastischen Lingswellen und damit gros-
ser als die Geschwindigkeit der schnellen Welle an
der Stelle B. Diese Trajektorie gehtrt daher nicht
zu einer einfachen Wellenldsung.

Die Endspannungszustinde 6,,T, , die in den Experi-
menten erreicht wurden, erfordern alle die Betrach-
tung einer Trajektorie der Art BC. Die Lage des
Punktes B, an dem der zum Endspannungszustand ge-
horende Zweig BC beginnt, ist nicht von vornherein
bekannt, sondern mufl durch wiederholtes Berechnen
dieses Zweiges iterativ ermittelt werden.

In [9]sind die Ergebnisse von drei Versuchen fir
verschiedene Anfangsschubspannungen T; und ver-
schiedene StoBgeschwindigkeiten U, und Vo, mit den
entsprechenden theoretischen Ldsungen fiir isotro-
pes arbeitsverfestigendes Material verglichen wor-
den.

Fir die gleichen Randbedingungen wurden hier die
numerischen Losungen ermittelt. In den Abb. 7-5
bis 7-10 sind der zeitliche Verlauf der Verzerrun-
gen und die dazugehorigen Verzerrungstrajektorien
an einer festen Stelle x (MeBstelle im Versuch)
zusammen mit den Ergebnissen aus [9] dargestellt.
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(A)f gibt die Differenz zwischen dem aktuellen
und dem durch T hervorgerufenen Scherwinkel an).
Die Randbedingungen sind in Jjeder Abb. angegeben;
sie unterscheiden sich im wesentlichen durch die
verschiedenen StoBgeschwindigkeiten in Langs-
richtung. Die Abbildungen der Verzerrungstrajekto-
rien enthalten auBlerdem die Werte der gemessenen
und errechneten Endspannungszusténde. Fir alle
drei StoBgeschwindigkeiten wurden Losungen fiir
'unabhidngige' und 'isotrope' Einzelkristallver-
festigung berechnet; fiir die kleine StoBgeschwin-
digkeit U,=6c0s> zusdtzlich fiir 'latente' Ver-

festigung.

Ein Vergleich der theoretischen Losungen mit den
Experimenten zeigt qualitative Ubereinstimmung in

- wesentlichen Eigenschaften, allerdings auch einige
charakteristische Unterschiede.

Alle theoretischen Lésungen stimmen mit den Expe-
rimenten insofern iiberein, als sie qualitativ rich-
tig ein Absinken der Schubverzerrung A) beim
Durchlaufen der schnellen Wellen und einen Anstieg
beim Durchlaufen der langsamen Wellen an der Stelle
x vorhersagen. Ebenso wird der Anstieg der Liangs-~
dehnung ¢ wdhrend des ganzen betrachteten Zeit-
raumes qualitativ richtig beschrieben. Im Bereich
kleiner Verzerrungen unterscheiden sich die hier
berechneten Losungen wesentlich von den theoretischen
Ergebnissen in [9]. Die Ldsungen mit dem Vielkristall-
modell zeigen in Ubereinstimmung mit den Experimen-
ten keinen Bereich konstanter Verzerrungen zwischen
den schnellen und den langsamen Wellen, wie ihn

die Theorie in [9] vorhersagt. In [9] wurde ver-
mutet, daB das Fehlen des konstanten Zwischenzu-
standes auf die Geschwindigkeitsabhingig-
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keit des Materials, die in der Theorie nicht be-
riicksichtigt wurde, zurlickzufiihren ist. Die hier
vorgestellte Losung zeigt aber, daB auch eine ge-
schwindigkeitsunabhidngige Theorie geeignet ist, die
experimentelle Losung in dem betrachteten Bereich
richtig wiederzugeben.

Wdhrend der zeitliche Verlauf der Lingsdehnung
besonders fiir die kleine StoBgeschwindigkeit U= ¢¢? <%
zumindest fiir kleine ¢ auch quantitativ recht gut
beschrieben wird, zeigt der Verlauf der Schubver-
zerrung bereits zu Beginn des Wellenprofils gros-
sere Unterschiede. AYy sinkt schneller und weiter
ab, als im Experiment gemessen wurde. Die Unter-
schiede in diesem Bereich sind mit der Tatsache

zu erkléren, daB die Belastung im Experiment nicht,
wie in der Theorie angenommen, sprungartig, sondern
wihrend eines kurzen Zeitraumes at= 10 s erfolgte.
Das Eintreffen der ersten Stérung an der Stelle x
wird in der Theorie in [9] bestimmt durch die Ge-
schwindigkeit ¢, der elastischen Lingswellen. In
den hier berechneten Ldsungen betridgt die Anfangs-
geschwindigkeit der schnellen Welle nur ungef&hr
85 % von C, . Die erste Stérung trifft daher Jje
nach der Entfernung x von der Stoflstelle etwas
spédter ein, was gut mit dem Experiment iiberein-
stimmt.

Fir die groBen, spdt an der Stelle x ankommenden
Verzerrungen sagt keine der Theorien die gemesse-
nen Werte gut voraus. Diese Verzerrungen breiten
sich wesentlich schneller aus als im Experiment
und erreichen nach kurzer Zeit den Endzustand. In
den Versuchen ist der Zeitraum der Messung be-
grenzt durch das Eintreffen der Reflexionswelle
vom Ende des Rohres. Deshalb wurde der konstante
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Endzustand lediglich an der nahe der Stoflstelle
liegenden MeBstelle x = 4,8 cm beobachtet, wihrend
die Messungen fiir x = 11,4 cm und x = 15,9 cm vor-
her abgebrochen werden muBten. Die gemessenen Ver-
zerrungen des Endzustandes sind geringer als die
berechneten. Die Endspannungszusténde stimmen da-
gegen gut iiberein.

Die Wahl der Einzelkristallverfestigung fiihrt zum
Teil auf erhebliche quantitative Unterschiede zwi-
schen den Ldsungen. Die'unabhéngige’Verfestigung
filhrt in allen drei F#llen zu besserer {berein-
stimmung mit den Experimenten als die‘isotrope'
Verfestigung. Besonders im Fall der langsamen Stof-
geschwindigkeit(h==660%=ist die Ubereinstimmung
fir die'unabhéngige'Verfestigung iiber einen wei-
ten Bereich sehr gut. Die'latente'Verfestigung
stellt hier ebenfalls eine gute Nzherung dar.

Die Qualitdt der errechneten LOsungen sinkt mit
wachsender StoBgeschwindigkeit. Der Grund hierfiir
ist wohl der GeschwindigkeitseinfluB auf das Ma-
terialverhalten bei hohen Stof3geschwindigkeiten.

In den Abb. 7-11 und 7-12 sind die errechneten
Spannungs- und Geschwindigkeitstrajektorien fiir
den Fall U,=123%0%, x = 4,8 cm zusammen mit den
theoretischen Losungen in [9] dargestellt. Die
Spannungstrajektorien zeigen die gleichen Eigen-
schaften, die gqualitativ in den Erliuterungen zu
Abb. 7-2 beschrieben wurden.

Die Geschwindigkeitstrajektorien haben die glei-
chen Merkmale wie die Verzerrungstrajektorien in
Abb. 7-10. Die Geschwindigkeit Vv wird zunichst
stark negativ und steigt dann mit wachsendem v
auf den vorgegebenen Wert V, an.

In Abb. 7-11 sind die errechneten Spannungsvertei-
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lungen im Rohr zu einem bestimmten Zeitpunkt t
dargestellt. Bemerkenswert ist wiederum das Fehlen
des Bereiches konstanter Spannung ( x = 3 bis

x = 8 cm ). AuBerdem ist zu sehen, daB sich die
Storung langsamer ausbreitet als aus der Theorie
in Eﬂ folgt.

Der Verlauf der Wellengeschwindigkeit bei wachsen-
der Normalspannung (Abb. 7-12) zeigt ebenfalls
diesen Unterschied. Wihrend sich nach [9] die St&-
rung mit der Geschwindigkeit C, ausbreitet, ist
nach der hier berechneten Ldsung der Wert nur unge-
fghr 0,85-C,; . Flr den Endzustand sind die Ge-
schwindigkeiten ungefihr gleich grofi. Sie betragen
nur annzhernd 10 % von C,

7.3. Das vorgezogene Rohr

Fir dieses Problem liegen keine Versuchsergebnisse
vor, mit denen wir die theoretische Losung verglei-
chen kdnnen. Dennoch ist dieser Belastungsfall von
Interesse, da die Losung einen charakteristischen
Unterschied zur vorher besprochenen Ldsung fiir das
vortordierte Rohr aufweist.

Als statische Belastung wird zun8chst eine Lingskraft
aufgebracht, die die Normalspannung & =156, er-
zeugt. Dann wird durch ein Torsionsmoment die im-
pulsartige Belastung an der Stelle X =0 erzeugt.

Sie ist gegeben durch die Spannung T, =T, . Wir
nehmen die gleichen Materialeigenschaften wie im
vorhergehenden Abschnitt an und fithren die Berech-
nung fir unabhingige Einzelkristallverfestigung
durch.
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Die einfache Wellenldsung erfordert wiederum die
Erfiilllung der Gleichung (6.16)

AT _ A% (6.16)

AG Ag
und der Bedingung, daB die Wellengeschwindigkeit
lings der Trajektorien vom Anfangs- bis zum Endzu-
stand absinkt. In den Abb. 7-15, 7-16 sind der Ver-
lauf der Spannungstrajektorie vom Anfangszustand
(6, O) bis zum Endzustand (6,=6;,T;) und die dazu-
gehdrigen Charakteristiken dargestellt.
Ein wesentliches Merkmal der Losung ist die Entla-
stung von 65 nach 6" und das daraus resultierende
elastische Verhalten des Materials im Bereich
G, — 6" — T* . In diesem Bereich sind die
Gleichungen des Stoffgesetzes (6.3) entkoppelt.
Liangs~ und Scherwellen breiten sich unabhingig von-
einander mit den unterschiedlichen Geschwindigkei-
ten C, = (%)4/" bzw. (,= (?6.)"4 aus. Gleichung (6.16) ist
bei elastischem Verhalten ein unbestimmter Ausdruck;
er ist nur erfiillt fiir AT=0 oder AG=0 . Die Span-
nungstrajektorien kénnen also nur parallel zur G bzw.
T — Achse verlaufen.

Die Abb. 7-16 zeigt die verschiedenen zeitlich auf-
einander.folgenden Zustédnde. Wir betrachten eine
feste Stelle X . An dieser Stelle trifft die erste
Stérung mit der Geschwindigkeit C; ein. Die Normal-
spannung dndert sich sprungartig um den Wert A6 =G6"-6;
die Schubspannung bleibt T=0 . Bis zum Eintreffen
der Scherwelle (C=C¢ ) ist der Spannungszustand kon-
stant. Dann steigt die Schubspannung sprungartig auf
den Wert T*, wihrend 6" sich nicht #ndert. Der Punkt
(6*,1*) ist ein Punkt der aktuellen FlieBfliche. Nach
Verlassen des elastischen Bereiches sind die Lings-
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und Scherwellen gekoppelt und der weitere Verlauf
der Spannungstrajektorie muB, wie in Abschnitt 7.2
beschrieben mit der Gleichung (6.16) gefunden wer-
den. Die Lage des Punktes (6%, 0), an dem der zum
Endspannungszustand (65,TD) gehdrende Zweig der
Trajektorie beginnt, ist nicht von vornherein be-
kannt, sondern muB durch wiederholtes Berechnen
des Zweiges iterativ ermittelt werden.

In Abb. 7-17 ist fir einen festen Zeitpunkt t der
Verlauf der Spannungen lings der x - Achse in di-
mensionslosen GroBen dargestellt. Neben der Tat-
sache, daB sich durch dynamisches Aufbringen einer
Schubspannung'to auf ein vorgezogenes Rohr eine
Lidngswelle in dem Rohr ausbreitet, ist die sprung-
artige Verdnderung der Spannungen an den Wellen-
fronten X =C,t und x = ¢;-t bemerkenswert. Dies
ist ein prinzipieller Unterschied zur L&sung des
in Li@ngsrichtung dynamisch belasteten vortordier-~
ten Rohres ( Abb. 7-13 ).

Abb., 7-18 zeigt den zeitlichen Verlauf der Verzer-
rungen bei festem x. Die Lingsdehnung sinkt zum
Zeitpunkt t= x/C., sprungartig um den Wert (6, —6"’)/5 ,
bleibt dann konstant bis t = %£,, und steigt schlieB-
lich an auf einen Endwert, der iiber dem Wert der
durch 65 = §p hervorgerufenen Dehnung liegt. Der
Scherwinkel steigt zum Zeitpunkt t= %£, sprungartig
auf den Wert'CtAg und &ndert sich dann stetig, bis
der Endwert erreicht ist.

Die Verformung der FlieBfliche durch die statische
Beanspruchung b5 hat einen groBen EinfluB auf die
Lésung, denn durch sie wird der Wert T" und damit
die GrdBe des Spannungssprunges an den Wellenfronten
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der elastischen Wellen bestimmt. Eine qualitative
Losung dieses Problems in EIO] mit einem Stoffge-
setz der phinomenologischen Theorie ( arbeitsver-
festigendes, isotropes Material ) zeigt wesent-
liche Unterschiede zur hier dargestellten Losung.
Es widre interessant in Experimenten zu kl&ren,
welcher Theorie der Vorzug zu geben ist.
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8. Schluf3bemerkungen

In der vorliegenden Arbeit werden inelastische
Formianderungen eines vielkristallinen Werkstoffes
mit einem Modell der physikalischen Plastizitédts-
theorie beschrieben. In diesem Modell wird das Ver-
halten eines Vielkristalls ndherungsweise aus den
Gleitvorgidngen in den einzelnen Kristallen bestimmt.

Es wird gezeigt, daB das Stoffverhalten durch die
Standardform eines Problems der Linearen Program-
mierung beschrieben werden kann. Hieraus wird ein
auf der Simplex Methode beruhendes Berechnungs-
verfahren entwickelt, das es ermdglicht, Probleme
mit mehrachsigen Spannungs- und Verzerrungszustin-
den zu behandeln.

Zur Beurteilung des Stoffgestzes werden zunidchst
Losungen fiir den ebenen Spannungszustand berechnet
und mit Versuchsergebnissen verglichen. Es zeigt
sich, daB das Stoffgesetz geeignet ist, die Ver-
formung der FlieBfldche bei plastischen Forménde-
rungen angenihert richtig wiederzugeben.

Sodann werden 'einfache' WellenlGsungen fiir ein
impulsartig in Lings- und Umfangsrichtung belaste-
tes Rohr ermittelt. Die Ldsungen zeigen, dafB die
wesentlichen Eigenschaften experimenteller Ergeb-
nisse qualitativ richtig beschrieben werden konnen.
Unterschiede treten besonders bei grofleren Verzer-
rungen und hohen Belastungsgeschwindigkeiten auf.
Eine mdgliche Erkl&rung hierfiir ist zum einen die
sehr einfache Form der Verfestigungsansitze fiir den
Einzelkristall, zum andern die Vernachldssigung



-103-

des Geschwindigkeitseinflusses auf das Material-
verhalten. Die Losungen zeigen jedoch in einem
groBen Bereich bessere Ubereinstimmung mit den ge-
messenen Werten, als Ldsungen, die sich fir ein
Stoffgesetz nach der phinomenologischen Theorie er-
geben.

Abschlieflend kann festgestellt werden, daB das ent-
wickelte Berechnungsverfahren fiir das hier zu Grun-
de gelegte Modell der Vielkristallplastizitdt auch
bei komplexen Belastungsvorgingen praktikabel ist.
Demgegeniiber muBte man sich bei bisherigen Unter-
suchungen auf einfache Forminderungsvorginge,wie
Zug oder Scherung beschridnken. Die gewonnenen neu-
en Ergebnisse bestidtigen die Brauchbarkeit des
Modells auch fiir den erweiterten Anwendungsbereich.
Die Verwendung des Modells zur Lésung technischer
Probleme scheint jedoch nur begrenzt méglich zu
sein, da der Rechenaufwand nach wie vor hoch ist.
Erfolgversprechende Bemithungen kdnnten jedoch darin
bestehen, eine phinomenologische Theorie zu ent-
wickeln, in die wesentliche Eigenschaften der
physikalischen Theorie eingearbeitet sind.
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