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Zusammenfassung

Die ndherungsweise Bestimmung von Feldgr&Ben linear-elastischer Kdrper,
wie z.B. Verschiebungen oder Schnittgr&Ben, mit diskreten Ld&sungsver-
fahren wirft die Frage nach den Genauigkeiten der Ndherungsl&sungen
auf. Das benutzte Verfahren liefert zusdtzlich zur punktweisen N&he-
rungslésung eine Aussage Uber deren Fehler. Die Genauigkeiten der mit
diskreten LAsungsverfahren bestimmten Ndherungslésungen als auch die
Gr6Ben der Fehlerspannweiten des in dieser Arbeit verwendeten Eingren-
zungsverfahrens werden wesentlich durch die benutzten Basisfunktionen

beeinfluft.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die numerische Realisierung der punkt-
weisen Eingrenzung elastischer Feldgr&Ben mit speziellen, aufgrund
ihrer Eigenschaften in besonderem MaBe geeigneten Basisfunktionen:

den Fundamental-Splinefunktionen.

Summary

The approximative determination of field quantities of linear-elastic
bodies e.g. displacements or stress resultants by means of the dis-
crete solution methods raises the question of the accuracies of the
approximate solutions. The method used here delivers additionally to
the pointwise approximate solution a statement about it's error. The
accuracies of the approximate solutions determined by discrete solu-
tion methods and also the magnitude of error bounds of the error esti-
mation method used in this paper, are essentially influenced by the

used fundamental function.

The aim of the present paper is the numerical realization of the
pointwise error estimation of elastic field quantities with special,
because of its features particularly appropriate fundamental func-

tions: the fundamental spline functions.
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1. EINLEITUNG

Der allgemeine elastische Zustand eines linear-elastischen Koérpers
wird durch die Angabe elastischer FeldgrdBen aus einer von drei ver-
schiedenen Integrationsstufen definiert. Gegeben sind im allgemeinen
die elastischen FeldgrdBen der niedrigsten Integrationsstufe: die
Volumenkraftdichte und die Extradehnung im Inneren sowie Flachenkr&f-
te und Verschiebungen auf der Oberfliche des Kdrpers. Elastische
FeldgroBen héherer Integrationsstufen, wie z.B. das Verschiebungs-
feld, sind Losungen von Randwertproblemen, die jedoch nur fir wenige
einfache Probleme der Elastomechanik exakt bestimmt werden kdnnen.
Abgesehen von diesen wenigen Ausnahmen ist man deshalb auf numerische
Verfahren angewiesen, mit denen Ndherungen fir die unbekannten ela-
stischen FeldgrdBen bestimmt werden kénnen. Direkt verbunden mit der
Anwendung von numerischen Verfahren ist die Frage nach der Genauig-
keit der Ndherungsl&sungen. Nach M&glichkeit sollten deshalb Verfah-
ren benutzt werden, die unter vertretbarem numerischen Aufwand zu-
sdtzlich zur N&herungsldsung Aussagen Gber deren Fehler liefern.
Stumpf [4,6,11,18—21] formulierte ausgehend von den Arbeitén von
Weber [13,14], Diaz-Greenberg (10,15) und Washizu [16] ein Verfahren,
das fir allgemeine Randwertprobleme der Elastomechanik punktweise
Eingrenzungen beliebiger elastischer Feldgr&Ben ermdglicht. Dazu sind
sowohl fir den unbekannten Zustand als auch fir einen Greenschen Zu-
stand, der durch die einzugrenzende FeldgrdBe festgelegt ist, Ver-
gleichszustdnde zu entwickeln, die entweder nur die geometrischen Be-
dingungen oder nur die statischen Bedingungen zu erfillen haben. Die
Ef fektivitadt dieses Eingrenzungsverfahrens hangt wesentlich von den
Basisfunktionen ab, die zur Entwicklung der Vergleichsfunktionen be-

nutzt werden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die numerische Realisierung der
punktweisen Eingrenzung elastischer FeldgréB8en mit speziellen, auf-
grund ihrer Eigenschaften in besonderem MaBe geeigneten Basisfunktio-
nen: den Fundamental-Splinefunktionen. Die von Curry und Schoenberg
[33] eingefiihrten Fundamental-Splinefunktionen fanden zunichst nur in
der Numerischen Mathematik Anwendung. Antes [56,57,58,59] benutzte
die Fundamental-Splinefunktionen erstmals als Koordinatenfunktionen

fir Rayleigh~Ritz-Ansétze zur direkten L&sung von Variationsproblemen



der Elastomechanik. Splinefunktionen, gebildet als Linearkombination
von Fundamental-Splinefunktionen, weisen drei wesentliche Vorteile auf,

durch die sie besonders gut als Vergleichsfunktionen geeignet sind:

- Differenzierbarkeitsbedingungen und homogene Randbedingungen, die
von den Vergleichsfunktionen zu erfiillen sind, kdnnen leicht durch
die Wahl der Ordnung der Splinefunktionen sowie die Festlegung der

Vielfachheiten der Knotenpunkte erfullt werden.

- Aufgrund der schmalen Supporte der Fundamental-Splinefunktionen wer-
den Matrizen mit Bandstruktur aufgebaut, die gut konditionierte

Gleichungssysteme bilden.

- Schon mit einer kleinen Anzahl von Fundamental-Splinefunktionen k&n-

nen sehr genaue Ndherungslésungen bestimmt werden.

Im Kapitel 3. werden die Grundgleichungen der linearen Elastizitéats-
theorie fir allgemeine elastische Zustdnde sowie fir Last- und Eigen-
spannungszustdnde wiedergegeben. Aufgrund der Reprdsentation elasti-~
scher Zustdnde in einem Hilbert-Raum, die im Kapitel 4. behandelt
wird, und der Einfihrung geometrisch zuldssiger und statisch zulédssi-
ger Vergleichszustdnde des unbekannten sowie eines Greenschen Zustands,
kénnen im Kapitel 5. punktweise Schranken fir beliebige elastische
Feldgr6Ben angegeben werden. Diese Gleichungen werden im Kapitel 6.
fir beliebige Basisfunktionen und Approximationsgrade formuliert. Im
Kapitel 7. befassen wir uns mit der Entwicklung von Splinefunktionen
und ihrer Darstellung durch Linearkombinationen von Fundamental-
Splinefunktionen. Ausgehend von eindimensionalen Splinefunktionen
fihren wir Uber das Tensorprodukt zwei- und dreidimensionale Spline-
funktionen ein, die wiederum aus Fundamental-Splinefunktionen gebil-

det werden kénnen.

Im Kapitel 8. entwickeln wir die Gleichungen und Vergleichsfunktionen
fiir die punktweise Eingrenzung elastischer FeldgrdBen Kirchhoffscher
Platten. Nach einer kurzen Darstellung der klassischen Formulierung
der Kirchhoffschen Plattentheorie in der Durchbiegung werden die
Grundgleichungen in den Schaeferschen Spannungsfunktionen [68] ange-
geben. Bei Reprédsentation der geometrisch zuldssigen Vergleichszu-
stédnde durch Verschiebungsfunktionen wird die Kompatibilitdtsbedin-
gung identisch erfiillt. Die Entwicklung geometrisch zuléssiger Ver-

schiebungsfunktionen reduziert sich folglich auf die Anpassung der



Ansatzfunktionen an die geometrischen Randbedingungen. Stellen wir
die statisch zuldssigen Vergleichszustédnde durch die Schaeferschen
Spannungsfunktionen und durch zwei partikulédre L&sungen dar, die die
Flichenbelastung berilicksichtigen, so wird die Gleichgewichtsbedin-
gung der Platte identisch erfiillt. Die Entwicklung statisch zul&ssi-
ger Spannungsfunktionen reduziert sich folglich auf die Anpassung der
Ansatzfuﬁktionen an die in den Schaeferschen Spannungsfunktionen for-
mulierten statischen Randbedingungen. Fir unbekannte Zust&nde und die
zur punktweisen Eingrenzung elastischer FeldgrdBfen notwendigen Green-
schen Zustdnde rechteckiger Platten werden im Kapitel 8.5 geometrisch
zuldssige, im Kapitel 8.6 statisch zuldssige Vergleichsfunktionen aus
bikubischen Fundamental-Splinefunktionen entwickelt. Als Testbeispiel
fir die in 8.5 entwickelten Vergleichsfunktionen benutzen wir die
Greensche Funktion einer quadratischen, allseitig gelenkig gelagerten
Platte unter singuldrer Einzelkraft. Diesen Ergebnissen stellen wir
zur Beurteilung der Approximationsgenauigkeit N&herungsl&sungen von
Schomburg [12] und Fraeijs de Veubeke-Sander [72] gegenilber, die nach

der Methode der finiten Elemente bestimmt wurden.

AbschlieBend werden die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit im Ka-
pitel 9. dargestellt und mit N&herungsldsungen anderer numerischer

Verfahren [12,73,74] verglichen.
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3. GRUNDGLEICHUNGEN DER LINEAREN ELASTIZITATSTHEORIE

In der linearen Elastizitédtstheorie wird von folgenden Annahmen Uber
die GroBen der Verschiebungskomponenten und Verschiebungsableitungen
sowie Uber den Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Dehnungen
ausgegangen. Alle Verschiebungsableitungen werden so klein gegeniiber
Eins angenommen, daB die Quadrate der Verschiebungsableitungen gegen-—
Gber den Ableitungen vernachlédssigt werden kénnen. Aufgrund der An-
nahme kleiner Verschiebungskomponenten wird der Unterschied zwischen
dem Bezug auf die verformte oder auf die unverformte Konfiguration
vernachldssigt. Der Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Deh-

nungen sei linear-elastisch.

Die GroBen und Gleichungen der linearen Elastizitédtstheorie werden in
kartesischen Koordinaten in Indizesschreibweise mit Summationskonven-
tion oder zur Erreichung einer kiirzeren und tbersichtlicheren Darstel-

lung in symbolischer Schreibweise angegeben.

3.1 Allgemeine elastische Zustdnde

Betrachtet wird ein linear-elastischer Kdrper mit dem Inneren B und
der Oberflédche F=F UF . In B sind die Volumenkraftdichte p*(x) sowie
die "Extradehnung” EQ*(i), auf F,, ist die Kraftebelegung P*(X) und
auf Fu ist die Verschiebung G%*(X) vorgeschrieben. Die Verschiebung
u¥*(X) schlieBt Starrkédrperbewegungen aus. Auf der Oberfliche FPu=FPnFu
dirfen nur solche geometrischen und statischen GrdBen vorgegeben sein,
die keine Arbeit aneinander leisten, d.h. die orthogonal zueinander
sind. Jeder allgemeine elastische Zustand eines linear-elastischen

Kérpers kann durch die GrdB3en

5 (X) = D e B 3.1.1
P Ux)= Px) X € (3.1.1)
Pz)= Pz X e R~ (3.1.2)
P
Ry — -
§,Q(»?)= E R X e B (3.1.3)
AL R)=.@*1x) XeF, (3.1.4)

definiert werden.



Der Spannungstensor O(x) ist, da die Volumenmomentdichte zu Null vor-
ausgesetzt wird, symmetrisch und muB im Inneren des Kb&rpers die inho-

mogene Gleichgewichtsbedingung

Div 6 (X= Veg (X)) =— D7) X eB (3.1.5)
und auf der Oberfléache FP die inhomogene Randbedingung.
/7/)?}°§_‘(»?;=/5*{?; ?6/"'} | (3.1.6)
erfdllen. Dabei ist h(X) der nach auBen gerichtete Normalenvektor der

Oberfléache FP.

Die Gesamtdehnung EG(i) besteht aus zwei Anteilen, der elastischen

*
Dehnung EE(i) und der "Extradehnung" §Q (X), die durch plastische Ver-
formung, Erwarmung oder Magnetisierung des Materials erzeugt sein

kann [ 1]

£°i%) =£E()?) +£%x) xeB, (3.1. 7)
und die die homogene Kompatibilitédtsbedingung
va/f_é_(’()?)=¥7»<_£_6(xf‘1xv=_0_ X eB (3.1. 8)

erfillen muf. Fihren wir den Inkompatibilit&tentensor

x Xk _ —
nix)==Ink £71%) xeB (3.1.9)
ein, so folgt, daff die elastische Dehnung EE(i) die inhomogene Kompa-
tibilitdtsbedingung

* (%) X eB (3.1.10)

E
Ink £1% =7
zu erfillen hat.

Linear-elastisches Materialverhalten zwischen der Spannung g(i) und

der elastischen Dehnung EE(R) wird durch das Hookesche Gesetz

& (%) =C (%] »o £ %eB (3.1.11)
EE®) =S (R) °° & (X) XeB (3.1.12)
-

Sx) = C (%) X eB (3.1.13)



mit dem Tensor C(x) der Elastizit&tskonstanten und dem zu C(x) inver-

sen Tensor §(§) der Elastizitdtskoeffizienten beschrieben.
Aus einem Verschiebungsfeld u(x) kann die Gesamtdehnung durch

%) =Def T (7) = L (VA k) +T% v) xeB
(3.1.14)

eindeutig bestimmt werden. Das die Gesamtverformung beschreibende Ver-

schiebungsfeld u(x) muB auf der Oberfléache Fu die Randbedingung

—_— —, _
A (X ] = AL(X] xe F, (3.1.15)
annehmen.

Eine Formulierung des allgemeinen elastischen Zustandes in Verschie-
bungen u(X) erhalten wir durch Ableitung der Gesamtdehnung EG(R) aus
einem Verschiebungsfeld u(x) nach (3.1.14); durch diesen Zusammenhang
wird die homogene Kompatibilitdtsbedingung (3.1.8) identisch erfillt.
Setzen wir weiter (3.1.7) unter Berlicksichtigung von (3.1.14) und
(3.1.11) in die inhomogene Gleichgewichtsbedingung (3.1.5) ein, so

ergibt sich:
Div[Cix)o-[Defu(x)-£%)1] =~ B¥X).  xeB
(3.1.16)

Fiihren wir nach [ 1 ] eine "Extraspannung”

@
& (%) =—C (%l »* £*x) % e€B (3.1.17)

ein, die nur die inhomogene Gleichgewichtsbedingung

Qx _ — Ry, . =
Ve & (X = PR X ep (3.1.18)
Q%

mit einer "Quasi-Volumenkraftdichte" p* (X) zu erfillen braucht, so
wird das allgemeine linear—-elastische Problem durch die verallgemei-

nerte Naviersche Gleichung

Divl Ci¥)--Defaix)] =-p%I~F*%) XeB

(3.1.19)



und die Randbedingungen
(X)) =AU (X) x e Fy (3.1.20)

AR -[Cixie-Defawx]=Pixi+P%%  xef
(3.1.21)

beschrieben.

Eine zu (3.1.19) &quivalente Formulierung des allgemeinen elastischen
Zustandes in dem Spannungsfunktionentensor X(X) ergibt sich, wenn der
Spannungstensor O(X) so aus dem Spannungsfunktionentensor Z(i) und
einer "Extraspannung" QK(i) abgeleitet wird, daB die Gleichgewichts-
bedingung (3.1.5) identisch erfiillt wird. Bilden wir

e =InkXx -z xe B (3.1.22)

mit der "Extraspannung" gK(i) einer Partikul&rldsung von

Div S_k*(X’) = ﬁ"(»‘?) X €8, (3.1.23)

so wird die inhomogene Gleichgewichtsbedingung (3.1.5) identisch er-
fillt. Durch Einsetzen von (3.1.22) und (3.1.12) unter Berilicksichti-
gung von (3.1.7) in die inhomogene Kompatibilitdtsbedingung (3.1.10)
folgt

Ink[S& - [InkX® ~-"®1]=2"%. xeB

(3.1.24)
Fihren wir nach [ 1] eine fiktive "Extradehnung"
MRl =—S(F - &FF) XeB (3.1.25)
und
Ink c_‘l_k*()?} = _:’zm()?) xeB (3.1.26)

ein, so ergibt sich die verallgemeinerte Beltramische Gleichung
- L e, —
Ink [ Stk InkX(x ]=2"% +47% XeB
(3.1.27)

mit den auf den Spannungsfunktionentensor zu transformierenden Rand-
bedingungen (3.1.2) und (3.1.4) [ 2,3 ].



Aus den Gleichungen (3.1.1)-(3.1.4), (3.1.5)-(3.1.13) sowie (3.1.19),
(3.1.24) ist ersichtlich, daB jeder allgemeine elastische Zustand durch
GroBen in drei unterschiedlichen Integrationsstufen vollst&ndig und
eindeutig bestimmt wird. Als unbekannt bezeichnen wir einen elastischen
Zustand, der durch die GrdBen p*(X), EQ*(E), P¥(X) und U*(X) bestimmt
ist. Wird ein elastischer Zustand durch den Spannungstensor ¢(X) oder
den Dehnungstensor EG(R) beschrieben, so bezeichnen wir ihn als be-
kannt. Voll bekannt ist ein elastischer Zustand, wenn er durch den
Spannungsfunktionentensor Z(i) oder das Verschiebungsfeld u(x) be-
schrieben wird [ 4 ]. Die Verbindungen der GrdBen elastischer Zusténde
aus niedrigeren Stufen zu denen héherer Stufen werden durch lineare
Differentialgleichungen beschrieben. Daraus resultiert die Giltigkeit
des Superpositionsprinzips fir allgemeine elastische Zustdnde. Jeder
allgemeine elastische Zustand kann in zwei spezielle Teilzusténde zer-
legt werden, einen Lastspannungszustand und einen Eigenspannungszu-
stand. Diese speziellen Teilzustdnde werden fiir spdter zu entwickelnde

Niherungszusténde bendtigt.

3.2 Lastspannungszustande

Jeder Lastspannungszustand wird durch die Angabe von

/5 X) = PrIX] XebB (3.2.1)
Plie) = P* (5] Xek (3.2.2)
%= 0 XeB (3.2.3)
a7 =0 XeF, (3.2.4)
definiert.

Der den Lastspannungszustand beschreibende Spannungstensor g%i) hat

die inhomogene Gleichgewichtsbedingung

/ PRy o
Div g(x] =—-p (%] XeB (3.2.5)
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und die inhomogene Randbedingung

— / x — £~
hixl e& (x| =F % X € Fp (3.2.6)
zu erfillen.

Da fir den Lastspannungszustand keine "Extradehnung" vorliegt, braucht

L]
der Dehnungstensor EE (x) nur der homogenen Kompatibilitidtsbedingung
/ El /)= p = .
InkK e 'x|=¢8 e (3.2.7)

zu gentigen [ 4 ].

Das Spannungs-Dehnungsverhalten wird durch das Hookesche Gesetz

-/

§,{)7) =C (%) ° ’g’b/?} x € B (3.2.8)
£’ _ _ /o

ETR) =5 (%) » & (X] % e B (3.2.9)

S X =_C;_”()?/ xeB (3.2.10)

beschrieben.

Auf der Oberfléche Fu muB das Verschiebungsfeld u'(x) die homogene

geometrische Randbedingung

%) =0 X eF, (3.2.11)

erfillen.

Fir Lastspannungszustdnde ergibt sich die verallgemeinerte Naviersche

Gleichung aus (3.1.19)

Div[Cw) - Defu'ix1] =-pixI 5eB .u

sowie die verallgemeinerte Beltramische Gleichung aus (3.1.27)

/
ITnk[Sw® ~Ink X(x ] = :lyk‘()?) xeB (3.2.13

mit den Randbedingungen (3.2.2) und (3.2.4) [1].
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3.3 Eigenspannungszusténde

Jeder Eigenspannungszustand wird durch die Angabe von

B (R =0 XeB (3.3. 1)

PO | )

fj (X] = 0 X éifi# (3.3. 2)
Qr,_ — _-

[ //(X} =§@*/X} XxeB (3.3.3)
__//_ —_— _

AL (X) = A (%) Nef. (3.3. 4)

definiert.

Der den Eigenspannungszustand beschreibende Spannungstensor g"(x)
braucht, da homogene statische GréBen p"(X) und P"(X) vorgeschrieben

werden, nur die homogene Gleichgewichtsbedingung
. " _ ~ —
Div § (x| =0 X € 8 (3.3.5)

sowie die homogene statische Randbedingung

— //_,- — ‘
n(xX)°& (X]=0 xefs (3.3.6)
zu erfillen.

Die elastische Dehnung des Eigenspannungszustands hat der inhomogenen

Kompatibilit&tsbedingung

- En_ _ -

Ink & (x)=n(x) % eB (3.3.7)
mit

- Re — .k S —

Inke™ () =~ IR X €8 (3.3. 8)

zu geniigen [ 4 ].

n
Zwischen der elastischen Dehnung EE (X) und der Spannung o" (X) be-

stehen die Zusammenhénge

i EN

s(x)=C(X) " £ (X xeB (3.3.9)

Vs Vo -
(%) = S(x)° ° & (X) XeB. (3.3.10)
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Auf der Oberfléche Fu hat das Verschiebungsfeld u" (x) die geometrische

Randbedingung
— 4 — -
M /(5?} = M*(Y/ xe Fa _ (3.3.11)

zu erfillen.

Fir Eigenspannungszustédnde ergibt sich die verallgemeinerte Naviersche

Gleichung aus (3.1.19)

Div[Cxi-+Def@ix)] == $eB
(3.3.12)
sowie die verallgemeinerte Beltramische Gleichung aus (3.1.27)
/
Ink [ Sxi--ITnk X(%)]1= 2% . YeB
(3.3.13)

mit den Randbedingungen (3.3.2) und (3.3.4) [11].
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4. EINFUHRUNG DES RAUMES DER ELASTISCHEN ZUSTANDE ALS

HILBERT-RAUM

Die Bestimmung der GréBen o(X), €(X) bzw. K(Q) und u(x) eines allge-
meinen elastischen Zustands durch Ldsung der verallgemeinerten Navier-
schen (3.1.19) bzw. der Beltramischen Gleichung (3.1.27) ist nur in
wenigen Sonderfdllen der Elastizitdtstheorie méglich. Fihrt man Ver-
gleichszustdnde ein, die nur einen Teil der Grundgleichungen (3.1.5-
3.1.13, 3.1.15) zu erfillen brauchen, so gelingt die Ermittlung eines
Ndherungszustandes. Die Qualitédt der Vergleichszustédnde kann durch
Differenzbildung des Ndherungszustands und des exakten Zustands beur-
teilt werden [ 5]. Die einfachst mégliche Formulierung dieses Problems
mit Hilfe der Funktionalanalysis ist in einem Hilbert-Raum zu errei-

chen [4,6].

4.1 Definition des Raumes der allgemeinen elastischen Zu-

stdnde

Betrachtet wird ein linearer, unendlich-dimensionaler und vollsté&ndiger
Raumlglder reellen Funktionen F . Fiir die Elemente ¥ dieses Raumes sind
die Addition und die Multiplikation mit einer reellen Zahl o erklart,
d. h. 51nd:f undf Elemente ausg und ist aEW so sind auchf +f und
(13[ eindeutig bestlmmte Elemente aus 5« Diese Operationen haben fol-

gende Axiome zu erfiillen [7 ]:

¢ . j l-’

f + 1 =Jc+_7£ (4.1.1)
[ ’ K

f +(f +f] f+fl+f (4.1.2)

f + f © Nullelement (4.1.3)

f + (_JZ} = & inverses Element (4.1.4)

oc(ﬂf otﬁl J‘ «, BeR (4.1.5)
o (£ +f/ = f mﬁ we R (4.1.6)

(oL +B)F =o(f +/3f « BeR (4.1.7)
0f =o. (4.1.8)
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Die GrtB8en, die allgemeine elastische Zustdnde eines linear-elastischen
Kdrpers beschreiben, genligen den Axiomen (4.1.1-4.1.8) des Raumes 9 ;

sie kdnnen deshalb als Elemente des linearen Raumes betrachtet werden.

Einem allgemeinen elastischen Zustand, der z.B. durch den Spannungs-
tensor g(§) reprasentiert wird, kann ein Element ¥ des linearen Raumes

g zugeordnet werden:
FiE X2 (64 (R], 622 (R), a3 (X), €3 (%), 645 (%), 625 (%)

XeB. (4.1.9)

Das Nullelement 8 des linearen Raumes wire durch den "Nullspannungs-

tensor"

6:6(¥)2(0,0 0 00 0) xeB (4.1.10)
definiert. |

Aquivalent zur Darstellung eines allgemeinen elastischen Zustands f
durch den Spannungstensor g(i) ist die Repridsentation durch den Deh-
nungstensor €(x) bzw. durch GrdBen der héheren oder niedrigeren Inte-

grationsstufe.

Zur einfachst méglichen Berechnung der Richtung von Elementen bzw. der
Winkel insbesondere der.Orthogonalitaﬁ gwischen den Elementen f wird
ein verallgemeinertes Skalarprodukt{f,#} mit folgenden Eigenschaften
eingefihrt: Jedem geordneten Paar von Elementen j, € g wird eine
reelle Zahl als Skalarprodukt{f,f} zugeordnet, das folgende Axiome

zu erfillen hat [ 81]:

HL,JJ‘} = {j‘,f"} (4.1.11)
{JL["‘JZ, J‘kJ = {f[, fk} + {j,fk} (4.1.12)

{Otf[,j} =ot{f‘,j} « R (4.1.13)

{f,f j =0 fir f + ©. (4.1.14)
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Aus diesen Eigenschaften 148t sich unmittelbar schlieBen:

(f,f] =0 <==—==> furf=0 (4.1.15)

(fpf}=0 -¢===:ﬂmf=e oder f=e. (4.1.16)

Die Definition einer Norm || f | der Elemente # des linearen Raumes mit

Skalarprodukt durch

1A = (f,ﬁf}_l (4.1.17)

ermbglicht die Berechnung der Langen der Elemente bzw., da jeder line-
are normierte Raum mit f (j f ) = ” _-f f ” gleichzeitig ein me—
trischer Raum ist [ 8 ], des Abstandes f (f f} zweier Elemente f f

Durch die Einfiihrung des Skalarproduktes und der Norm wird dem linearen
Raum zu der algebraischen Struktur (4.1.1-4.1.8) eine topologische

Struktur aufgepréagt.

Der lineare Raum g wurde unendlich-dimensional vorausgesetzt, d. h. es
existiert eine abzihlbare Menge linear-unabhidngiger Elementef f L f

die eine Basis des Raumesg bilden.

h
Eine Folge £ von Elementen eines normierten, linearen Raumes § heiBt

Cauchy-Folge, wenn

. 1 m n
Limif ~Fl=0 (4.1.18)
m, n —poo
gilt.
Als vollstandig w1rd der normierte, lineare Raum 9 bezeichnet, wenn

jede Cauchy-Folge f gegen ein GrenzelementfE?konvergiert [9]

Lim | £ *f"=0- (4.1.19)

h —e—oo
Ein vollsténdiger, linearer Raum mit Skalarprodukt wird als Hilbert-

Raum & bezeichnet [9 ]. Durch die Einfihrung des Skalarproduktes (;f f}
wird der eingefiihrte lineare, unendlich-dimensionale und vollsténdige
Raum g zu einem Hilbert-Raum & mit der tber das Skalarprodukt defi-

nierten Norm (4.1.17).
P
Fiir zwei Elemente .7[, f Ea’gilt die Schwarzsche Ungleichung [ 9 ]

|{Jé,j]|§-|1f"||jll- (4.1.20)
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-

t
Zwei Elemente f, € # werden als orthogonal bezeichnet, wenn

(j,f’} (4.1.21)

gilt.

Zur Bildung des Hilbert-Raumes £ der allgemeinen elastischen, Zustdnde
L A

ist die Definition eines Skalarproduktes zweier Elementef,f € g er-

forderlich. Als physikalisch sinnvolles Skalarprodukt wird die Wech-

selwirkungsenergie zweier Zustdnde eingefihrt [1,10,11 ]

¢ J'
(f i =[&® - 5 dV
(3
& 7
=./ S(x)S(x| - &(¥%) dV (4.1.22)
(8)

Durch Einfthrung des Skalarproduktes (4.1.22) ergibt sich die Norm des

Elementes f zu

£ =V £

—Vf 5'(»?} 5(x) . G(x}a’l/

(8)

=_\/fé5(»?/ oo C(R) e ESRIAY (4.1.23)
(8

die als Lénge des Elementes f- 1nterpret1ert werden kann.

Die Verbindung zweier Elementef f nach (4.1.22) erfidllt die Axiome
(4.1.11-4.1.13) eines Skalarproduktes, das Axiom (4.1.14), der Posi-
tivitdt des Quadrates der Norm, wird fir alle f nur dann erfidllt, wenn
der Tensor der Elastizitdtskoeffizienten §(5E) und dadurch die doppelte

elastische Energie

(J‘,f}=_/§(X—'/"°§(F)"°§()?}a’l/ (4.1.24)

(8)
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positiv definit sind [ 1 ]. Fir alle weiteren Betrachtungen wird die

positive Definitheit von S(X) und {f, :f} vorausgesetzt.

Die Elemente f des vollstédndigen, unendlich-dimensionalen, linearen
Raumes g der allgemeinen elastischen Zustédnde bilden unter Beriicksich-
tigung des Skalarproduktes (4.1.22) und der vorausgesetzten positiven
Definitheit von S(X) und {f, ch die Elemente des unendlich-dimensionalen

Hilbert-Raumes ?ﬁ der allgemeinen elastischen Zusténde.

Durch partielle Integratlon und Anwendung des GauBschen Integralsatzes
kann das Skalarprodukt {3‘ :H auch durch die GréBen p*(x), EQ (%),
P*(x), u*(x) des "unbekannten" Zustands und die GrdBen X (X) sowie u(x)

des "voll bekannten" Zustands ausgedrickt werden:

{,f)f} -—(‘B{S_{X) ° e éE(;) a/V /6.’] (XA’} £,J (XI}Q/V

{é{ 6'] (X £/J (%) dv _/-6'1‘1 (%) 6[] (%) dV

= &.. 1ra9-t. ¢
7@{ 6-11 (’\/HZ[Q‘ U, (X, +9j L("(JQ}]Q/V

6—('\/)6/ x,)dV
(él/lj# J(t)

=/ 6; 7 (% O i) dV =) S €540 AV
(8) ko0 Ly X g ey

=./ 07&'[6./\7 (Xs) U-J (’\’L/JO/V"/W E, (X/«ld ()Q}C/V

(8] 18}

7;3{6[‘/ (%) 57 ()Q} aV
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f
>
Ten

¢ S % t
iy (%) Ugtx) dF +(4pj‘(xk) Uy (x) dV

'fGI Xk} cf, (,m dV (4.1.25)
B J

—/Pj () Uf 1) dF +,/P (X¢) uJ (x ) dF

(Fq)

Leiten wir den Spannungstensor Oij(xk) nach (3.1.21) aus dem Spannungs-

funktionentensorx xln(xp) ab, so erhalten wir:

s ¢
(£, #] =_ff7¢'[€/kc €imn % I Xz,,()r?)-f—G' (xp)]u (xr) dF

(Ful

R ¢
"‘/P (%) uj- (f\q}Q’Fv;'é{jp;-()(k) uj'(xl)dl/ (4.1.26)

(Fp)

+/[el/r£ Jmn 5?? 9 an(XP}-" G:j (Xpljflj (f\’r} dV
(8)

Durch die Einfihrung folgender Abkilirzungen

5 i
(7 A _//D (x,,,u (x,) dV (4.1.27)

1B)

% S t L ‘
(4.1.28)
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“Ola

[

: v S 4 t
! u'*]Fu: —fnl: [e"kc ejmn 2« é-')m xln (XFJ + 6',/3 {Xp]] u-} (’\’T} dF
(P (4.1.29)

Ste

$ s
5 .
[Pra Jo= [ P tjadF (4.1.30)
(F.)

ergibt sich die zweite Form des Skalarproduktes von zwei allgemeinen

¢
elastischen Zustéinden# ,j € & zu:

*:.7: “ix»_j_' Iy
’u)+[Plu]FP_(§l

i«

(£F1=1 Eo) 4 [P, 51, .

(4.1.31)

4.2 Orthogonale Zerlegung des Hilbert-Raumes der allgemei-

nen elastischen Zustdnde

Aus den Betrachtungen in den Kapiteln 3.1, 3.2 und 3.3 folgt, daB jeder
allgemeine elastische Zustand f eindeutig in einen Lastspannungszustand
und einen Eigenspannungszusta‘nd zerlegt werden kann. Lastspannungszu-
stdnden werden die Elemente f‘- ‘e &, Eigenspannungszustédnden die Elemente
fL”E & zugeordnet. Die Menge der Elemente f‘ 'e # bilden den Unterraum
Zilc(?f, die Elemente f‘”E & den Unterraum 7f”C £ .

¢ ¢, Cy
f =4 + f (4.2.1)
Bilden wir das Skalarprodukt zweier allgemeiner elastischer Zusténde

e ¢,
fl}  die jeweils aus einem Lastspannungszustand £ und einem Eigen-

{
spannungszustandf,/zusammengesetzt sind, so ergibt sich:
. "-' J‘ L'/ L'” J’/ J'/I
(F F)={F 4" £ +77]

IR AL L AU LD (Y ONNT I 1 S
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L', J'
Benutzen wir zur Darstellung des gemischten Skalarproduktes [f,,f/} die
Gleichung (4.1.31)

: ”// j” K i'/ -i*// _‘7_'/ Loy J‘gr L” l'*/
(£ # T =1p", QI+ [P wl —(e" £+ [P U ],
(4.2. 3)

so ergeben sich unter Bertcksichtigung der Definitionen (3.2.1-3.2.4)

eines Lastspannungszustands _7(, sowie (3.3.1-3.3.4) eines Eigenspannﬁngs—

VA
zustands f die einzelnen Arbeitsanteile zu Null:

(...éqk// -:—/, -_0 (42 4)
P, = -
,-_‘,*” il )
LR u]FP =0 (4.2. 5)
C,0d
(&7 E%) ¢ .26
r-"l:'// -J—)‘l ~
[P Ul =0 (4.2.7)
und damit
.'L'// j ) {/ J'/
{J’,f/]:‘{f,f/]=0- (4.2. 8)

¢ /
D.h. alle Elemente f ‘e Jf des Hilbert-Raumes der Lastspannungszustande
. " .
sind orthogonal zu allen Elementen; € {f des Hilbert-Raumes der Eigen-
4 "
spannungszustédnde. #f und # sind orthogonale Unterrdume des Hilbert-

Raumes J/f der allgemeinen elastischen Zustéande.

fle® (4.2.9)
F ek (4.2.10)
X < (4.2.11)
X <X (4.2.12)
AN 4 (4.2.13)
¥=Fex (4.2.14)

/g
X nH =e (4.2.15)



A

Berilicksichtigen wir die Gleichung (4.2.8), so ergibt sich das Skalar-

>
produkt zweier allgemeiner elastischer Zusténde f, }; zu:

{f[, f? = {fL',JZ”} + {f[”( i”} : (4.2.16)

Die Skalarprodukte der rechten Seite von (4.2.16) k&nnen aus (4.1.31)

Lr

. NA ’
bestimmt werden. Flir zwei verschiedene Lastspannungszustinde f / f (S Zf

ergibt sich aus (4.1.31) der Betti-Maxwell-Rayleighsche Satz:

L'/ g Lyl 1. 'L"t/ —‘1
(4,8 ) =pru) + LR Uy,
i*/ ..{/ i-f} ..i./
NN TR O (8.2.17

Analog zum Satz von Betti-Maxwell-Rayleigh filir Lastspannungszustdnde

ergibt sich aus dem Skalarprodukt zweier verschiedener Eigenspannungs-
tAnd f‘// Jr

zusténde , f

(1,12].

”
ng aus (4.1.31) der Satz von Southwell-Eshelby-Rieder

by o ] A Ly J

Ty L 7 g - A
[ £, 5 == (g &™) + [P U],

.

1 0, J ¢
=—(&,e*) +[P" a"]., . (4.2.18)

-

Setzen wir in (4.2.16) fL=i=f, so ergibt sich der Satz von Colonnetti
/ WAy
(3[/3&]={f/flj+{fofj: (4.2.19)

nach dem sich die Wechselwirkungsenergie eines allgemeinen elastischen
Zustands # additiv aus der Wechselwirkungsenergie des Lastspannungs-

/ "
zustands # und der des Eigenspannungszustands f zusammensetzt.
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5. PUNKTWEISE EINGRENZUNG VON FELDGROSSEN ALLGEMEINER

ELASTISCHER ZUSTANDE MIT HILFE GREENSCHER ZUSTANDE

Eine exakte Bestimmung der FeldgrdBen u bzw. X unbekannter Zusténde f
als Lésung der verallgemeinerten Navierschen Gleichung (3.1.19) bzw.
der verallgemeinerten Beltrami-Gleichung (3.1.27) ist nur in wenigen
Sonderfillen méglich. In den Arbeiten von Weber [13,14] wurde erstmals
ein Verfahren zur Bestimmung punktweiser Eingrenzungen von FeldgrdéBen
der linearen Elastizitdtstheorie mit Hilfe des Satzes vom Minimum des
Gesamtpotentials und des Satzes vom Minimum des konjugierten Gesamt-
potentials angegeben. Im AnschluB an die von Prager und Synge [5]
eingefiihrte geometrische Reprédsentation elastischer Zustdnde in einem
reellen Hilbert-Raum erschienen mehrere Arbeiten [4, 6,10-12,15—23]
tiber die Bestimmung punktweiser Schranken flir Feldgr&B8en der Elastizi-
tatstheorie oder Potentialtheorie mit Hilfe funktionalanalytischer
Methoden oder Anwendung der Extremalsatze. FeldgréBen elastischer Zu-
sténde inhomogener und homogener Probleme der linearen Elastomechanik
wurden von Stumpf [ 4,6, 11,18-20] punktweise eingegrenzt. Fehler bei
der numerischen Losung von Schalenproblemen und Méglichkeiten ihrer
Abschatzung wurden erstmals von Antes [24] untersucht. Bei der Ermitt-
lung punktweiser Eingrenzungen unbekannter FeldgréBen u, Xr € bzw. o
der Zustdnde ¥ inhomogener Probleme der Elastizit&dtstheorie mit Hilfe
passend eingefihrter Greenscher Zustédnde j?(2$} folgen wir in diesem
Kapitel den Uberlegungen von Stumpf [4 , 6 ,11,18—20], Diaz-Greenberg
[10,15] sowie Washizu [16].

o
5.1 Greensche Zustéande f(Xx,)

Zur punktweisen Bestimmung einer Feldgr&Be eines allgemeinen elasti-
schen Zustands,f wird ein spezieller elastischer Zustand j}i&] so
bestimmt, daB die Wechselwirkungsenergie der Zusténde # und f?(iﬁj die
gesuchte FeldgréBe an der Stelle gabis aufei?en konstanten Faktor er-
gibt [4-6,10,11,13,14,16,18-20]. Der Zustand f(X.) mit einer passenden
geometrischen oder einer statischen Singularitdt an der Stelle io wird
fir den gleichen elastischen Kd8rper des Zustands # mit dem Inneren B
und den Oberflédchen F_ und Fu definiert. Im Gegensatz zum allgemeinen

P
elastischen Zustand { hat der Zustand Je(;('o) auBer an der Stelle }—co



in B nur die homogene Gleichgewichtsbedingung sowie die homogene Kom-

patibilitdtsbedingung und auf F_ bzw. Fu nur homogene statische bzw.

P
homogene geometrische Randbedingungen zu ‘erfidllen:

Div e (x)=0 ¥+%,xeB (5.1.1)
nixye Ei()?]=5 X+ Xo, X €Fp (5.1.2)
I hk ée()?/ =0 X+X,, N €8 (5.1.3)
Cci()?/=5 X+ X, ,X¥efR, (5.1.4)

X. € B
(%o oder ¢ X, € Fp (5.1.5)
oder Xe & Fq .

!
~
Kho

S)c(: ﬁ(io) bezeichnet eine geometrische oder statische Singularitat im
!

Punkt Xs-

Der eingeflihrte spezielle Zustand fo ()’(',,} wird als Greenscher Zustand
des elastischen Problems bezeichnet. Je nach der einzugrenzenden Feld-
groBe ist ein Greenscher Zustand JCO()?D) mit passend zugeordneter Sin-
gularitdt zu wdhlen. Zum Beispiel ist zur punktweisen Bestimmung der

Verschiebungskomponente ul(io) mit iOEFP ein Greenscher Zustand :{.o(;a,
zu wdhlen, der an der Stelle ’_‘o die statische Singularitdt einer Ein-
zelkraft in Richtung von ul()—(o) und des Betrageci Eins aufweist. Green-

sche Zustédnde kénnen in einen Fundamentalteil JC (Xo) und einen Regu-

v
larteil f zerlegt werden:

(2]

Fixe)= J?()Fo} + f (%) - (5.1.6)

Der Fundamentalteil ;(?o} beschreibt die Wirkung der Singularitét
auf einen unendlich ausgedehnten Kérper, der Regulérteil fu()?o) er-
ganzt den Fundamentalteil so, daB die Greensche Funktion fo (Xo) die
geforderten Bedingungen (5.1.1-5.1.4) erfillt. Der Zustand fu(i/’:}

hat deshalb folgende Bedingungen zu erfiillen:
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Div €(x)=0 XxeB (5.1.7)
ﬁoé{;,=_—,§(7} X e€f (5.1.8)
Tnk £5%)=0 XeB (5.1.9)
ng()?) ==-C°Z°()?) XxeFr,. (5.1.10)

o
Fundamentalzusténde f-(xo Greenscher Zustinde £ (k,| repréasentiert

durch Verschiebungsfelder u(xo) und Spannungsfunktionen <1> (x,) s <I> (x )
und ¢3(xo) sind fir einen groBen Teil der Singularitéten bekannt oder

aus Grundsingularitdten abzuleiten. Fir dreidimensionale Probleme der
linearen Elastizitdtstheorie werden Fundamentalldsungen in [16,25-27],
fir Schalen in [24], fir Platten und Scheiben in [ 4,16,18-20] und fir
orthotrope Platten in [21] angegeben.

5.2 Skalarprodukt eines allgemeinen elastischen Zustands f

-4
mit einem Greenschen Zustand f(Xo

Das Skalarprodukt zweier allgemeiner elastischer Zustdnde kann nach
Gleichung (4.1.22) und (4.1.25) berechnet werden. Gleichung (4.1.22)
wurde durch partielle Integration und Anwendung des GauBschen Integral-
satzes in die Gleichung (4.1.25) umgeformt. Diese Transformation setzt
einmal stetige Differenzierbarkeit der Funktionen des Integranden vor-
aus [28,29]. vom Fundamentalteil 3?. (X.) des Greenschen Zustands werden
diese Voraussetzungen im Punkt SEO nicht erfillt. Zur Berechnung des
Skalarproduktes {f, JCD( X"nl} schneiden wir deshalb um den Punkt io eine
ganz in B liegende Kugel mit dem kleinen Radius P und dem Volumen Bp

heraus. Den restlichen Bereich von B bezeichnen wir mit B die Ober-

1'
fléche der herausgeschnittenen Kugel mit Fp. Da die den Fundamentalzu-

stand 3( {¥.] reprasentierenden Grdfen in B, die Stetigkeits- und Diffe-

1

renzierbarkeitsforderungen erfilllen, kann das Skalarprodukt uber B1 mit

Hilfe der partiellen Integration und des GauBschen Satzes umgeformt

werden. Das Skalarprodukt eines allgemeinen elastischen Zustands # mit
o

einem Greenschen Zustand f (Xo.) ergibt sich sodann durch Grenziber-

gang P -+ O.

Da jeder Greensche Zustand f ( Xo ) sowohl durch ein Verschiebungsfeld

u(xo) als auch durch einen Spannungsfunktionentensor x(xo) dargestellt
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werden kann, lassen sich, unter AusschluB des singuldren Bereichs Bp
und Bildung des Grenzibergangs £ -+ 0, mit der Gleichung (4.1.25) zwei
gleich groBe Skalarprodukte durch verschiedene Gr&8en der Zustéinde f
und fo (X»] bilden.

o
Stellt man den Greenschen Zustand f { )’('pj durch ein Verschiebungsfeld
o _ o _
u(x,) dar, so ergibt sich das Skalarprodukt {f', f {xa[} aus der Glei-
chung (4.1.31) zu:

(£, £1%.) J=1(1p% G (%) + [P* A (%l 1p, *X(%e), (5.2.1)

dabei istf(io) die Arbeit einer geometrischen Singularitdt des Zustands
JL ( 5('.:} an einer unbekannten statischen FeldgrdBe des Zustands f im

Punkt Xg.

[
Wird der Greensche Zustand f (?o} durch einen Spannungsfunktionenten-
o _ ° _
sor X(xo) dargestellt, so ergibt sich das Skalarprodukt (f / f (Xo) 5 aus
der Gleichung (4.1.31) zu:

{f, Frea)="[ Pi%.), T Ie, - (é(?a), E&*) + & (x). (5.2.2)

(-4
g(io) ist die Arbeit einer statischen Singularitédt des Zustands f (S(’O}
an einer unbekannten geometrischen FeldgréBe des Zustands f im Punkt Xo

[ 4,6,11,18-20].

(4
Da die Skalarprodukte {f, f {X".,I} in (5.2.1) und (5.2.2) gleich sind,
kénnten sie durch Subtraktion der Gleichung (5.2.2) von (5.2.1) elimi-

niert werden.

T(Yol =& (%] “f()'('o) (5.2.3)

(2]

0 — © -
= (P A %)) + (&%), %)+ [P, @ R Te ~[Px), @' T,

Die Gleichung (5.2.3) ermdglicht die punktweise Berechnung unbekannter
geometrischer oder statischer Feldgr&B8en des Zustands f , sofern der
Greensche Zustand fo(Ya )} der passenden Singularitdt voll bekannt ist.
Lokale geometrische Feldgréfen des unbekannten Zustands f ergeben sich
aus (5.2.3) zuE(}'co) mitf(io)=0, lokale statische FeldgrdBen zuT(io)
mit & (%5)=0.
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5.3 Einfihrung geometrisch zuldssiger Vergleichszustéande

und statisch zuldssiger Vergleichszustdnde

Flr allgemeinere Probleme der linearen Elastizitdtstheorie 51nd nur die
Fundamentalzusténde f()(a} nicht aber die Regularzustande_f der Green-
schen Zustdnde voll bekannt. Geometrisch und statisch zuldssige Ver-
gleichszustande j?~?23) (chﬁil}, die nur die geometrischen oder nur

die statischen Bedingungen eines Greenschen Zustands jE(EZJ zu erfillen
brauchen, koénnen jedoch entwickelt werden. Nach Gleichun%’(S.I.G) werden
Vergleichszustdnde aus einem exakten Fundamentalzustand F (Xo) und geo-

metrisch bzw. statisch zuldssigen Requlérzustdnden aufgebaut:

4] o0 v
FT(% | = F(%o) + £ (%) (5.3.1)

o So v
) =F () FFT %) . (5.3.2)

v
Geometrisch zuléssige Reguldrzusténde f”(?,) haben die homogene Kompa-

tibilitatsbedingung und die inhomogene geometrische Randbedingung

I nk 55 x) =0 X eB (5.3.3)

v

aA~(x] = — A(X) xeF, ., (5.3.4)

v
statisch zuldssige Reguldrzustdnde f£¥(X.] haben die homogene Gleich-

gewichtsbedingung und die inhomogene statische Randbedingung

Div e§®(x)=20 X €B (5.3.5)

v =
he&=((x)=—Pix ek (5.3.6)
zu erfillen.

Die Skalarprodukte eines unbekannten Zustands f mit einem geometrisch
zuldssigen Verglelchszustand j: (Xo) bzw. mit einem statisch zuléassigen
Vergleichszustand f”(x, , die im Fundamentalzustand J(- (Xo) die exakte
Singularitdt enthalten, ergeben sich aus den Gleichungen (5.2.1) und
(5.2.2).



TR
LF, £7%0 )= (B, T~ (%)) + [P G "1%e 1, + (%o (5.3.7)

(£, £5m)=[ PTIx), T e, —(€=1%), £%) +E (5.

(5.3.8)

Punktweise geometrische oder statische FeldgréBen des Zustands F ergeben

sich aus der Differenz der Gleichungen (5.3.7) und (5.3.8) zu:

Fix,) =E(x.) —T1%)
= (P TR + (8%, £ +[ P& Rl =[P &' Jg,

v v

+{f, FT1% - F 1R ). (5.3.9)
Fir die weiteren Betrachtungen wird vorerst die Kenntnis der geometrisch
und der statisctl:l zulassigen Vergleichszusténde Jg"’{ )‘(,)' ggg(z,) des Re-
guldrzustands f (Xo | angenommen, so daB die ersten vier Integrale in
der Gleichung (5.3.9) bestimmt werden kdénnten. Das Skalarprodukt in der
Gleichung (5.3.9) kann nicht berechnet werden, weil der Zustand f durch
die unbekannten Gr&Ben représentiert wird, die punktweise zu bestimmen
sind. Durch Einfiihrung geometrisch zulédssiger Vergleichszustédnde £~ und
statisch zulédssiger Vergleichszusténde ch,' die nur die geometrischen
Bedingungen (3.1.8) und (3.1.15) oder nur die statischen Bedingungen
(3.1.5) und (3.1.6) des Zustands # zu erfillen brauchen, wird die n&he-
rungsweise Berechnung des Skalarproduktes in (5.3.9) und die Absché&tzung

des daraus resultierenden Fehlers mdglich [4,6, 11,18-20].

Jeder geometrisch zuldssige Vergleichszustand f”unterscheidet sich vom

Zustand # um einen Lastspannungszustand
~ ~ 3! /
(fF=-F7)=(£-F7) €, (5.3.10)

. . = . : = . .
jeder statisch zuldssige Vergleichszustand f- unterscheidet sich vom Zu-

stand j- um einen Eigenspannungszustand

(f‘f‘z)z(f‘fwlﬂéa’f”. (5.3.11)
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Die Orthogonalitédt der Differenzzustédnde wird spdter zur Abschédtzung

des Skalarproduktes in der Gleichung (5.3.9) benutzt.

Die Entwicklung geometrisch zuldssiger Vergleichszusténdefﬁbzw. :F‘/N()?o)
wird durch die Formulierung in Verschiebungsfunktionen wesentlich er-
leichtert, weil die aus Verschiebungsfunktionen nach Gleichung (3.1.14)
abgeleiteten Dehnungstensoren die Kompatibilitdtsbedingung (3.1.8) bzw.
(5.3.3) identisch erfillen. Die Konstruktion geometrisch zuldssiger
Vergleichszustande £" bzw. fuN(foJ reduziert sich deshalb auf die Ent~
wicklung von Verschiebungsfunktionen, die nur die geometrische Randbe-
dingung (3.1.15) bzw. (5.3.4) zu erfillen brauchen. Statisch zulédssige
Vergleichszusténdej-‘zbzw. J‘Uw{»ﬁ) formulieren wir in Spannungsfunktio-
nen, weil die nach Gleichung (3.1.22) aus Spannungsfunktionen abgelei-
teten Spannungen die Gleichgewichtsbedingung (3.1.5) bzw. (5.3.5) iden-
tisch erfillen. Die Entwicklung statisch zulassiger Vergleichszustéinde
fzbzw. fuz (X.] reduziert sich deshalb auf die Konstruktion von Span-
nungsfunktionen, die nur die statische Randbedingung (3.1.2) bzw.

(5.3.6) zu erfiillen brauchen.

5.4 Punktweise Eingrenzung von FeldgrdBen eines allgemeinen

elastischen Zustands #

Der unbekannte Zustand # in der Gleichung (5.3.9) kann durch drei Ver-

. . =
gleichszustdnde :/"7 + sowie

f%’—_—.%(f"’-{-f“‘) (5.4.1)

angendhert werden. Die daraus resultierenden Fehler im Skalarprodukt

der Gleichung (5.3.9) werden nach [4, 6, 11,16,18-20] abgeschitzt.

Ersetzen wir den Zustand f im Skalarprodukt von (5.3.9) durch einen
geometrischen Vergleichszustand fN, so ergibt sich unter Berticksichti-
gung der Schwarzschen Ungleichung (4.1.20) folgende Abschétzung des

Betrages der Differenz der Skalarprodukte:

| { #, fv”(»?a; —fu~(f('oj F (47, fuw(?a; —J‘U“'(Sm} |

v v
< || F-£7 | £5(%.) — £71%o) . (5.4.2)
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Beachten wir, daB der Differenzzustand (}-f"ﬂ nach Gleichung (5.3.10)

einen Lastspannungszustand

, ~ ~ !

(F =47) =(F-4£7] (5.4.3)
darstellt, der orthogonal zu dem Eigenspannungszustand

o~ "
(£ =£%]=(F-4%] (5.4.4)
ist, so ergeben sich folgende Absch&atzungen:

| F=F7I=£%-£7 (5.4.5)

| F=£7 | £5= 7, (5.4.6)

die in einer den Sachverhalt vereinfachenden geometrischen Darstellung

nach [ 4 ] veranschaulicht werden kdnnen.

"
(£ -#%)

Z1#7+£%)

fN

Abb. 5.4.1

Benutzen wir (5.4.5), so ergibt sich aus der Gleichung (5.4.2) folgende
Abschédtzung:

[ F, FRFe) = £ =47, #5050 = £7150 ]

=[£= =7 £5%.1 — £ 15

I . (5.4.7)
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Ndhern wir den Zustand f durch einen statisch zulédssigen Vergleichszu-
stand;{wan, so ergibt sich unter Bertcksichtigung der Schwarzschen Un-

gleichung (4.1.20) sowie (5.4.6) die Abschdtzung

v

(£, £5%0) = £7150 ) = (£, 750 — £71%0 )|

= || FT =7 £5x%) — FT%0 | (5.4. 8)

mit gleich groBer Fehlerspannweite wie bei der Anndherung von F durch
F7in (5.4.7).

Wird der Zustand # in der Gleichung (5.3.9) durch das arithmetische
Mittel eines geometrisch zulé&ssigen Vergleichszustandszfﬂund eines sta-
tisch zulé&ssigen Vergleichszustandsdeangenéhert, so ergibt sich unter

Bertlicksichtigung von (4.1.20) sowie der Abb. 5.4.1:
£, #%%) = £7%) ) = FLFT+F7 #7%0 —£715) )
= -F(F7+F7) FT%) — £z

=217 =7 750 = F 1R | (5.4.9)

Unter Bericksichtigung der Abschdtzungen (5.4.7), (5.4.8) oder (5.4.9)
erhalten wir aus (5.3.9) folgende Gleichungen fir punktweise N&herungs-
l6sungen und Eingrenzungsspannweiten geometrischer oder statischer

FeldgréB8en eines unbekannten Zustands f :

% (5 p,u ) + (6700, £ + [P T “%ellg, [P %, T 15,

+{ J[N, FEx) — £71R) } (5.4.10)

(5.4.11)

| F iz = F R | S0 F#7 = £7 M #5%e) ~ £7150
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Fop (%l = (B QFl) + (€%, %) +[ P',a”(zl]pp—fﬁ”(k‘,l, a*]&

+{+% fug()?o) ‘fu(f\%l ) (5.4.12)
| F iRl = Fop (Rl <1 == | £7(%0) = £71501 (5.4.19
Fsi®) =14" A% |+ (E(F.) ) EX)+LPY LLL”()’&;]FP—[%”(»?J,&‘JF“
t :2‘/' [+7+F7, JF%()?-:)‘J‘UN(EI} (5.4.14)

| Fife) = Fus (%ol £ 215 = £~ #7750 = #10)]

=LV £ HFm £ 204747

S
v U~ v
.\/{f{xo),f(x, +{§% %), Frea)- VAEQTAR S ALIR
(5.4.15)
Zur punktweisen Eingrenzung unbekannter FeldgréBen des Zustands f nach
den Gleichungen (5.4.10-5.4.15) wird lediglich die Existenz der Norm

(% U~
der Differenz der Vergleichszusténde f~(Xo) / f"{)?o) , nicht aber die

o
Existenz der Norm des Fundamentalzustands f(Xe) vorausgesetzt [4 ].

Die Norm | £* - #~|l in den Gleichungen (5.4.11), (5.4.13) und (5.4.15)
kann auch durch die Differenz des Gesamtpotentials 7(#") und des konju-

gierten Gesamtpotentials nc(f“) ausgedriickt werden:
P ~nl ~ o~ ~ ar ~
£ = FTET) T FEI -2 (4T 45 (5.4.16)

Unter Bertlicksichtigung der Gleichung (4.1.31) ergibt sich:
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| #= £~ 12 =47 71 =24 B a~ =20 P a1,

=27 =2 (£7) (5.4.17)

mit
2T (™) ={#7# ) =2(p ] =20 P Q™ 1g, (5.4.18)
2T A7) =S5 F7 2 (8% 2 PR T T - 5.419)

Analoge Umformungen der Norm ";F*7§%)-ﬂf”722]" fihren unter Bericksich-
tigung der Gleichungen (5.1.7) und (5.1.9) zu

| £%%) = £ %) |* = 2 T (#7150) = 27T (£=%01) (5.4.20)
mit §
v U'v U~ = _ —L:'.v _
2T (£ Rl = F71Ro), F (%o} = 20 Pt%e), W (Rl ], (5.4.21)
- 217 (£l (£, FAR N} ~2[P™ %), %0 15, (5.4.22)

so daB die Fehlerspannweiten auch in folgender Form dargestellt werden

kénnen:

| Fixi = F,, (%l é\[l__z (#7127 (#=)1[ 2 T {#7%) -2 (£~150]

(5.4.23)

(5.4.24)

|?(:\.’-oj—ﬁz ()—(.oll—'—_' | 3[’()-?0)_}‘;/4{)-(-;}

| F %) - Fug (R I-éé’\fz Ti#~) = 2 m (£=1 02T (£ Ty =27, (# (xo:)]

(5.4.25)
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In den weiteren Betrachtungen benutzen wir zur Bestimmung von punkt-
weisen Ndherungsldsungen und Eingrenzungsspannweiten die Gleichungen
(5.4.14) und (5.4.15), sie enthalten als Sonderfdlle die Ldsungen nach
(5.4.10), (5.4.11) und (5.4.12), (5.4.13).

Geometrisch zuldssige und statisch zulé&ssige Vergléichszusténde kon-
struieren wir aus Linearkombinationen von Koordinatenfunktionen mit
freien Koeffizienten, die so bestimmt werden, daB die Fehlerspannweite

nach (5.4.15) minimal wixd.
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6. PUNKTWEISE EINGRENZUNG VON FELDGROSSEN ALLGEMEINER

ELASTISCHER ZUSTANDE UNTER VERWENDUNG VON VERGLEICHS-

- v v _
GRUNDZUSTANDEN o , $o (%] B2ZW. £5 , ¢ (Xe) UND LINEAR-

KOMBINATIONEN VON LAST- BZW. EIGENSPANNUNGSZUSTANDEN

Mit Hilfe der Gleichungen (5.4.14) und (5.4.15) kSnnen aus den einmal
fir ein Problem der linearen Elastizitdtstheorie aufgebauten Vergleichs-
grundzustdnden ;{,H, ff’, JCU:(,?O ) fu ?()‘(', ) lokale Néherungsl&sungen mit Feh-
lerspannweiten bestimmt werden. Zur Ermittlung genauerer Niherungslo-
sungen mit kleineren Fehlerspannweiten konstruieren wir in dem Kapitel
6.1 aus den Vergleichsgrundzustinden £7 ) 3{”(?,) bzw. fo ) fv:’( Xo) und
Linearkombinationen von Lastspannungszustdnden g' bzw. E:.genspannungs-
zusténden g':; verbesserte Vergleichszusténde f,, I} f? (Xo) bazw. :fm f JL (Xp}
In den Kapiteln 6.2 und 6.3 werden die Gleichungen fir punktweise N&he-
rungslésungen und Fehl:—:rspannweiten in den Vergleichszustédnden f,,N,

f: / f‘;ﬂ (Xo] und f: {Xs) fir beliebige Approximationsgrade sowie be-
liebige Basisfunktionen formuliert und nach einer in [12] verwendeten

Schreibweise kurz und tGbersichtlich dargestellt.
~ o vu - Ve
6.1 Entwicklung der Vergleichszustédnde f,, f., ,f? («\’a}’fr (Xo)

Zwei geometrisch zuldssige Vergleichszusténde }:’ und f,T unterscheiden

sich aufgrund des Zusammenhangs

/ / /
(Fn=Fo)=(F~ f)"(JL o) e, X (6.1.1)
nur um einen Lastspannungszustand [ 5, 30 ]. Daraus folgt, daB aus jedem
geometrisch zuldssigen Vergleichszustand ff durch Addition einer
Linearkombination von Lastspannungszustanden g:.'L ein neuer geometrisch
zuldssiger Vergleichszustand f: entwickelt werden kann:

Y ai e PR
fn = £ +aq; g: 9‘,/ € &} (6.1.2)
(. =71n.
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Die Konstruktion geometrisch zuléssiger Vergleichszusténde f",’ wird
durch die Gleichung (6.1.2) wesentlich vereinfacht, weil die Lastspan-
nungszusténde gi im Gegensatz zum Vergleichsgrundzustand 3‘: nur die
homogene Kompatibilitdtsbedingung (3.2.7) und die homogene geometrische

Randbedingung (3.2.4) zu erfillen brauchen.

Die Differenz zweier statisch zuldssiger Vergleichszustédnde ff’ und f::

ist ein Element des Raumes der Eigenspannungszustinde dm [5, 30]:
= =~z " // d v
(Fm L) =1 £ ~(F~Fp ] €Hmec . (6.1.3)

Aufgrund dieses Zusammenhangs kann aus jedem statisch zul8ssigen Ver-
gleichszustand 3‘9"" durch Superposition einer Linearkombination wvon
Eigenspannungszustdnden g ein neuer statisch zuléssiger Vergleichszu-

stand fm konstruiert werden-

, oz = ~= /N 6:;6 RI/ -
fo =55 + 9y 9 € Hm©C £ (6.1.4)
4 = 11, m .

Die Eigenspannungszustéinde gg brauchen im Gegensatz zum Vergleichs-
grundzustand .ﬁ% nur die homogene Gleichgewichtsbedingung (3.3.5) sowie
die homogene statische Randbedingung (3.3.6) zu erfillen; dadurch wird
die Entwicklung weiterer statisch zuldssiger Vergleichszustédnde fmw

wesentlich erleichtert.

Analog zu den vorangegangenen Uberlegungen lassen sich auch fir die
Regularzustande :f” _{- Greenscher Zustdnde verbesserte Vergleichszu-
stande f? Xo) bzw. JC'P (Xo) aus den Vergleichsgrundzustinden

f 0 {Xa) bzw. f » {Xo] und einer Linearkombination von Lastspannungs-

zustdnden gk bzw. Eigenspannungszustdnden g1 entwickeln:

UM

L/~ u~ v / C/( = ,R/ /

fg (%) = fo (%) + Cf Ga 9% € Xy (6.1.5)
k =119,

Ve Yoo _ Ve I 0
Fo Rl = £ 1% + d; g, 9" € #p c (6-1.6)
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Die Konstruktion von Vergleichszustdnden ;fi(I&} nach (6.1.5) bzw.
von f /o (Xo) nacuh (6.1.6) ist bei Kenntnis der Vergleichsgrundzusténde
f,, (Xo] bazw. ff(i"a} einfach méglich, weil die Zusténde g]'( bzw. gI
nur die homogenen Formen der geometrischen Bedingungen (5.1.8) und
(5.1.7) bzw. nur die homogenen Formen der statischen Bedingungen

(5.1.10) und (5.1.9) zu erfiillen haben.

6.2 Allgemeine Formulierung der Gleichungssysteme zur Be-

stimmung der Koeffizienten der Vergleichszusté&nde
~ ~= U~,_ Yoz
fa ) fm,ch{Xo/,Jc"p (Xof

Dle Koefflzlenten a, i’ b ' ck und d’i‘ der Vergleichszustédnde f,, L:’,

fq {X.] und ff, {Xe) 51nd so zu bestimmen, daB die Fehlerspannweite
nach Gleichung (5.4.15)

FsPwizm = L1#2 =70 frw=fg &l =Min  (6.2.0

minimal wird, d.h. die Quadrate der Normen

||f:‘fn~||2 =Mrn (6.2.2)

und

2 .
=Min (6.2.3)

| £ 150 = Fq %)

minimale GrdBen annehmen. Aus der Forderung nach Minimierung der Feh-
lerspannweite ergeben sich zur Bestimmung der Koeffizienten der Ver-

gleichszustédnde vier lineare Gleichungssysteme:

~"f - £ =0 =11 n (6.2.4)

||f~"‘f |* =0 r=11 m (6.2.5)

I “’l“&

2
=0 T="7149 (6.2.6)

| £71%.) — F4 (%

V)

T

g‘?g—zll Fp(&el = £ (R =0 T="9p. (6.2.7)

<
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Nach (4.1.17) ist die Norm eines Zustands f Uber das Skalarprodukt de-
finiert, so daB die Gleichungen (6.2.4)-(6.2.7) wie folgt dargestellt

werden kdnnen:

2 Y ad N AR AL O
Qa:”fm J[n ” “QQ;{fn,fn} {fn,f' } 0

T="71n (6.2.8)

9 [~ ~ 2__; ~ =1 __ 9 ~ ~ _

T=71 m (6.2.9)

} _.J(?’w{)?ollz

D

—"du,., {f? (%ol %q (%o ) = ac“:; (£§ (%) $5 (%)) =0

=719 (6.2.10)

el %)= 5 &l

=§aqg{f;(?\;o),f:{'¥o)} "'2 {J[Q(Xo f/a()(o’} 4

e
=71 p. (6.2.11)

Das gemischte Skalarprodukt eines geometrisch zuldssigen Vergleichszu-
stands und eines statisch zuldssigen Vergleichszustands kann nach der

Gleichung (4.1.31) auch in der Form

(F7 fmy=(pnay)+ [P ay I, +[Pr @ I - (€7, &%)

(6.2.12)
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oder unter Einflihrung der Abkilirzungen

CPY AT =(prax]+[ P ay le, (6.2.13)
[ o, ur] = {/5:' a* ]Fu - .C'fq éa‘} (6.2.14)

in der Darstellung

(F o Fm =[P £l +[F7, u*] (6.2.15)

geschrieben werden.

Analog zur Gleichung (6.2.15) 148t sich das gemischte Skalarprodukt
eines geometrisch zuldssigen Verglelchszustands _f (%) und eines

statisch zulassigen Vergleichszustands f1g(25] in der Form

{f?'v(';\_'rll j‘;(?{‘)} == *Xo _7(? $o }] + [J[P(XO ’(af] (6.2.16)

angeben.

Ausgehend von dem gemischten Skalarprodukt

(7 il = (45, 471+ (52, 67 gl 3+ { av gl £7)

L ="711n
7’ =917 m (6.2.17)

bzw.
{f,i"(,qc,’ f;(fol |

v

={ £, (%, Foxa) +{F(%, fgL}+{Ck%4f (%) ]

A=174
L= (6.2.18)

ergeben sich unter Bericksichtigung der Gleichungen (6.2.15) und
(6.2.16) sowie der Definition der Lastspannungszustdnde g;, gL bzw.

der Eigenspannungszusténde gg, g; die gemischten Skalarprodukte zu:
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R o el B DA S }+fbjgj,u.]+[/3 a;g/1

[ = 11 n
:]‘ = ’]l 7 m (6.2.19)

{ f‘:f(z;,f: wal) =1 1 o) £+ Ld T gf ] + [P%1,Cy 91 ]

h=119
(=71 P. (6.2.20

Fihren wir die gemischten Skalarprodukte in der Darstellung (6.2.19)
bzw. (6.2.20) in die Gleichungen (6.2.8), (6.2.9) bzw. (6.2.10) und
(6.2.11) ein, so ergeben sich die linearen Gleichungssysteme zur Be-
stimmung der Koeffizienten der Vergleichszustdnde in der allgemeinen

Darstellung zu:

(g! gr]al =—{£79:) +[ P gr] (=440

(6.2.21)

" // S o~ N " .
(%.,9,’.] [;j- —_——{fo’gT} +[9,-, ] 7,7 = 1 m

(6.2.22)

{ 94! E?; } (;;7 =='"'{.f;vﬁ&},9i~j +'[-F>x(?o),f?;-] Aﬂ’T =:/Z'Z ?

(6.2.23)

reony g (o 0o,
(9, 6.3 d7 =—{47%), gt [ g, W RI] L= p-

(6.2.24)

Wahlen wir fur die geometrisch zuldssigen Vergleichszusténde.fz' und
L7{Xo} den gleichen Approx1mationsgrad n=q bzw. fiir die statisch zu-

lassigen Vergleichszustéande _f", und ‘f? (Xo) m=p, so lassen sich die

Gleichungen (6.2.21) und (6.2.23) bzw. (6.2.22) und (6.2.24) formal zu

je einer Gleichung mit zwei rechten Seiten zusammenfassen:
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r~{f:/9;'}+[lo*,9;—] ,C/Z\;:Q'E'

L?;I?;} a{v==4
| F{f:(’@h?;}+[P*<»?u),g$] Lalk=cy
LT=T1n=9 (6.2.25)
BT AR IT A0S i

'\m
{%r b =
Vo V] N Ah_.:_ Y
R, g} F (G 0 RAT BT =

51 T=T1Tm=p.  (6.2.26)

6.3 Allgemeine Formulierung der punktweisen N&herungsldo-
sung und Fehlerspannweite von Feldgr&6B8en allgemeiner

elastlscher Zustande in den Vergleichszustdnden

fn,frn,fq()ﬁ),acf; {Xa

Aus der Gleichung (5.4.14) ergibt sich unter Beachtung der Gleichungen
(6.2.13) und (6.2.14) die punktweise Ndherungsldsung zu:

Foy (%) = [ P #5011 = [ 57 (%), U*]

+i{ +3Lm,JL7o (Xo) —JEJ?N(;\T‘:}}I. (6.3.1)

Ersetzen wir in (6.3.1) die gemischten Skalarprodukte nach (6.2.15) -
durch

(7 i) = [ PR, #5714 L5170, w] (6.3.2)

bzw.

(7 #7150 = [P £5 17 T+ [ #5, k] (6.3. 3



- 41 =

so ergibt sich unter Berlcksichtigung der Vergleichszustdnde nach den
Gleichungen (6.1.2), (6.1.4), (6.1.11) und (6.1.12) sowie des Zusammen-
hanges (5.3.1) und (5.3.2) die punktweise N&herungsldsung zu:

Foml= [P Ew]- [ £, (%), u']

f (Yoi] = L0 £% 0, u )

NIA NIA
"ﬁ

[P rxoi,f “1- 2047 Zrl

F LA Fa] = BLET £

+ 2 P g T+ 3 [ PR, a7 9i]

—L(55 Cr ol ) — HHalgl, £} - $La%9! &g
- :ZL[al”fgL”, u_"]—%[ 6;9;, wrz]

+LES G T T 9f TR 67,479,

l' = //, ’/’ i
C =41
k=119
L= T (6.3.4)

oo o
Der Index u des Zustands J[u (Xe] bzw. des Index X des Zustands fx (%)
o

weist darauf hin, daB der Zustand fu. (¥») durch ein Verschiebungsfeld
o
U(X,) bzw. der Zustand #, (¥.] durch einen Spannungsfunktionentensor

X{(x,) reprasentiert wird.
X\Xo

Fihren wir fiir die geometrisch zulédssigen Vergleichszusténde _-f-: und
ch (Xs] den gleichen Approximationsgrad n=q ein, so sind die Last-

spannungszustande

/ / / /
) i edHn=dqg CH Gh=T7n=9 (6.3.5)
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. '

Elemente eines n=g-dimensionalen Hilbert-Raumes ?fn . Wahlen wir auch
v

fiur die statisch zuldssigen Vergleichszusténde fz und 3‘; (X.) den

gleichen Approximationsgrad m=p, so sind die Eigenspannungszustinde

v i 4 " "
9]. , y‘ & %m =ZZP - 3[ \7'/ [:Z//,mzp (6.3.6)

"
Elemente eines m=p-dimensionalen Hilbert~Raumes & - Formen wir in der

Gleichung (6.3.4) das Skalarprodukt {a’ g ' c } fir n=q unter Berick-

%9k

U~ n
sichtigung der Gleichung (6.2.21) sowie das Skalarprodukt {bjgj, digl}

fir m=p unter Beachtung der Gleichung (6.2.22) um, so ergibt sich die

Gleichung zur Bestimmung der punktweisen Ndherungsldsung zu:

Foszi= [P A= [Az), U]
+ LR Fma] = S £7m, &'
+ 2 [P x, #71- S [ £, &ixa]

+ LLFS FRw) = LLF £T1R0)

(6.3.7)

Die Fehlerspannweite der punktweisen Ndherungsldsung (6.3.4) bzw. (6.3.7)
ergibt sich nach (5.4.15) zu:

/ 4 [ ~ ua—: U~
FSPW R =|Fi&) =T k| = Z £l = Fn ll fp ) = £y im0

= I\ 4 4+ £ - 204 4]

1

\/{ {xo),f,rfol +(JL,F(X0 3‘7@ o (%)} 2[:‘7()(0} fml.

(6.3.8)
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Ersetzen wir die gemischten Skalarprodukte in (6.3.8) durch die Glei-
chungen (6.2.15) bzw. (6.2.16), so erhalten wir unter Einfihrung der
doppelten Gesamtpotentiale bzw. der doppelten konjugierten Gesamtpoten-

tiale der Vergleichszusténde

2l ={F0 £ 1= 2 [P £, ] (6.3. 9)
=2t )= {0 Fml— 2 [ 7, U ] (6.3.10)
2T (3“;72,1} = (f«}'(z;,f/{mj -2 [P"(»?.),fu;()?,)] (6.3.11)

~ 27 el = {F5R) 45 0] =2 [ TR, W] 6312

die Fehlerspannweite 2zu:

Fspwisi- NI 2mi5)-2m (#2110 2755z -2, (7%0] -

(6.3.13)

Setzen wir in die Gleichungen (6.3.9)-(6.3.12) die Vergleichszusténde
(6.1.2), (6.1.4), (6.1.11) und (6.1.12) ein, so erhalten wir unter Be-
ricksichtigung der linearen Gleichungssysteme (6.2.21)-(6.2.24) die
doppelten Gesamtpotentiale bzw. die doppelten konj%gierten Gesamtpoten-

~ v, - —
tiale der Vergleichszustédnde f,, f:,f;()(o) und f;{)(o} zu:

2 it = £ =2 0Py #7014 [ {45, 9/} =[P 9: 11af

(=11n (6.3.14)

Tl |= (454512 (£ L1+ [ (42,973~ (97, w11 67

17="4"14m (6.3.15)
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2% ={Fo (%ol Fo (%)Y — 2 [ PYixe), #5150 ]

H£1%), e ) = [ P %), G115
k=119 (6.3.16)

=2 .7‘; (%ol] ={£71%,), f:”()?,;} —2[ £5%), LR)]

H{£0%,9'Y = [ g/, utixa]1d,”
L=71p. (6.3.17)

-~ v
Fir die bekannten Koeffizienten a;, b;, cﬂ

de (6.1.2), (6.1.4), (6.1.11) und (6.1.12) kann die Fehlerspannweite

zur punktweisen Ndherungslésung (6.3.7) nach (6.3.13) unter Berticksich-

Vx
und dl der Vergleichszustén-

tigung der Gleichungen (6.3.14)~(6.3.17) berechnet werden.
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7.  SPLINEFUNKTIONEN 5" (x;), s™™(xqy,x2), S"™ (xq,x2,x%3)

GEBILDET AUS FUNDAMENTAL-SPLINEFUNKTIONEN M?(xi),

Mi (x5 (x2), M3 (x1) M5 (x2) M (x3)

Zur lokalen Eingrenzung elastischer FeldgrSBen mit Hilfe der vorange-
gangenen Betrachtungen mﬁssén Vergleichsfunktionen der Vergleichszu-
stande £, :F”, fu <, fu"'"' entwickelt werden, die bestimmte problemabhingige
Stetigkeitsbedingungen und Randbedingungen zu erfiillen haben. Ein be-
deutendes Kriterium fir die Wahl der Ansatzfunktionen ist neben der
Vollsténdigkeit des Funktionensystems die Moglichkeit der einfachen
Anpassung der Ansatzfunktionen an zu erfillende Rand- und Stetigkeits-
bedingungen. Dariiber hinaus sind Ansatzfunktionen zu bevorzugen, die
auch fir eine grdBere Anzahl unbekannter Koeffizienten numerisch sta-
bile Gleichungssysteme aufbauen. Weitere Gesichtspunkte bei der Aus-
wahl der Ansatzfunktionen sind eine mbglichst genaue Anfangsapproxima-
tion der Vergleichsfunktion bei geringer Anzahl von unbekannten Koeffi-
zienten sowie eine hohe Konvergenzgeschwindigkeit. Vorteilhaft im Hin-
blick auf einen geringen Speicherplatzbedarf sind Ansatzfunktionen,

gebildet aus Basisfunktionen mit schmalen Supporten, weil damit Ma-

trizen mit Bandstruktur schmaler Bandbreite aufgebaut werden.

Klassische globale Ansatzfunktionen, wie z.B. Polynome oder trigono-
metrische Funktionen bereiten bei der Erfillung wvon Randbedingungen
Schwierigkeiten und kdénnen bei héheren Ansatzgraden zu instabilen
Gleichungssystemen fihren. Die in dieser Arbeit verwendeten Spline-
funktionen erfiillen dagegen weitgehend die aufgestellten Auswahlkri-
terien, sie sind deshalb in besonderem MaBe als Ansatzfunktionen fiir

die Vergleichsfunktionen geeignet.

Die Entwicklung der Splinefunktionen geht auf die maBgebenden Arbeiten
von Schoenberg [31,32,33,34,35,36], Courant [37] und Holladay [38] zu-
rick. Schwerpunkte der Anwendung der Splinefunktionen in der Numeri-

schen Mathematik waren zundchst die eindimensionale Interpolation und
Approximation von Funktionen [31,32,36,39,40,41]. Die Erweiterung auf
zweidimensionale Interpolations- bzw. Approximationsprobleme wurde in
den Arbeiten [42,43,44,45] vorgenommen. Weitere Entwicklungsschwer-

punkte waren die numerische Integration [46], die numerische Differen-

tiation[47], die L&sung gewdhnlicher Differentialgleichungen [48] und
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Integralgleichungen [49] mit Hilfe von Splinefunktionen. Einen Uberx-
blick Gber die Anwendung der Splinefunktionen in der Numerischen Mathe-
matik geben die Beitr&dge in den KongreBberichten [50,51,52] sowie die
Monographien [53,54,55]. Antes [56,57,58,59] verwendete erstmals die
von Curry und Schoenberg [33] eingefiihrten Fundamental-Splinefunktionen
als Koordinatenfunktionen fir Rayleigh-Ritz-Ansdtze zur direkten Ldsung
von Variationsproblemen der linearen Elastizitdtstheorie, angewendet
auf Kirchhoffsche Platten, die sehr genaue Ndherungslésungen efgaben.
Kilberth und Weidner [60,61] verwendeten spiater Kardinal-Splinefunk-
tionen als Ansatzfunktionen zur Ldsung von Parallelogrammplatten. Nume-
rische Losungen von Schalenproblemen mit verallgemeinerten bikubischen

Splinefunktionen fihrte Mihlenbein [62] durch.

In diesem Kapitel werden Splinefunktionen Sn(xl), Snm(x1,x2) und
Snml(xl,xz,x3) mit einfachen oder mehrfachen Knotenpunkten aus Linear-
kombinationen der Fundamental-Splinefunktionen M?(xl), M?(xl)M?(xz)
sowie M?(xl)M?(xz)Mi(X3) gebildet, die durch die Wahl der Ordnung der
Splinefunktionen sowie der Vielfachheiten der Knotenpunkte vorgeschrie-
bene Rand- und Stetigkeitsbedingungen einfach erfillen k&énnen. Die ver-
wendeten Fundamental-Splinefunktionen [33] haben schmale Supporte und
bilden deshalb Matrizen mit Bandstruktur geringer Bandbreite, die gut
konditioniert sind und deren Speicherplatzbedarf bedeutend geringer

als der globaler Ansatzfunktionen ist.

e
7.1 Fundamental-Splinefunktionen Mg(xl) mit einfachen

Knotenpunkten

Gegeben ist eine monoton wachsende, reelle, unendliche Folge

DT Xy S Xy T Xy S X, T Xy LS X S (7.1.1)
der Elemente X140 die als einfache Knotenpunkte bezeichnet werden, mit
(€ Z (z :=Menge der ganzen Zahlen) (7.1.2)

nely w :=Menge der natdrlichen Zahlen), (7.1.3)

der Menge der Knotenpunkte

K, = { Xg0, (€ Z] (7.1.4)
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sowie

Lim x4 = +0o° (7.1.5)

(-—'>+ [~}

Lim Xq; =" =2 . (7.1.6)

(~> ~ oo

e
Eine Uber den Knotenpunkten (7.1.1) definierte reelle Funktion Sn(xi),
die folgende Bedingungen

(-4 n_z
Sn(X,,} e C (in der Umgebung von Xxi,) (7.1.7)
e, n
S (X’I): /D(_' (X1’ X4é()(4[IX1L'+4) (7.1.8)
mit
7 ( Th :=Raum der Polynome 7.1.9
/:1 (X:] € Tn n-ter Ordnung) (7.1.9]

erfiillt, wird nach [31,32,33] als Splinefunktion n-ter Ordnung bzw.
(n-1)-ten Grades bezelchnet Mit SP (K11) bezeichnen wir den Raum der
Splinefunktionen S (xl) zur Knotenmenge K11' Beschrédnken wir die Sup-

porte der Splinefunktionen S (x1) auf die Intervalle (xli'x11+n) mit

(=4

n f— -
STx,) =0 fir X, £ Xy, (7.1.10)
sowie

en

S5 (x,) =0 far X, = Xy, (7.1.11)

und fordern dariiber hinaus, daB

e,
/S (x1) dx, =7 (7.1.12)

erfillt wird, so erhalten wir die von Curry und Schoenberg [31,32,33]
eingefiihrten Fundamental-Splinefunktionen ﬁ?(xl) mit einfachen Knoten-
punkten. Ein bedeutender konstruktiver Zusammenhang besteht zwischen
den dividierten Differenzen und den Fundamental-Splinefunktionen, der
zur Entwicklung der Fundamental-Splinefunktionen benutzt werden soll.

Dazu fihren wir die abgeschnittene Potenzfunktion
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n-1 . _ X, for x, = 0

(7.1.13)
+

X4
0 fir Xx, < O

ein. Die dividierte Differenz n-ter Ordnung [53,54,63,64] der Funktion

Mn(*’f/; t)= nlt-x, 12—4 (7.1.14)

in Bezug auf die Variable t fir die Knotenpunkte

X1c, Xtewar o ) Xdien (7.1.15)

erhalten wir durch Anwendung der Rekursionsformel

n
A¢ (X1 *7[/ Xtivq, + - o) X4 )
d ,n
{X4L'_X4¢'+n}[ MU%ai X1 Xtcoqy -+ ) Xtienen)

n
-M (X4;X4[+,,,X4;+2’. c o) X0en )] (7.1.16)

bis zu
Iq] . n--1 . i
M %, 5= (X, = X )y V=01 0+n. (7.1.17)
Unter Verwendung der Abkirzung
/ ctn
oy (X4#} =-VZ_7£ (Xq/* = Xy, | (7.1.18)
X

ergibt sich die dividierte Differenz n-ter Ordnung der abgeschnittenen

Potenzfunktion (7.1.14) aus (7.1.16) zu:

¥ -1
==§§21F2(X?v"kﬁ)r

: (7.1.19)
Ve " w{xﬂv)

n
M (X”X"t'leﬂ-'!/ . /X"L’-f-n}
Die Funktion (7.1.19) erfiillt die Gleichungen (7.1.7), (7.1.8) und
e
(7.1.9); es handelt sich folglich um eine Splinefunktion Sn(x1) mit
den einfachen Knotenpunkten (7.1.15), die dariber hinaus nach (7.1.13)
die Gleichung (7.1.11) erfidllt, d.h. fir xlz:x11+n gleich Null ist.
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Fir alle xj gxj3; ist die Funktion (7.1.19) ebenfalls gleich Null, er-
fillt damit die Gleichung (7.1.10), weil die dividierte Differenz n-ter
Ordnung eines Polynoms (n-1)-ten Grades, das die Funktion (7.1.14) fir
X) $X1y darstellt, gleich Null ist. Mit Hilfe des Satzes von Peano kann
gezeigt werden, daB (7.1.19) die Normierungsbedingung (7.1.12) f£fiir die
Fliache unter einer Fundamental-Splinefunktion erfallt [32,33]. Bei der
Funktion (7.1.19) handelt es sich folglich um eine Fundamental-Spline-
funktion ﬁ:(xl) n-ter Ordnung bzw. (n-1)-ten Grades mit den einfachen

Knotenpunkten (7.1.15)
€n h

1

(+n nix *’)n-
§ v —X1)+
= . 7.1.20

e Cb(*?w) ( )

Curry und Schoenberg [33] haben gezeigt, daB die Fundamental-Spline-
funktion (7.1.20) im Intervall (xj,,x3;,.) strikt positiv ist:

e
n
M[ (x4) >0 far X, € (X147, X1:4n)- (7.1.21)

Fir konstante Schrittweiten Hyy=%1441-%14=Hj=konst. mit j=i,1, (i+n-1)
sind die Fundamental-Splinefunktionen (7.1.20) erster, zweiter, dritter

und vierter Ordnung in der Abb. 7.1.1 graphisch dargestellt.

Jede Splinefunktion gn(x1)€SPn(K11) kann eindeutig als Linearkombina-
tion der Fundamental-Splinefunktionen ﬁ?(xl) dargestellt werden, weil
die Fundamental-Splinefunktionen (7.1.20) fir alle xleklinear unab-

héngig sind und eine Basis des unendlich-dimensionalen linearen Raumes

SP;(Ky,) bilden [32]:

€n

+ oo
e
5’,(/\’4} = 2 c/ ML‘ (Xq) - (7.1.22)

(= ~Oe

Die Summe in (7.1.22) beschrénkt sich fir feste x4y auf maximal n Sum-

manden; Konvergenzprobleme treten folglich nicht auf.
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Abb. 7.1.1
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Betrachten wir ein endliches Intervall [a,b] mit
2zZzn+1 (7.1.23)

einfachen innerhalb des Intervalls liegenden Knotenpunkten

A= Xg, < Xg, < .. . < Xq, , < Xg,=D, (7.1.24)

2=1

so folgt aus (7.1.22), daB die Fundamental-Splinefunktionen (7.1.20)
€ n
M (x4) gar (=7-(n-7),7,9-1 (7.1.25)
eine Basis des m-dimensionalen Raumes SPn(K12) mit

m= 2+n-—-2 (7.1.26)

Uber

2, =2 +2(n-1) , (7.1.27)

einfachen Knotenpunkten der Knotenmenge

/f/;z ={ X1,; V= 1-(n=1],1, 2+ {h-’l}} bilden, (7.1.28)

von denen die Knotenpunkte

y=71-(n-1),1,0
X1, (7.1.29)
v =0+1,1 0+ (n-1]

auBerhalb des Intervalls [a,b] liegen.
e
Jede Splinefunktion Sn(xl) zu den Knotenpunkten (7.1.28) kann folglich

als Linearkombination der Fundamental-Splinefunktionen (7.1.25) gebil-

det werden:

2-1 e
e n
\Sn'/X4} -—___:_-’ j_—:( ft’ M[ (X4) X4 & [X44[X40‘]' (7.1.30)
(=1=(n-1

Die Linearkombination der Fundamental-Splinefunktionen nach (7.1.30)
eignet sich als Ansatz zur Interpolation und Approximation von Funk-
tionen einer unabhingigen Variablen [31,32,50,65]. Dartiber hinaus
kénnten aus (7.1.30) Vergleichsfunktionen fir d%e in d%9 Kapiteln

3. - 6. behandelten Vergleichszustinde ¥ fp, £ und # ¥, in diesem

Kapitel vorerst beschrdnkt auf eindimensionale Probleme, entwickelt
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wexrden. Die Voraussetzung fir Konvergenz im Mittel der Vergleichsldésung
gegen die exakte Losung bei wachsender Knotenpunktanzahl sp, die Voll-
sténdigkeit des verwendeten Funktionensystems bezliglich der (n-2)-mal
stetig differenzierbaren Funktionen, wird von den Fundamental-Spline-
funktionen (7.1.25) erfallt [33,66,67]. Problematisch ist die Anpassung
des Ansatzes (7.1.29) an zu erfiillende Rand- und Stetigkeitsbedingungen.
Benutzen wir jedoch Fundamental-Splinefunktionen mit mehrfachen, nur
innerhalb des Intervalls [a,b] liegenden Knotenpunkten als Basis, die
im Kapitel 7.2 eingefiihrt werden, so kénnen vorgeschriebene Rand- und
Stetigkeitsbedingungen durch die Festlegung der Vielfachheiten der Kno-
tenpunkte leicht von s” (xq) erfillt werden.

7.2 Fundamental-Splinefunktionen Mg(x1) mit ay-fachen

Knotenpunkten

Durch Aufhebung der Restriktion des Nichtzusammenfallens von Knoten-
punkten (7.1.24) erweitern wir die Klasse der Splinefunktionen
gn(xl)ECn—Z(a,b) auf Splinefunktionen Sn(xl) mit oy-fachen Knotenpunk-
ten, die in der Umgebung der Knotenpunkte ilv genau (n-1l-ay)-mal stetig

differenzierbar sind.

Das Intervall [a,b] wird durch

N= n+1 NelN (7.2.1)

verschiedene Knotenpunkte

< X, x, < X =5b (7.2.2)
X42< . . . < X1”.4 X1 - A

a =X "

1

der Vielfachheiten ayENmit

//éacyén V=//'7//V (7.2.3)

) aufgeteilt.

in (N-1) Teilintervalle (xq,,%1 4

Die Vielfachheiten o, der Knotenpunkte X; 6 werden durch
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~

Xog P75 Xay T Xy T T Xag,

~ . — — 4
qu. = X,,$4+4— X,,d'q_‘_z—- .. —X,,‘,L‘,_M{'z (7.2.4)
X”N' - X4&1+¢2+. . .+d-”_4+1 - X1dv1+d-2+- . .+¢N—1+2 o - :

=X
4dd'+d-2 +.. .+¢”
definiert.
Im Intervall [a,b] liegen folglich
N
g = § L, =Z N+1 2elV (7.2.5)
V=17
Knotenpunkte
= el - — Y

A= Xq, & Xg, & .. .= X, =b, (7.2.6)
die der Restriktion

. < "= g ] - 7.2.

X1, < Xtrun ¢ 7,1 9= h (7.2.7)
unterliegen.
Die Knotenpunkte ilv bilden die Knotenmenge

lasd

K43=I{X4,,; v="14N]. (7.2.8)
deren Vielfachheiten a,, im Inzidenzvektor

o = (oty, oy, - - . oy ) (7.2.9)

zusammengefaBt werden.

Eine lber den Knotenpunkten (7.2.2) der Vielfachheiten (7.2.9) defi-
nierte reelle Funktion wird als Splinefunktion n-ter Ordnung bzw.
(n-1)-ten Grades bezeichnet, wenn Sn(xl) in der Umgebung von ili genau
{n-1-0;)-mal stetig differenzierbar ist und in jedem Teilintervall

(§11,§11+1) durch ein Polynom n-ter Ordnung dargestellt wird:
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:Sn(xa} € (: n=- in der Umgebung von §1i, (7.2.10)
n n ~ o

5 (x,) = P[ (X4) X, € (X”E IX'fc'-M)’ (7.2.11)

P e T : (7.2.12)
(%) € T - 2.

Dartliber hinaus fordern wir, daB

] |
S'ixg) =0 fir X, € (X1,, %, (7.2.13)
erfillt wird [33]:

Der Raum der so definierten Splinefunktionen Sn(xl), den wir mit

SPSn(K13,a) bezeichnen, wird aus allen Funktionen der Form

N oi~1
CH = Z Z b g n--k (7.2.14)
{X4) - 7 — ¢ (Xﬂ' - X4 ).{. e

n-1-k
+
mit i=1,1,N und k=0,1, (a;-1) sind linear unabhéngig und bilden eine

gebildet. Die abgebrochenen Potenzfunktionen (ili—xl) ESPS(K13,a)'
Basis des Raumes SPS(K13,a). Die Darstellung von Splinefunktionen in
der Form (7.2.14) hat aufgrund der groBen Supporte der Basisfunktionen
(ili-x1)f_1-k speziell fir die letzten Knotenpunkte Nachteile im Hin-
blick auf die Genauigkeit der Splinefunktionen Sn(xl), weil kleine
Fehler der Koeffizienten b? groBe Fehler der Splinefunktionen hervor-
rufen. Dariber hinaus erzeugen die groBen Supporte aufgrund der brei-
ten Uberdeckung voll besetzte Matrizen, die schlecht konditioniert
sein kénnen. Es ist deshalb anzustreben, die Splinefunktionen Sn(xl)
aus Basisfunktionen mit kleinstméglichen Supporten zu bilden. Aus die-

sem Grund beschré@nken wir die Supporte auf die Intervalle

[)‘"’[; Xfl,_'.“., ] fir (= /’,’/, 2-nN (7.2.15)
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die je nach den Vielfachheiten &% mit

A
2= N =n+1 (7.2.16)

verschiedene Knotenpunkte enthalten. Erfiillen die tiber den in den In-
tervallen (7.2.15) liegenden Knotenpunkte der Vielfachheiten al

v
T Xfpeg = 0 T X"£+(e?_§—4)
. = . . =, , , = . . A (7.2.17)
)QL+¢‘ X9L+4¥+4 ch+£§+(¢§‘ﬁ
LA AL : =L L =Xy A, A, :
X1 +at+at .. .+o€(‘"‘,_4’ Titds+els+. - +(La-1)
definierten Splinefunktionen
/\n /\n
S Xa) =97 (Xa; Xa:, Xainy - o oy Xdian ) (7.2.18)

auBerdem die Normierungsbedingung

+ oo
A
/5?()(,,; dx, =1, (7.2.19)
-0

so erhalten wir (s-n) verschiedene Fundamental-Splinefunktionen [33]
A A
n n h .
Mot = S0 0l =S¢ (X Xy Xagaqy - =+ ) Xtcan] j E=T %0,
(7.2.20)

die im Intervall [xli’x11+s-1] linear unabhéngig sind und eine Basis
des Raumes SPSn(K13,a) der Splinefunktionen Sn(xl) bilden. Folglich
kann jede Splinefunktion Sn(xl) zu den Knotenpunkten (7.2.2) der Viel-
fachheiten (7.2.3) eindeutig als Linearkombination der Fundamental-

Splinefunktionen M?(xl) dargestellt werden:



- 56 -

-

n
n n
S (X4) = ¢ > c; M‘- (X,) . (7.2.21)
L-

Verallgemeinert man die dividierten Differenzen der abgeschnittenen

Potenzfunktion (7.1.16) auf mehrfache Knotenpunkte [64]

4}
MUty X1e) Xtcony o o oy Xage )
_ 1 df [ VL _ _
- j’! zx: n (X,,l' X1 ]+ fir X4L' ‘.X4‘—+1 - .. —)(4'£+j ’

(7.2.22)

so kénnen auch die Fundamental-Splinefunktionen M?(xl) mit mehrfachen
Knotenpunkten mit Hilfe der dividierten Differenzen n-ter Ordnung der

abgeschnittenen Potenzfunktion (7.1.14) entwickelt werden:

n _aqh
M[ (X1] = M (X1; X1, X1ceq) + - ) X1c4n |
f
1 n
-{;';: —Xh'-!-n) [M (X”Xq‘: 'X"L"MI v '}X'7L'+n-4,
n
-M {X"I'Xh'*'fz Xtce21- © ) X1c4n | ]
=9 (7.2.23)

far Xy F Xqo4n

_;1_ Cij [ n~1 ] .
j‘/ d)(f n[XA]"— X1’+ fir X‘f[=X1L'+4=:‘ . '=X1L'+j .

Die Fundamental-Splinefunktionen (7.2.23) zu den Knotenpunkten (7.2.17)
haben folgende bedeutenden Eigenschaften:



n —
Mi(xq) =0 far X, € (X1, Xtcenle (7.2.24)
n n-4—25
M { (X¢] € C ' in der Umgebung von
A
Xtpadg e atafon 2 =N,
(7.2.25)
Ar
d‘ M" °L'; = n-/’
Lo M, =0 e |
C/X,,t L ( 4IX4=X4,‘_ 0 = é < n_7_02'; ,
(7.2.26)
[ &
d* n Loy £ h—1
. =0 o2 (2
X ML {XH, _x fir A -
X4 : X4= X1i4n 0 =/ én_/,_oclx)' .
t
(7.2.27)
Fir &i=n ergeben sich die rechtsseitigen Grenzwerte zu:
o df n ¢t n! —(1+1)
Lim F—— M;x = (1) — 7 (Xq.., —X,.
£ Akl T ) Xg = Xq  +E [ }(n—’l—é)!( 1ien 0

[L=01n-1 (7.2.28)

bzw. fir &§=n die linksseitigen Grenzwerte zu:
4 / _
-4 n h! (1+1)

[ =0,1n-7. (71.2.29
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Die Splinefunktionen Sn(xl) nach (7.2.21), gebildet aus Linearkombi-
nationen der Fundamental-Splinefunktionen M?(xl), eignen sich in be-
sonderem MaBe als Ansatzfugkt&onen fir Vergleichsfunktionen der Ver-
gleichszustédnde f N, fgl fﬂ"f? weil die an die Vergleichsfunktionen
gestellten Differenzierbarkeitsbedingungen und Randbedingungen einfach
durch die passende Wahl der Ordhung n sowie der Vielfachheiten o, der
Knotenpunkte ilv von Sn(xl) zu erfillen sind. Die Fundamental-Spline-
funktionen Mi(xl) bilden in [a,b] fir s + » eine vollstindige Funktio-
nenfolge [33,66,67). Vorteilhaft im Hinblick auf die numerische Stabi-
litadt der zu l8senden Gleichungssysteme (6.2.21-6.2.24) und den gerin-
geren Speicherplatzbedarf erweist sich die Bandstruktur der mit den

Splinefunktionen (7.2.21) als Ansatzfunktionen aufgebauten Matrizen.

Zur Entwicklung von Vergleichsfunktionen, die in (a,b) zweimal stetig
differenzierbar sein miissen, eignen sich kubische Splinefunktionen

S4(x1) nach (7.2.21) zu den Knotenpunkten

Q=X <Xy < o .= Xy, <K =b (7.2.30)

der Vielfachheiten

oh,= n= 4 (7.2.31)

mit den Fundamental-Splinefunktionen M:(x1),i=1,1,s-n nach Gleichung
(7.2.23). Die mit den Vielfachheiten (7.3.31) aufgebaute Splinefunktion
erfillt bisher keine Randbedingungen der Vergleichsfunktion. Eine An-
passung von S4(x1) an zu erfiillende homogene Randbedingungen wird iber
die Festlegung der Vielfachheiten oy bzw. oy der Randknotenpunkte ;11
bzw. X1y vorgenommen. Inhomogene Randbedingungen bestimmen die zuge-

hérigen Koeffizienten cy der Fundamental-Splinefunktionen in (7.2.21).

Fir dquidistante Knotenpunkte mit H11=(ili+1-ili)=al, i=1,1,N-1



- 59 -

A/

X1, = X1, = Xag T X153 T X4, j
M —

)(42 X1 )
)Qg = Xt )
& ——

X1y X1z /
X45= X'fé )

o, =4
oL, =7
oLy="1
oLy =1
otg="T

(7.2.32)

ergeben sich die kubischen Fundamental-Splinefunktionen Mﬁ(xl) aus der

Gleichung (7.2.23) zu:

4 4
My (xq)=M, (xy5X1,X15:%X13:X]4,X1¢)

-4, 3 o .2 1 2
=48, "[-B] (xq,-%,) -3H] (x1,-x1) -3H, (x3-%1)]

-(X14-x1)3 +- (xls—xl)_:: ]

4 4
M2(x1)=M2(xl;xlz,x13,x14,x15,x16)

1
2

—8(x15—x1)3 + (x16~x1)i]

4 4
My (g ) =My (%, X130%) 40 X150 X150 X1 )

=1
9

3
- 9(x1gxq)) + 2(x1,-x,)] )

4 4

M4(x1)=M4(x17x14,x15,x16,x17,x18)
1 -4 3 3 3
—ng [ (x14_x1 )+ -4 (}\115-}':1 )++6 (x16-x1)+

—4(x17—x1)i +-(x18—x1)i

-4 2 1 2 3
38, [12H1(x12~x1[F+1881(x13-x11++7(x14~x1)+

-4 2 3 3
H, [—18H1 (x13-x1)+-11 (X14—x1)+ +18(x15—x1 )+

).

(7.2.33)

(7.2.34)

(7.2.35)

(7.2.36)

Die Fundamental-Splinefunktionen (7.2.33-7.2.36) sind in der Abb.

7.2.1 graphisch dargestellt.
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In den Kapiteln 7.1 und 7.2 wurden eindimensionale Splinefunktionen

Sn(xl) betrachtet. Da zur Eingrenzung elastischer FeldgrdBen zwei- bzw.

dreidimensionaler Probleme die Kenntnis von Ansatzfunktionen mit zwei

bzw. drei unabhdngigen Variablen notwendig ist, werden im Kapitel 7.3

die zweidimensionalen Splinefunktionen Snm(xl,xz) und die dréidimen—

sionalen Splinefunktionen Snml(x1,x2,x3) entwickelt.

7.3 2wei- und dreidimensionale Splinefunktionen Snm(xi,x2h

Snml(xl,xz,x3)

Das Intervall [ay,by] bzw. [ag,by] wird durch

N= n+1
bzw.
M=z m+1
verschiedene Knotenpunkte
Y, < X < = <
a4 - X14 X’fz * fo X'IN_.
bzw.
[anad = ~
QZ - X2~1 XZz

der Vielfachheiten a,, bzw. BH mit

1 =a,= n

IN

T=pfu=m

in (N-1) bzw. (M-1) Teilintervalle (ilv,il

v <
< X,

Mm=14M

v+l

(7.3.1)

(7.3.2)

(7.3.3)

(7.3.4)

(7.3.5)

(7.3.6)

), (izu,i2u+1) aufgeteilt.

Die Vielfachheiten oy, und Bu der Knotenpunkte ilv und izu werden analog

zu (7.2.4) definiert:
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X = X = X, = V=X
1 11 12 Ty
~ 4 w—
X1y X"a.,,+1 X10L1+2 I )c’cc,,ﬂcz
r~~ Y — X
i X4oc1+o(.2 +o.toly,  +1 Tagtalyt - oy g+2

I

X4 .
dyt oyt .. . Foly

T =

21 ’ qu - XZZ - XZﬁ»’

Xy, = X X = = X

z 2pqt1 2@y t2 2pyt B2
%, 1= x .

M 2Brtfyt- -y, 1 2B1+ Pyt ot Pyagt2

l

- X2131+/32+. oty

bzw. in [a2'b2]

M
f"‘;ﬁﬂzm+7

Knotenpunkte, die der Restriktion

X"L' < X”H-n ¢ =1 ///4—'7
bzw.
. < - -

unterliegen.

(7.3.7)

(7.3.8)

(7.3.9)

(7.3.10)

(7.3.11)

(7.3.12)
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Die Knotenpunkte ilv bilden die Knotenmenge
/\’43 = {X,,V , V= 7, ’/,/V} (7.3.13)

bzw. die Knotenpunkte izu die Knotenmenge

KZ3= { XZH" /A=7///,M }I (7.3.14)

deren Vielfachheiten ay bzw. 8, in den Inzidenzvektoren

o« = oy, d&,, o (7.3.15)

) %l

bzw.

B=(f1,p, -, pul (7.3.16)

zusammengefaBt werden.

Die zu den Knotenpunkten (7.3.3) bzw. (7.3.4) der Vielfachheiten q,,
bzw. Bu nach Gleichung (7.2.21) gebildeten Splinefunktionen

=N

Sn{Xd = Z cr Mtn (X4) + (7.3.17)
t=
t-m
m
Sm(xz)'—‘-jzz_; CJ‘/V(/ (Xz) (7.3.18)

sind Elemente des linearen Raumes

SPS, Ay, o] (7.3.19)
bzw.
SPSm (K B (7.3.20)

Die Fundamental-Splinefunktionen M?(xl) bzw. M?(xz) bilden eine Basis
des Raumes (7.3.19) bzw. (7.3.20).

Uber dem rechteckigen Gebiet

G := [a4,bs] x[a,,b,] (7.3.21)
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wird durch die Verbindung der beiden linearen Riume der eindimensiona-
len Splinefunktionen (7.3.19) und (7.3.20) iber das Tensorprodukt [42]

der lineare Raum

spsn,m (K13,/(231d‘l/3} :=5P5h (k'lald‘) ® SPSM{KZ.BIp)'

(7.3.22)
der zweidimensionalen Splinefunktionen
a-n ¢-
nm
S (x4,%;:) = LZ; _ Ciy M/ (x4/MJ (X;) (7.3.23)
= j—

eingefiihrt. Bedeutende Eigenschaften der Splinefunktionen (7.3.23)

sind:

= T=c, M=1-f;
Snm(XﬁXzI € C[ “ By

in der Umgebung der Punkte

~ o~
(X4"’X4£ ) X2 =ij'}
(7.3.24)

S (x4, 5x,) =0 fir (X, X,) € 6. (7.3.25)

Die Darstellung (7.3.23) der zweidimensionalen Splinefunktionen
Snm(xl,xz) als Linearkombination der Fundamental-Splinefunktionen
Mg(xl)M?(xz) ist eindeutig, weil die M?(xl)M?(x2) tber G linear un-
abhdngig sind und eine Basis des (s-n) (t-m)-dimensionalen Raumes
SPSn’m(K13,K23,a,B) bilden. Die Eigenschaften der zweidimensionalen
Fundamental-Splinefunktionen M:(xl)M?(xz) ergeben sich aufgrund ihrer
Definition als Tensorprodukt der eindimensionalen Fundamental-Spline-
funktionen M. (xl) Mm(xz) aus den Eigenschaften (7.2.24-7.2.29) der
Fundamental—Splinefunktlonen Mn(xl) und Mm(xz)

Analog zur Einfihrung der zweidimensionalen Splinefunktionen wird
tber das Tensorprodukt drei linearer Riume SPSn(Kia,a), SPSp (K24, 8)
und spsl(x33,y) der eindimensionalen Splinefunktionen Sn(x1), Sm(x?),

sl(x3) der lineare Raum
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SP.Sn'm‘( (msl/fz‘;,/(?gloélpi?‘)

:=SPSy (K1, %) @ SPSm Koy, Bl SPS, (Ksy ,7)
(7.3.26)

der dreidimensionalen Splinefunktionen

2-n t-m u-1

Snm[(X4,Xz,X3} =) 7 2 Crin M?(XHMJ"”(XZI Mli [x3)

t~1 Jz’, k=1
(7.3.27)
lUber dem quaderférmigen Gebiet
Bi=[as b/ ]x[a;b,]x[asb;] (7.3.28)
eingefihrt, die folgende Eigenschaften aufweisen:
nml ' (n-4-atz,m-1-pj,t-1-yk)
5 {X‘fl XZ,X3J € C
in der Umgebung der Punkte
(x1=§1i,x2=izj,x3=§3k), (7.3.29)
nml — .
S (X1, X2,%X3) =0 £ir (X, X;,%; ) ¢ B . (7.3.30)

Die Fundamental-Splinefunktionen Mg(xl)M?(xz)Mi(x3) sind in B linear
unabhingig und bilden eine Basis des Raumes SPSn'm’l(K13,K23,K33,a,B,Y)
der dreidimensionalen Splinefunktionen (7.3.27). Die Eigenschaften der
dreidimensionalen Fundamental-Splinefunktionen M?(xl)M?(xz)Mi(x3) er-
geben sich unter Beriucksichtigung des Tensorproduktes

M, (xl)ed"(xz)@nﬁ((x3) aus den Eigenschaften (7.2.24-7.2.29) der Fun-
damental—Spl1nefunkt10nen M (xl), M (x2) und Mk(x3)

Mit den Splinefunktionen (7.2.21), (7.3.23) und (7.3.27) stehen Ansatz-

funktionen fGr ein-, zwei- oder dreidimensionale Vergleichsfunktionen
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der Vergleichszusténde _7"7 f"", fUT fuz zur Verfidgung, die durch passende
Wahl der Ordnungen n,m,l sowie der Vielfachheiten “v'Bu'Yg der Knoten-
punkte xlv'xzu’x35 leicht an die zu erfidllenden Rand- und Stetigkeits-—
bedingungen angepaBt werden kSnnen. Fir s + », t »> ®, u -+ « bilden die
Fundamental-Splinefunktionen eine vollstindige Funktionenfolge [33,66,
67]. Aufgrund der schmalen Supporte der Fundamental-Splinefunktionen
weisen die Matrizen der zu lGsenden Gleichungssysteme Bandstrukturen
auf, die sich positiv auf die numerische Stabilitdt der Gleichungs-

" systeme auswirken. Auch im Hinblick auf den erforderlichen Speicher-
platzbedarf ist die Verwendung von Fundamental-Splinefunktionen vor-
teilhaft, weil ihr Speicherplatzbedarf aufgrund der Bandstruktur der

Matrizen geringer als der klassischer globaler Ansatzfunktionen ist.
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8. PUNKTWEISE EINGRENZUNG ELASTISCHER FELDGRUSSEN

KIRCHHOFFSCHER PLATTEN MIT BIKUBISCHEN FUNDAMENTAL-

SPLINEFUNKTIONEN M‘il (x1)Mf]l (x5)

Basierend auf der im Kapitel 6. eingefiihrten allgemeinen Formulierung
punktweiser Schranken elastischer Feldgr&Ben der dreidimensionalen
Elastizitdtstheorie werden in diesem Kapitel unter Verwendung der in
7. eingefihrten Fundamental-Splinefunktionen Mz(xl)M?(xz) FeldgroBen
der Kirchhoffschen Platte punktweise eingegrenzt. Nach einer kurzen
Darstellung der klassischen Formulierung der Kirchhoffschen Platten-
theorie in der Verschiebung w(xl,xz) stellen wir die Grundgleichungen
der Platte in den homogenen Schaeferschen Spannungsfunktionen
Faﬁfi'xz) [68] dar. Geometrisch zul&ssige Vergleichszustdnde 7,
F7ixX-] der Platte werden durch die Verschiebungsfunktion w‘(xl,xz)
bzw. %”(xl,xz;g,n), statisch zuldssige Vergleichszusténde f*’,falﬁ!
durch die homogenen Schaeferschen Spannungsfunktionen F;(xl,xz) bzw.
u~
i;(xl,xz;g,n) iowie partikularen Funktionen ?(xl,xz), ¢(x1,x2),
W(xl.x27ﬁrn), ¢(x1,x2;£,n) reprisentiert. Eine numerische Anwendung
der homogenen Schaeferschen Spannungsfunktionen Fa liegt meines Wis-
sens bisher nicht vor. Die vollstédndige Analogie der Platte und Schei-
be [69], die wir in 8.2 aufzeigen, fiuhrt zu analogen Formulierungen
der punktweisen Eingrenzung elastischer FeldgrdBen der Platte und der
Scheibe, so daf mit den entwickelten geringfiigig zu modifizierenden
Eingrenzungsprogrammen der Platte auch elastische FeldgréBen der
Scheibe punktweise eingegrenzt werden kénnen: Im Kapitel 8.3 ent-
wickeln wir ?ie Wechselwirkungsenergien {;,f-} zweier elastischer
Zusténde f,f der Platte, die durch Gr&8en unterschiedlicher Inte-
grationsstufen reprdsentiert werden. Ein wesentliches Ziel der Ent-
wicklung geometrisch zuldssiger Vergleichsfunktionen w”(xl,xz),
&"(xl,xz;g,n) und statisch zuldssiger Vergleichsfunktionen F;(xl,xz),
f;(xl,xz;g,n) aus den Fundamental-Splinefunktionen Mg(xl)M?(xz) ist
die Realisierung Ubergeordneter geometrisch zuldssiger bzw. statisch
zuldssiger Vergleichsfunktionen, aus denen spezielle geometrisch bzw.
statisch zuldssige Vergleichsfunktionen einfach durch Herauslassung

lUberzdhliger inhomogener Randterme zu entwickeln sind.
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8.1 Grundgleichungen der diinnen Platte

Wir betrachten eine dinne, homogene, isotrope Platte der Flache A, der
Dicke h und dem Rand S=SPUSw’ Die Platte wird auf der Fldche A durch
die Flichenbelastung p*(X), die Inkompatibilitat n:(i) und auf Sp durch
vorgeschriebene RandschnittgrdBen sowie auf Sw durch die Randverschie-
bung w*(X) und die Randneigung\n;(i) belastet. Zur Formulierung der
Grundgleichungen der Plattentheorie wird ein kartesisches Koordinaten-
system (xl,xz,x3) so eingefithrt, daB die Plattenmittelebene in der un-
deformierten Lage mit der (x1,x2)—Ebene des kartesischen Koordinaten-
systems zusammenf&dllt. Aufgrund der in der Kirchhoffschen Plattentheo-
rie getroffenen Voraussetzungen erfahren Punkte (xl,xz) der Platten-
mittelebene nur eine Verschiebung w(xl,xz) in Richtung der x3—Achse;

Verschiebungen in der Plattenmittelebene treten nicht auf.

} x;
wix,, Xx,) =%
1:7%2
Bix,.,x,)
X
Abb. 8.1.1

Die infinitesimalen Drehungen o der Tangentialebene im Punkt (x,,X,)

der Plattenmittelebene ergeben sich zu:

fe=Cug 9/3 w. (8.1.1)
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Leiten wir den symmetrischen Krimmungstensor 7Jf (X) der Plattenmittel-

ebene aus dem Verschiebungsfunktionentensor

TR =—w(x & & Xxe A (8.1.2)

sowie der “Extrakrﬁmmung“ggk, einer partikuléren L&sung von

Div Z_fk(f\"/ = ﬁ‘{)’(‘) XeA (8.1.3)

mit dem bekannten Inkompatibilitédtenvektor 7*¥(%X), wie folgt ab

2 (X] =In/rf(x’)-9_fk(5«‘) X €A

~ k
£ Hap (X7) =Cur Cpp ¥4 Tu W (Xg) ~Wug 1%7), (8.1.4)

so wird die Kompatibilitdtsbedingung

Div Z(X)=Div[Ink Tl- zﬁ(f)]=—v‘2"‘(z;

o x
£ 7 zwxﬁ (x71] ==“'47f3/k}) X EA (8.1.5)

identisch erfuillt.

X3

Abb. 8.1.2
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Die Gleichgewichtsbedingungen einer mit der Flichenlast p*(x) belaste-
ten Platte ergeben sich mit den in der Abb. 8.1.2 definierten Schnitt-

grdBen zu:
S QA Qi * ;0* =J (8.1.6)

Epe N Mup=Cp=0. (8.1.7)

Ersetzen wir die Querkrafte Qa in (8.1.6) durch (8.1.7), so erhalten

wir die Gleichgewichtsbedingung fir den Momententensor MaB zu

Qx;)ﬁfJ:szM‘Mdp}*p*=0, (8.1. 8)

die symbolisch in folgender Form geschrieben werden kann:

~Ina Mz +p5x1=2 XeA. (8.1. 9)

Leiten wir nach Schaefer [68] den Momententensor M(x) aus einem homo-
genen Momententensor g(h)(i) als Deformator des Spannungsfunktionen-
vektors ¢ mit den Schaeferschen Spannungsfunktionen ¢ (x_) als Kompo-

nenten und einem partikuldren Momententensor Q(P)(i) ab

M%) =Mmf)?;+_/‘:/"7°f»?; = Def (%) +I ¥ix XxeA
{ hi
& /\//aL/J'— o(.ﬁ + u(/_, ’Z—(& .é- +o’/3.é.}+ o(/g (8.1.10)

so wird die Gleichgewichtsbedingung (8.1.9) bzw. (8.1.8) identisch in
den Schaeferschen Spannungsfunktionen ¢a(xY) erfiillt, wenn ¥(x) eine

partikulédre LOsung der Poissonschen Gleichung

AWV ixI+p(R) =0 xeA (8.1.11)

ist.
Setzen wir (8.1.10) in (8.1.7) ein, so erhalten wir die Querkridfte

ausgedrickt in den Spannungsfunktionen zu:
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0)6:%6:‘,\ ;/ﬁfa-ep)\o'{a?/-“—'g’pﬂ—-ep,\agw

(8.1.12)
mit
L1 = 3’ Eup ok &y (8.1.13)
Die Ersatzquerkrdfte Qa(ﬁ) ergeben sich zu:
A
R, =Q,+ 3, My, =0y, 8, - ¥ (8.1.14)
A
Q= Q,— o My=-0,9 ¢,* 5, ¥ (8.1.15)

Der Zusammenhang zwischen dem Momententensor Ma und dem Krimmungsten-

B

sor “%s wird far elastisches, isotropes Material durch die konstitutive

Beziehung der Kirchhoffschen Platte
—_ — - v
Mip = D (// v] | ?fa{.ls + d‘:‘,@ 7/7:;] ?tAA) (8.1.16)

bzw. durch die Umkehrung

7 v .
gf‘zp:'—M(/\//dp_’C&pm M/\)t) (8.1.17)

mit der Plattensteifigkeit

Eh’

D=7t

(8.1.18)

dem Elastizitdtsmodul E sowie der Poissonschen Querkontraktionszahl v

beschrieben.

Durch Einfihrung eines fiktiven "Extramomentes"

K —_ _ Kax )V kx
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sowie der Gleichgewichtsbedingung

Ihnk ﬁ“{f; = 25 (8.1.20)

kann aus den Gleichungen (8.1.4), (8.1.16) und (8.1.8) eine zur verall-
gemeinerten Beltrami Gleichung (3.1.27) der dreidimensionalen Elastizi-

tétstheorie analoge Differentialgleichung der Kirchhoffschen Platte in
der Verschiebung w(X) abgeleitet werden:

AA W iX)= % [p %)+ ™) xeA. (8.1.21)

Fir eigenspannungsfreie Platten unter der Fl&chenbelastung p¥*(x) ergibt
sich die klassische Bipotentialgleichung der diinnen Platte aus (8.1.21)

zZu:
Adwiz) = 2L phix) % e A
W‘X, - D 7) X Y . (8.1.22)

Die geometrischen Randbedingungén der Differentialgleichungen (8.1.21)

und (8.1.22) lauten fir R&ander (xl,x =konst.) ESw, die parallel zur

2

xl—Achse verlaufen:

Rand (xl,x2=konst.) geometrische Randbedingungen
w(xl,x2=konst.)=w*(x1,x2=konst.)
eingespannt (8.1.23)
= * =
w,2(x1,x2—konst.)=w,2(xl,xz—konst.)
gelenkig w(xl,x2=konst.)=w*(x1,x2=konst.) (8.1.24)
frei keine ' (8.1.25)

Fihren wir die "Quasi"-Krimmung

Qx __;Zﬁ_‘_ |
Ky = BTAT] Jd@ 7 (8.1.26)
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ein, die nur die inhomogene Kompatibilitdtsbedingung

- x N Rx
op Heg = D/’I+VI O ¥ =—m, (8.1.27)

mit der "Quasi"-Inkompatibilitét ng* zu erfillen braucht, so 148t sich
aus den Gleichungen (8.1.10), (8.1.17) und (8.1.5) analog zu der Navier-
schen Gleichung (3.1.19) des dreidimensionalen Kontinuums die Differen-
tialgleichung der dinnen Platte in den Schaeferschen Spannungsfunktio-

nen ¢a formulieren:

é{ 4 V} 0} 2 * R
A 2Ly « efp 2D M-v]{me +m. | (8.1.28)
Die Gleichungen fir eigenspannungsfreie Platten ergeben sich als Son-

derfall der Gleichung (8.1.28) zu:

A.‘fac ,L_:J 9( dﬁfﬁ—20(7")/ rzd

ar

——o v 5
2 ) oy Y. (8.1.29)

In den weiteren Betrachtungen setzen wir

’yf =0 (8.1.30)
ol

73/“= 0 (8.1.31)

voraus.

Partikulare Losungen von (8.1.29) sind leicht zu bestimmen. Der spe-

zielle partikuldre Ansatz [68]

$.=F + ﬂw =F, +3. 8 (8.1.32)

mit

A { + {//..V}(’V -_—'.0 (8.1.33)
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hat insbesondere bei der numerischen Bestimmung statisch zuldssiger

Vergleichszustande_fhyden Vorteil, daB der in dem Fl&chenintegral des
Skalarproduktes { fh%;f%? vorliegende Belastungste;m Y in Randintegra-
le abgedrangt werden kann. Die homogenen Schaeferschen Spannungsfunk-

tionen Fa sind LOsungen der homogenen Differentialgleichung

(1= v)

AFa * iy

&y Qp F/3 = 0. (8.1.34)

Schaefer [68] hat gezeigt, daB die Spannungsfunktionen F, und die inte-
grierte Randquerkraft Q eindeutige Funktionen des Ortes sind.

Mit dem partikuldren Ansatz (8.1.32) ergeben sich die SchnittgréBen

als Summe eines homogenen und eines partikuldren Anteils:

(h :

/v/dﬁ = M"(’P) -+ /V/o(‘;} (8.1.35)
mit

(h) ;-
My =3 (6Fs+3sh (8.1.36)
/V/*";} = Jy 9/3 ¢+ G’;p v, (8.1.37)
B = Q{;Mﬂ“ 0,;1”5 (8.1.38)
mit

fel o . :
Qe =73 €s 90 95 Fy (8.1.39)
68;:”——— —€p, A\ ¥ (8.1.40)

sowie die Ersatzquerkrdfte éB

A A [h) A ;,IJ,

QP-;QP +Q[_.:

(8.1.41)
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QP = 0,0,8 -8 ¢

A

(P =~8,6,98+ 3.

(8.1.42)

(8.1.43)

(8.1.44)

(8.1.45)

Beschreiben wir die Randkurve der Platte in den natiirlichen Koordinaten

t,n (Abb. 8.1.3),

% |

so ergeben sich die homogenen Schaeferschen Spannungsfunktionen F

in der Basis t,n zu:

F;é =

Fo =

Abb. 8.1.3

*zﬂ'.X’

t'Fn

(8.1.46)

(8.1.47)
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Der Zusammenhang zwischen den homogenen RandschnittgréBen in dem natir-
lichen Koordinatensystem (Abb. 8.1.4) und den homogenen Schaeferschen

Spannungsfunktionen F 'Fn wird durch folgende Gleichungen beschrieben:

t

(h) dFe 4

Mep = T T P Fp (8.1.48)
{hl ' d 1

M —— = _'._.-__..._'.7. — —

Mpe 7L o P /:f (8.1.49)

. = = (8.1.50)

(h)
Al ot D My

Qf = Qt _— T (8.1.51)

Die Randverl&ufe von { und Ft’Fn sind Lésungen der Differentialglei-

chungen (8.1.48), (8.1.49), (8.1.50). Dazu analoge Differentialglei-

chungen, die Gleichgewichtsbedingungen, beschreiben auch die Zusammen-

(h).

hénge zwischen den SchnittgrdBen Qs M, W, und den Belastungen Qt '

t
h . . .
Mét)' Méz) eines mit dem Plattenrand S konturengleichen Randbalkens.
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Diese Analogie benutzen wir nachfolgend zur Bestimmung der Verl&ufe von

Q, F, und Fn auf dem Rand SP'

t
Zur Bestimmung der statischen Randbedingungen von Fa zu (8.1.34), die
die wesentlichen Randbedingungen von (8.1.34) sind, benutzen wir ein
Kriterium von Michlin [66]. Die Differentialgleichungen (8.1.34) sind
elliptische Differentialgleichungen k=2r=2-ter Ordnung. Statische Rand-
bedingungen enthalten nach [66] Ableitungen der Funktionen F_ bis zur
(r-1)-ten Ordnung, speziell fir (8.1.34) bis zur O-ten Ordnung, d.h.
die Randverlaufe von Fa sind statische Randbedingungen zu (8.1.34). Die
Z?:?mme?gfnge zwischen den Randverldufen von Fa und den Randbelastungen

Qa ' MuB ergeben sich aus der Integration der totalen Differentiale

(h)
d—Q = 013 Q/X,G (8.1.52)
dFa= (Mg + d
o« = Ba T €au L) X (8.1.53)

tber die Randkurve des Randes S, [68]. Die Integration bestimmt F, auf

dem Rand S_ eindeutig bis auf die Randverldufe der Nullspannungsfunk-

P
tionen
N’ =w (8.1.54)
[~
F.L=au+ €4, wxg. (8.1.55)

Fiir einfach berandete Platten dirfen die Integrationskonstanten a, und
w beliebig gewdhlt werden, weil die aus den Nullspannungsfunktionen

(8.1.54) und (8.1.55) resultierenden SchnittgréBen identisch Null sind.

Die zur Bestimmung der Randverl&dufe von @ und Fl'FZ zu ldsenden Diffe-
rentialgleichungen aus (8.1.52) und (8.1.53) sind analog zu den Diffe-~
rentialgleichungen in den Balkenschnittgréfen Querkraft, Biegemoment
und Torsionsmoment eines mit dem Plattenrand S konturengleichen Rand-
balkens unter den Randbelastungen Qéh) und Még) der Platte [70,71].
Aufgrund dieser Randbalken-Analogie sind die Randverldufe der homoge-
nen Schaeferschen Spannungsfunktionen Fa auf SP gleich den Momenten-

verldufen m, des analogen Randtrégers.
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Die statischen Randbedingungen in F der leferentlalglelchungen
(8.1.34) ergeben sich fir die Rander (x ' X —-—) ES und (x -2,x ) ES
aus (8.1.52) und (8.1.53) unter Beachtung der Abb. 8.1.5 zu:

x2
/|
2 m
— = — =/ M22
| -/ -————-4-A4(h)
b , A|%qh 12
2 , A%
| /\
/22022222772 22/ S
TR P
o™ 1 2
! mih
21
L a v
1 ‘2 1
Abb. 8.1.5
b . . * b
Rand (x1.x2=-§) statische Randbedingungen Fa(xl,x2=-§)
eingespannt keine (8.1.56)
elenki F¥ (x,  %,)=-3) =F (x, %, )+fM(h)(x x,=-2)dx, (8.1.57)
J g 1'%2573 1’ R R L B
X,=0
% _ by 0 (h) >
Fl(xl’x2__§)—F1(x1’x2 )+ 11(xl,x2 2)dx1 (8.1.58)
frei F;(xl,x2=~g)=F;(x1,x2=-g)
(8.1.59)
/ 8™ G xy=D) (x, -k Gk,
Xq""-'o




Rand (x —a,x )
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statische Randbedingungen F (x —2,x2)

eingespannt

keine

*o, -2 =y =2
Fo(x =5:%))=F, (x,=5,%,)

. “(h) > __b .a -~ >
gelenkig \J[ Xy 1 Xy= 2)(2 xl)dx1
=0
X3
(h) _a
Xza-b/z
af2
F (x —-,x ) F (x 2,x )fj( uﬂ(xl,x )dx
Xy20
22
(34x )/Q(h) ey x,=-2) %,
(h) b
+2 (x1 2,x2 2)(§+x )
frei

(h)
—/Qz (x 2Ix ) (xz z)dxz

Xe=-b
F (Xl 2,X2)—'F (x "“2rx )

A(h) - __by a =~ .~
+j Q1 (xl,xz— 5)(2 xl)dxl

X4=0

fm(h’ (x,=5/X,) ak,
X,= ~bf2

(8.1.60)

(8.1.61)

(8.1.62)

(8.1.63)
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Der Widerspruch in der Anzahl der auf freien Randern vorzuschreibenden
Randfunktionen wird auch bei der Formulierung der Kirchhoffschen Plat-
tentheorie in den homogenen Schaeferschen Spannungsfunktionen Fa durch
Einfihrung der Ersatzquerkréafte Qa nach (8.1.14) und (8.1.15) uber-

briickt. Liegen freie Ecken vor, so sind folglich die Einflilisse der
(h)

Eckenkrdfte 2M12 (xlE'

X,p) auf die Randverldufe von F: zu berticksich-

tigen.

Aus (8.1.33) ergibt sich unter Bericksichtigung von (8.1.11) eine zur
Bipotentialgleichung der Platte (8.1.22) analoge Bipotentialgieichung

in ¢
AA§=/’/—V)7O*, | (8.1.64)

so daB partikuldre LSsungen von (8.1.22) bis auf den Faktor D(1-v)

partikuléare LOsungen von (8.1.64) sind

=D i1-v] w'? (8.1.65)

Die Gleichung (8.1.65) gilt speziell auch fiir Fundamentall&sungen
$(i,io) der Bipotentialgleichung (8.1.22) der Platte:

é-(/;,)?'a} = D {4"'1//, ;’t’o('\_;,’?‘o/ X € IA . (8.1.66)

Nach (8.1.33) und (8.1.66) kénnen damit auch die Funktionen $(i'io)
auf die zur lokalen Eingrenzung elastischer FeldgréBen der Platte als
bekannt vorausgesetzten Fundamentall&sungen W(i,io) zurickgefihrt wer-

den:
©°
Y, 5.,) = DA wI(X, Xo) e A . (8.1.67)

Eine groBe Anzahl zur lokalen Eingrenzung elastischer FeldgréBen von
Platten relevanter Fundamentall&sungen ﬁ(i,io) wurden von Stumpf [ 4 ]

abgeleitet.

Die Differentialgleichungen (8.1.22) und (8.1.29) der Platte kdnnen
nur flir wenige einfache Sonderfé&lle der Randbedingungen und Belastun-
gen exakt geldst werden. Aufgrund der Ableitungen im Kapitel 6. ist
jedoch die lokale Eingrenzung der elastischen FeldgrdBen der Platte

moéglich.

Die analogen Differentialgleichungen der Platte und Scheibe fihren

auch bei der lokalen Eingrenzung elastischer Feldgr&fien der Platte



- 81 -

bzw. der Scheibe zu analogen Formulierungen. Im folgenden Kapitel sol-
len deshalb die zu den Differentialgleichungen (8.1.21) und (8.1.28)
der Platte analogen Differentialgleichungen der Scheibe angegeben wer-

den.

8.2 Grundgleichungen der Scheibe

Wir betrachten eine homogene, isotrope Scheibe mit der Flache A, der

Dicke h, dem Rand S=SPUSu' deren Mittelfldche mit der x -Ebene

1*2
eines kartesischen Koordinatensystems (xl,xz,x3) zusammenfallt. Die

Scheibe wird im Inneren durch die Volumenkraftdichte p:, die Inkompa-
tibilitat n* und auf dem Rand SP durch die Randkraft P; sowie auf Su

durch die Randverschiebung u: belastet (Abb. 8.2.1).

X, |
%
\ Aur
/ Sp
Abb. 8.2.1

Auf die Ableitung der bekannten Gleichungen der Scheibe soll hier ver-
zichtet werden. Wir wollen die Differentialgleichungen der Scheibe mit
Hilfe der von Schaefer [69] entwickelten Scheiben-Platten-Analogie, er-
weitert um die Volumenbelastung pg der Scheibe und der Inkompatibili-
tat n: der Platte, aus den im Kapitel 8.1 abgeleiteten Differential-
gleichungen der Platte (8.1.21) und (8.1.28) bestimmen.

Unter Beridcksichtigung der analogen Gr&fen der Platte und Scheibe er-
gibt sich die zur Differentialgleichung (8.1.21) der Platte in der

Verschiebung w(X) analoge Differentialgleichung der Scheibe in der
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Airyschen Spannungsfunktion ¢3(§) zZu:

; - ~ e —
JAYAN fg (><)=-E(”?*+’V/ ! X e A (8.2.1)
mit einer "Extra"-Inkompatibilitdt nk* aufgrund der Volumenbelastung
*
Py-

Die zu der Differentialgleichung (8.1.28) der Platte in den Schaefer-
schen Spannungsfunktionen ¢a(xY) analoge Differentialgleichung der
Scheibe in den Verschiebungen ua(xy) ergibt sich durch Einfiihrung einer

*
"Quasi"-Volumenbelastung pg aufgrund der Inkompatibilitdt n: zu:

v [+ y) W .
Al (X4 (/{ )! ‘Q a‘ X }:’—2 —— (/P"‘ 7’73, / XA

In den analogen Gleichungen der Scheibe und der Platte entsprechen die

elastischen Konstanten der Scheibe denen der Platte wie folgt:

A

Voratre —  Vscherte (8.2.3)
y

O E-F . (8.2.4)

Aufgrund der aufgezeigten Platten-Scheiben-Analogie kénnen mit-den zur
lokalen Eingrenzung elastischer Feldgr&Ben der Platte entwickelten Pro-

grammen auch elastische Feldgr&éBen der Scheibe lokal eingegrenzt werden.

12 1
8.3 Wechselwirkungsenergien {#,f} elastischer Zustinde f, 6 ~
der Platte

Jeder allgemeine elastische Zustand f einer Kirchhoffschen Platte kann
nach den Betrachtungen im Kapitel 3.1 durch GréBen dreier unterschied-

licher Integrationsstufen représentiert werden:
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voll bekannter J Fa(i):w(i)n¢(§)

: X€EA (8.3.1)
Zustand # wi(X)
(
bekannter
T M (R, % (X XEA (8.3.2)
Zustand #F af ap
e
p(x) X€EA
unbekannter J _
: M (x),M_ (X),0, (X) XES (8.3.3)
Zustand f tt nt t P
w(X), W.n(x) xEsw.

Gegeben sind die GréBen der Platte, die den unbekannten Zustand f dar-
stellen. FeldgrdBen, die den voll bekannten Zustand f bzw. den bekann-
ten Zustand f reprasentieren, sind Lésungen der Differentialgleichun-
gen (8.1.22), (8.3.34), bzw. lassen sich aus diesen Ldsungen mit (8.1.4),
(8.1.35) bestimmen. Diese Differentialgleichungen kénnen jedoch nur fir
wenige einfache Sonderfdlle exakt geldst werden. Fir die lokale Ein-
grenzung der gesuchten Feldgr&Ben nach (5.4.14) und (5.4.15) ist die
Kenntnis der Wechselwirkungsenergien zweier elastischer Zusténde, re-
prdsentiert durch GréBen unterschiedlicher Integrationsstufen, notwen-
dig. Nachfolgend werden deshalb die Wechselwirkungsenergien {jzjﬁ der -

Platte entwickelt.
4 2
Die Wechselwirkungsenergie {f,f} zweier allgemeiner elastischer be-

1 2
kannter Zustédnde fhfegfeiner beliebig gelagerten und beliebig belaste-
ten homogenen, isotropen Kirchhoffschen Platte ergibt sich analog zu

(4.1.22) zu:
14 2 4 2
(£ ] = —/%«qs Mag d A . (8.3.4)
(A]

Bertcksichtigen wir das Hookesche Gesetz (8.1.17) bzw. (8.1.16), so er-

halten wir aus (8.3.4) die Wechselwirkungsenergie in der Form

a2 ,
{J‘IJC} D (1- VZ//[ “[+v] MacpMacp )/M,u /JN]Q/A

(8.3.5)
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bzw.

12 4 2 1 2
{JCIJ(,}:D/[(4-V) ?foLﬂ ?f¢/; + V?f,{A aff“/"]d/!' (8.3.6)
(Al

. 1, ’

Die Wechselwirkungsenergie eines Lastspannungszustands FE€X und eines
2

allgemeinen elastischen Zustands fle exgibt sich mit (8.1.4) aus

(8.3.4) durch partielle Integration zu:

{f‘} /W7Oa//4 +ffw€§ QW 1d~

(A) (sl

H-) 2 (-
— %: Wi Mg (2i) = Mg (0i1]. (8.3.7)

4 2, f
Fiir zwei Lastspannungszustinde f’,fégf ergibt sich unter Bertcksich-

tigung von (8.1.4) aus (8.3.6)

{f :12 | "D_[[ 1-v){ iy /“’&A ﬂwé’?%w}
(A

+ 0 dj,, dyr 4 O w Iy Jpw]dA (8.3.8)

bzw. unter Beriicksichtigung von (8.1.10) aus (8.3.5)

(4 }—DM o JLi1+0) (210 By + 0541+ dig¥]
(Al

(_‘%(‘35(1?; +57ﬂ§2;}+d';ﬁ95] (8.3.9)
-V CQAQ-WJC@ +V_736//4

Die Formuiierung der Wechselwirkungsenergie zweier Lastspannungszu-
4 2 /
sténde £ //:{-' /éﬂf in den homogenen Schaeferschen Spannungsfunktionen Fa

erhalten wir aus (8.3.5) mit (8.1.32) und (8.1.33) zu
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o/ I ~ A -t . ] 1

(£, 4:3= sy [L1e9) (3100 Fat BpFul¥ 2up & # g ¥
(A} . s , ;

(2154 Fotp Fult G4 058 +dus ¥)

2

0 F 4838 48T bt 942, 5+¥1]dA.

(8.3.10)

1 2 /
Firf =F =4 € ¥’ ergibt sich aus (8.3.9) [68]

(£1 #) =5 [ [[[ 38, #3,8,+ (1-0) 9]+ (-]

(A

M*V/ (&1 25/2:’ Q,A

— 1+ V}feip 8. a/%j (8.3.11)
(5]

Benutzen wir fir tba den speziellen partikulé'ren Ansatz (8.1.32) mit
(8.1.33), so wird in der Wechselwirkungsenergie (8.3.11) der Bela-
stungsterm ¢ in Randintegrale abgedridngt sowie ¥ aus dem Produkt mit

den homogenen Schaeferschen Spannungsfunktionen Fa abgetrennt.

58 = [0 R 4 b
(A)

+WY 5 -5,6)71dA

~ 1+l $e o dFp+2§€nh dE
(s) ($1

+_55€,¢‘B adfa/%af]} (8.3.12)

(s)

4
Fur einen Lastspannungszustand f 6(7f und einen elastischen Zustand

24
fégf mit n, *-0 kann die Wechselwirkungsenergie (8.3.7) zu



- 86 -

7, d 4
’z;, 2 v t
—[(g; —J—Z—F;}+M,,’:'] } (8.3.13)

umgeformt wexrden.

8.4 Reprasentatlon der Vergleichszustédnde fna, fqaf*ﬂ
fﬂnn -fpo{XU der Platte durch Splinefunktionen

(xl,x )

Aus voll bekannten Verglelchszustanden %no;~f des Zustands,f und
voll bekannten Vergleichszustdnden J%Q{xgj j?,a(xz) des Reguldrteils
f(X3/ eines zur einzugrenzenden Feldgr6Be passend gewdhlten Green-

schen Zustands.f (Xo) kdnnen FeldgrdBen der Platte im Punkt
X.=(f,n] € A (8.4. 1)
mit Hilfe der Gleichungen (6.3.7) und (6.3.13) eingegrenzt werden.

Die weiteren Betrachtungen werden fir rechteckige Platten angestellt.

Uber dem rechteckigen Gebiet

A::[q’l;b1jx[a2[bz] (8.4. 2)

der Platte wird durch die Verbindung (7.3.22) der linearen Raume der
Splinefunktionen (7.3.19) und (7.3.20) der lineare Raum SPS (K13,

K23,a,B) der zweidimensionalen Splinefunktionen Snm(xl,xz) aufgebaut.
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Die geometrisch zuldssigen Vergleichszustadnde 3’-:0 J fu,i“; (%) stellen wir
durch geometrisch zuldssige Verschiebungsfunktionen w"(xl,x ) bzw.

(xl,xz,t:,n) dar, die aus den Fundamental-Spl1nefunkt10nen M (x )M (x )
des linearen Raumes (7.3.22) der Splinefunktionen s® (xl,xz) (7 3 23)
gebildet werden:

~ ~ ~ /
fl')/) =fo + CZLF ?L. : WN (X'I/‘\‘Z)
= WGM()('U Xl’ + %~{X71X2)

E
= Wy (40, %) ZZ a, M, x M x,) (8.4.3)

(=G 7774
mit iAzl, iEgs—n; jAZI, jEst-m, die durch die geometrischen Randbedin-
gungen
~ _ » 5
WoXa, X)) = W Xy X (X3, %] € Ow (8.4.4)
~s , _ L 4
Wln ()(1,)&2)"‘ Wm {X”i)(li (X1, %) € Sw (8.4.5)

unter Bericksichtigung von

W, (X Xy ) = W (X, X) L1 %1€ Sw  (8.4.6)

WA~ (X1 X = 0 (X1, %2) € Swv (8.4.7)
~ 2

Wo,p (X1, %] = W, (X0, Xz (X2, %:] € Su (8.4.8)

D

WAA;,‘ (X»]'le = ('\’11)(2)6 SW (8.4.9)
festgelegt sind.

Analog zu (8.4.3) reprédsentieren wir den geometrisch zuldssigen Regu-

lirteil :)(74 (X,) eines Greenschen Zustands _)l (Xo} durch:
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v v
f,lM iX,) = fo (%o) + c ql Powixa g
v, ] Vo
=W (Xq, Xo fin] F WA (X":’\’z) (8.4.10)
U'\/ ; T U u{
= W {X'I, Xz ;,’ L C M (Xfrll !’\/’}
‘ "‘A I=7a
mit iAZI, iEés—n; jAzl, jEét-m, die durch die geometrischen Randbedin-
gungen
v, U,
WX ks Fiml= W (X f,rq} (1, %, € Su (8.4.11)
v ¢ Uy
oy a X fonl = W x5 ) (%, %] € S (8.4.12)

unter Bericksichtigung von

v Vo

Wy ixa, Xo: §oml = (g £ (X1, X;) € Sw (8.4.13)
Ve

W, (X1,x,) =0 (X1, %, ) € S\, (8.4.14)
v, Ux

Worn (X0, £ )= Wy X § ) (X2, %) € 5. (8.4.15)
U'\/

Wp (X106, ) =0 (X1, %:)€ Sw  (8.4.16)

bestimmt sind.

Die Vergleichszustédnde (8.4.3) bzw. (8.4.10) erfiillen die geometrischen
Randbedingungen des Zustands f bzw.\f%&;) und mit (8.1.30) identischen
die homogene Form der Kompatibilitdtsbedingung (8.1.5). Auf die Bestim-
mung der Ordnungen n,m der Fundamental-Splinefunktionen M?(xl)M?(xz)
und auf die Entwicklung der inhomogenen Ansatzterme w”(xl,x ),

W (xl,xz,g n), die so zu konstruieren sind, da8 31e die inhomogenen
geometrischen Randbedingungen des Zustands f  bzw. ,f {X,] erfiillen,
gehen wir im Kapitel 8.5 detailliert ein.
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Vee _
Statisch zulédssige Vergleichszustéande f::o ,j%m on} stellen wir durch
statisch zulédssige Spannungsfunktionen F:(xl,xz) bzw. %z(xl,xz;g,n)

dar, die aus den Fundamental- Spllnefunktlonen M (x )M (x ) des linearen

J
Raumes (7.3.22) der Splinefunktionen S (xl,xz) (7. 3 23) entwickelt

werden:

et

~ [~1
Jena =4, + é’ 57; : Py (*%,*})
= Et:(*?n’\’z} + F‘*: “’w"’z} (8.4.17)

(e
= r_ota (X1,%z) +Z; boL/J M (XHM [Xz

l"'LA J”'JA
mit i Zl, 1 Ss-n; Jj _1, JESt—m Die statischen Randbedingungen (8.1.5€)
-(8.1.59) bzw. (8.1.60)-(8.1.63) mit

(=4 *
Fa (%% ) = R (%%, (X1,%;) € Sp (8.4.18)

bestimmen unter Berilicksichtigung wvon
‘g *
Fa, (X4, %x2) = Fu (%1, %] (X, %z) € Sp (8.4.19)
F; (X1,%,) = 0O (X1,%,) € Sp (8.4.20)

die Anfangs- und Endwerte der Summation lber i und j in (8.4.17).

Analog zu (8.4.17) reprédsentieren wir de%’statlsch zuldssigen Regular-

tEll‘f (X% eines Greenschen Zustands,f (kb} durch:

% v Ve Ve

f,‘j’ (go} —"::J[Ow(fa) -+ a/"v?" M EL {'\/'71 XZ/' f' yzj
(¥, Xz ] (8.4.21)

= F';(.T(’\%XZ) fzﬁr)} Z ""] M (’W}Mm(’\z

‘“‘-A J=7a
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mit 1A21, iEss—n; jAal, £t-m, die durch die statischen Randbedingun-

J
E
gen (8.1.56)-(8.1.59) bzw. (8.1.60)-(8.1.63) mit

L

v
P *

Fo txa; ol = Fa (Xnx2; Foml (X2, %) & Sp (8.4.22)

unter Beachtung von

v

(%
=] - * ;
F (X9, X, £, M ) = R (x4,%, ! f' ) (X0, X2 € Sp (8.4.23)

x4, %) = O (X4,%,) € Sp (8.4.24)

festgelegt sind.

Die Vergleichszustédnde (8.4.17) bzw. (8.4.21) erfilillen die statischen
Randbedingungen des Zustands f bzw.jg{ib) und identisch die homogene
Form der Gleichgewichtsbedingung (8.1.8). Die detaillierte Entwicklung
der inhomogenen Ansatzterme F;o(xl,xg), ﬁéo(xl,xz;g,n), die so zu kon-
struieren sind, daf sie die inhomogenen statischen Randbedingungen des
Zustands f bzw.;;fﬁo} erfiillen, fihren wir im Kapitel 8.6 durch. Dar-
iber hinaus werden auch die Ordnungen n,m der Fundamental-Splinefunk-
tionen Mz(xl)M?(xz) in (8.4.17) und (B.4.21) in diesem Kapitel be~-

stimmt.

8.5 Geometrisch zuldssige Vergleichsfunktionen w”(xl,xz),

V ~
w (xl,xz.é.n)

Aus den allgemein formulierten geometrisch zuldssigen Vergleichsfunk-
tionen (8.4.3) und (8.4.10) werden in diesem Kapitel spezielle geome-
trisch zuldssige Vergleichsfunktionen w"(xl,xz) und &”(xl,xz;g,n) fur

rechteckige Platten unterschiedlicher Lagerungen konstruiert.

Bei der Entwicklung von w”(xl,xz) beschrdnken wir uns vorerst auf
Lastspannungszustinde f =#'¢ g¢', fir die neben (8.1.30) nur homogene
geometrische Randbedingungen

W ke xy ) =0 (X1, X2 ) € S (8.5. 1)
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oder

Wixq X)) = O

(X, X2 ] € Sw (8.5.2)
WinlX1,%) = 0

vorgeschrieben sind. Jeder geometrisch zuldssige Lastspannungszustand

)
f'”kann folglich nach (8.4.3) durch

¢ Je
W~(X41 X | = Z Zj al']' /\7[”('\’4//\7"“0\’2) (8.5.3)
=a Jia

dargestellt werden, in dem die Summationsgrenzen iA>1, i_<s-n, jA>1'

E
jE<t—m durch die homogenen geometrischen Randbedingungen (8.5.1) bazw.
(8.5.2) bestimmt sind. Die Ordnungen n,m der Fundamental-Splinefunk-

tionen M?(xl)M?(xz) in (8.5.3) sind so zu wdhlen, daB die Vergleichs-

funktion w"(xl,xz) im Gebiet (al,bl;az,bz) die vom Funktional (5.4.18)
abhdngige Differenzierbarkeitsbedingung
~s (d'ndz’
w¥(xs,x.) € C (Q4,64; @z, b2) . (8.5.9)

exrfiillt; darin geben d1'd2 die Ordnungen der maximal auftretenden Ab-
leitungen von w"(xl,xz) nach X, bzw. X, im Funktional (5.4.18), gebil-
det mit den Wechselwirkungsenergien (8.3.8) und (8.3.7), an. Die

kleinstmdglichen Ordnungen n,m der Fundamental-Splinefunktionen M?(xl)
M?(xz), die die Differenzierbarkeitsbedingung (8.5.4) erfillen, erge-

ben sich mit der Festlegung der Vielfachheiten

o, =1 v=2,41,N-1 (8.5.5)
und

Bu = 1 pm=21M-1 (8.5.6)
der inneren Knotenpunkte ilv’izu aus

C (n=T1=dy, m-T=3p)

.in der Umgebung von
~ v=2,1,N-1
(%1% [1=2,1,M-1

M 1xa) M (5] €

(8.5.7)
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zu

n=d, +2 | (8.5.8)

m=d, +2 . (8.5.9)

Bei der Festlegung der Vielfachheiten der Randknotenpunkte ;11';1N und
X241 X2y der Splinefunktion (8.5.3) gehen wir von einem kompletten An-
satz (i=1,s-n;j=1,t-m) aus, der auf dem Rand S Funktionen als auch er-
ste und zweite Normalenableitungen der Ndherungsfunktion approximieren
kann. Der komplette Ansatz erfordert die Festlegung der Vielfachheiten
der Randknotenpunkte zu

L, =dy =N (8.5.10)

Ba = Bu = m. (8.5.11)

Die Anpassung des kompletten Ansatzes an homogene geometrische Randbe-
dingungen auf Sw erreichen wir durch die Herauslassung der auf dem
Rand Sw inhomogenen Fundamental-Splinefunktionen M?(xl) bzw. M?(xz).
Liegen inhomogene geometrische Randbedingungen vor, so werden die auf
dem Rand inhomogenen Fundamental-Splinefunktionen aus der Doppelsumme
des kompletten Ansatzes abgespalten und zur Entwicklung des inhomoge-
nen Ansatzterms w;(xl,xz) benutzt, auf die wir bei der Konstruktion

von %”(xl,xz;g,n) ndher eingehen.

Die vorangegangenen {berlegungen zur Festlegung der Ordnungen n,m der
Fundamental-Splinefunktionen in (8.5.3) sowie zur Festlegung der Viel-
fachheiten der Knotenpunkte gelten analog auch fir die Entwicklung der
Vergleichsfunktionen (8.4.10), (8.4.17) und (8.4.21).

Fir die geometrisch zuldssige Vergleichsfunktion (8.5.3) ergeben sich

die Ordnungen n,m aus (8.5.8) und (8.5.9) zu

n =4 (8.5.12)

m=4. : (8.5.13)
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Die Vielfachheiten der Knotenpunkte ﬁlv';zu der Knotenmengen

K,={ %, ,v="a1,N]) (8.5.14)

Kza ={ )?2,4 ;) k=7, ’/,/‘7} (8.5.15)

sind unter Berilcksichtigung von (8.5.12), (8.5.13) aus (8.5.5),
(8.5.6), (8.5.10) und (8.5.11) zu

oo = (otg by, . o .y ) =T ) (8.5.16)
B=ABaPa, o o ) Pryer, Pl = (4 4,. . . ,1%] (851D
bestimmt. Mit der Verschiebungsfunktion
_ (g
W xq, X, ) = Z § CZ,J /‘7 (x,;/”{, (X, (8.5.18)
("'lA "'JA

gebildet aus den bikubischen Fundamental-Splinefunktionen

M/ mN ) € SPOy (Kiy Koy e, B) (8.5.19)

ist eine geometrisch zuldssige Vergleichsfunktion entwickelt worden,
die geometrisch zuldssige Lastspannungszust@nde fa’représentiert. Die
Koeffizienten a;j in (8.5.18) sind Losungen des linearen Gleichungs-
systems (6.2.21). Die Summationsgrenzen in der Gleichung (8.5.18) sind
exemplarisch flr verschiedene Lagerungen der Platte in der Tabelle

8.5.1 angegeben.

Lagerung i, ig Ja I
allseitig gelenkig 2 s-n-1 2 t-m-1
einseitig eingespannt

a 3 s-n-1 2 t-m-1
(x1=-§.x2). gelenkig
zweiseitig eingespannt

£ . 3 s-n-2 2 t-m-1
(x1=_§,x2), gelenkig
allseitig eingespannt 3 s-n-2 3 t-m-2

Tab. 8.5.1
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Geometrisch zuldssige Vergleichsfunktionen %”(xl,xz;g,n) (8.4.10) des

Regulérteils %(xl,xz;g,n) einer Greenschen Verschiebungsfunktion

4] -2

v
W ixa s § M= W Xa ki fim) + wikexag fi) (8.5.20)

kénnen durch Erweiterung um den inhomogenen Ansatzterm %;(xl,xz;g,n)
analog zur Entwicklung geometrisch zul&dssiger Vergleichsfunktionen
w“(xl,xz) (8.5.18) konstruiert werden. Entsprechend (5.1.4) hat
&(xl,xz;g,n) auf gelenkig gelagerten Randern die geometrische Randbe-
dingung

[2]
W (X1, X2; fim) =0 (X1, X, ] € Sw (8.5.21)

bzw. auf eingespannten Randern die geometrischen Randbedingungen

(4]

W (Xq, Xz; §,m] =

0 (%) € Sw (8.5.22)
Wip (X1, Xz, f‘q?} =0

zu erfillen, so daB sich mit (8.5.20) folgende geometrischen Randbe-
dingungen fir &(xl,xz;ﬁyn) ergeben:

v o0

Wixuxe; fim) == w X §m) (X1,%; ) € S (8.5.23)
bzw.

v ©°

W (%1, X2; f, '17]*’—- W (X9 Xz; §m)

v ) oo (X1,%2) € Sw (8.5.24)
Wy e £, | = = Wi (X1,X f,;z),

Folglich hat der inhomogene Ansatzterm %'(xl,xz;ﬁ,n) in (8.4.10) unter
Beriicksichtigung von (8.4.13), (8.4.14) bzw. (8.4.15), (8.4.16) auf
gelenkig gelagerten Randern der Randbedingung

v o0

Wo (X, %2 fim | = — WX X fiml (X1, %) € Sw (8.5.25)

bzw. auf eingespannten Ra&ndern den Randbedingungen

(% o0

ws P xe; §om ] == w (X X f )

) (%,,%1€5,, (8.5.26)
~r oo

Worn (X1, % §im) = — win (xa, %2 fim)

Zu gentgen.
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An die Vergleichsfunktionen w"(xl,xz) und &*(xl,xz,g,n) werden die
gleichen Differenzierbarkeitsbedingungen gestellt, weil die Funktionale
(5.4.18) und (5.4.21) aus den gleichen Wechselwirkungsenergien (8.3.8)
und (8.3.7) gebildet werden. Folglich kénnen die Fundamental-Spline-
funktionen (8.5.19) auch zur Entwicklung von (8.4.10) verwendet werden.
Da die Vergleichsfunktion %"(xl,xzzi,n) auf dem Rand S bzw. Sw Rand-
funktionen als auch erste und zweite Normalenableitungen der Funktion
&(xl,xz;g,n) approximativ bzw. exakt zu erfiillen hat, gehen wir auch
bei der Entwicklung von &~(x1,x2;€,n) vom kompletten Satz der Fundamen-

tal-Splinefunktionen M:(xl)M§(x2) (i=1,s8-n;j=1,t-m) aus. Mit der Ver-

schiebungsfunktion
(e JE y
v . V. ~ 4 ¥
WXy fi) = Wo (xo%e; fi ) +§ 2 C,:7- /\7¢ WHM{ (X2},
(=C4 J=ga

(8.5.27)

gebildet aus den bikubischen Fundamental-Splinefunktionen (8.5.19),
steht ein Ansatz zur Verfigung, aus dem durch passende Festlegung der
Summationsgrenzen und des Aufbaus des inhomogenen Ansatzterms
%;(xl,xz;g,n) geometrisch zuldssige Vergleichsfunktionen entwickelt
werden kénnen. Die Summationsgrenzen in (8.5.27) ergeben sich fir ge-
lenkig gelagerte Rander bzw. eingespannte Rander aus (8.4.14) bzw.
{8.4.14) und (8.4.16). Den inhomogenen Ansatzterm %;(xl,xz;ﬁ,n) in

(8.5.27) entwickeln wir so aus den Fundamental-Splinefunktionen

¢ . .
M. (x4 (=71, 0-1;

; (=g +T1,1,9-n

(8.5.28)

My vl J=1NJa~ T, =Jet? 1t -m

und den auf dem Rand Sw vorgeschriebenen Randfunktionen (8.5.25) bzw.
(8.5.26), so daB (8.5.27) die geometrischen Randbedingungen (8.5.23)
bzw. (8.5.24) erfidllt. Sind auf benachbarten Randern jeweils inhomo-
gene geometrische Randbedingungen vorgegeben, so ist der inhomogene

Ansatzterm in (8.5.27) um Kompensationsfunktionen zu erweitern.

Ein wesentliches Ziel bei der Entwicklung des Ansatzes (8.5.27) ist

die Realisierung einer fiir Rechteckplatten ibergeordneten geometrisch
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zuldssigen Vergleichsfunktion aé(xl,xz;g,n), aus der flur Rechteckplat-
ten mit schwédcheren geometrischen Randbedingungen geometrisch zuldssige
Vergleichsfunktionen %“(xl,xz;a,n) durch Herauslassung Uuberzdhliger in-
homogener Randterme aus %;o(xl,xz;ﬁ,n) sowie Anpassung der Summations-
grenzen einfach zu bestimmen sind. Die iUibergeordnete geometrisch zu-
lassige Vergleichsfunktion %;(xl,xz;g,n) hat auf SW=S die inhomogenen
geometrischen Randbedingungen (8.5.24) zu erfiillen. Unter Beriicksich-
tigung von (8.4.13), (8.4.14) und (8.4.15),‘(8.4.16) ergeben sich da-
mit die geometrischen Randbedingungen fir den inhomogenen Ansatzterm

in %;(xl,xz;ﬁ,n) zu:

Vo /. . (o2 )
We, (xuxz; fim)=—wiXux;5ml
lX'),'\/Z)GSW=5 (8.5.29)

Vo~ ) )= —
Weo,n (X1, %2 §, n| == w,, (X,x;; finl.

Durch die Einfihrung ilibergeordneter inhomogener Randterme

%EOi(xl,xz;E,n), i=1,4, gebildet aus den Fundamental-Splinefunktionen

Mf()q) (=72; (=9-n~1,2-n
(8.5.30)
M) f =42, j=t-m=1t=m

und den Randfunktionen (8.5.29), kann die lbergeordnete geometrisch

zuldssige Vergleichsfunktion

4 9~n~2 t-m-2
Un S v~ A d VL ¥
We (xa,%2;§,M| =/ _ - We,: (X172 f "H-’Z — 4 - Cry M; ('\’HM] (%)
(= (= Jn

(8.5.31)

der Reguliarteile 5(x1,x2;£,n) beliebiger Greenscher Verschiebungsfunk-
tionen ﬁ(xl,xz;g,n) rechteckiger Platten entwickelt werden. Von den
lUbergeordneten inhomogenen Randtermen #éOi(xl,xz;E,n) wird exemplarisch
%éo3(x1,x2;€,n) angegeben, aus dem auch der Aufbau der anderen Terme

zu ersehen ist:
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Ua - _s-n 4 0 2 _
weo3(x1,x2,£.n) = 2 w(2,x2.)

+

ot a
T W Grxy) H e WGy

4 4

M -n,1‘2) "‘2’ o ab ] Ms-n-1%1
- WGh | St L

s n(2) Mt—m(f) Ms—n-l,l(f

(8.5.32)

+
(=Y

z
[\V ]
Nlm

o b
+[ - wlz(xlli)

4 4 b
Ms n(xl)Mt-m,Z(i)

b
s n(2) Mt (5)

4 a 4 b

Ms-n,l(i) 3 (g p) _ Mt—m,2 2 3 ab

M4 (a) r2%2'2 M4 (g) "1
s-n 2 t-m 2

b
2)

+(w112 (;r

4 a 4 4 4
Ms—n,l(z) t- m.2( ) $(§ g) Ms-n— (x ) ] Mt-m-l(xz)
4 a 4 b 2’2 2 ) 4 b

Mo n(3) M (3 Ms-n—l 1430 7 M pq,23)

Analog zur {bergeordneten Vergleichsfunktion (8.5.31) kénnen auch geo-
metrisch zuldssige Vergleichsfunktionen w”(xl,xz) (8.4.3) mit inhomo-
genen geometrischen Randbedingungen konstruiert werden.

Die Koeffizienten é;j in (8.5.31) spezieller geometrisch zulassiger
Vergleichsfunktionen %"(xl,ngﬁ,n) ergeben sich aus dem linearen Glei-

chungssystem (6.2.23).
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Zur Beurteilung der Approximationsglite der geometrisch zuldssigen Ver-
gleichsfunktion (8.5.31) bestimmen wir flir wachsende Intervallanzahlen
N-1=M-1=4,6,8 geometrisch zuldssige Néherungs;ésungen der Greenschen
Funktion

O z o Yars,

WK Xy ;,q7)==£¢f{xy,x2; f‘w;)'+ Wi Xq, Xy, f,7}) (8.5.33)
einer allseitig gelenkig gelagerten quadratischen Platte, die durch
eine singuldre Einzelkraft P(£=0,n=0) belastet wird. Der Fundamental-
teil 3(x1,x2;€,n) der Greenschen Funktion (8.5.33) ergibt sich nach

[ 4] zu:

y" . ; ,
W iXa, X N‘Q}

=~ i\, ) {Xv—
:“T"“L!X4“f’2‘*'“\z"7712:|[.h [ =
(8.5.34)

Die geometrisch zuldssige Ndherungsldésung der Greenschen Funktion
(8.5.33) mit (8.5.31), (8.5.34) wird im Punkt (x1=0, x2=0) mit einer
Ndherungsldsung von Schomburg [12] verglichen. Schomburg benutzte die
Methode der finiten Elemente mit Hermite-Polynomen als Ansatzfunktio-
nen. Dariiber hinaus werden Niherungsl&dsungen [72] w~(x1=0, x2=0;

£=0, n=0) verschiedener finiter Elemente angegeben, die jedoch die

Singularitédt einer Einzelkraft nicht berilicksichtigen.

X2

|
T
|
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W~ (x,=0, %.=0; E=0, N=0) = & Ea—z 107t
1_ ' 2— I = ’ n-_. - a D
[ o [
ZU a ZU a ZU a
Exakt [731] 0.116008 0.116008 0.116008
HR [121] 16 0.115710 36 0.115985 | 100 0.116008
FD-SPLINES 6 0.115983 10 0.116005 15 0.116008
Tab. 8.5.2
Pa2 -1
w (x1=0, x2=0; £=0, n=0) = o 5 10
ZU o ZU o Zu a
Exakt 0.116008 0.116008 0.116008
P12 12 0.1375 27 0.1230 75 0.1181
Hy 12 0.1210 27 0.1185 75 0.1166
S 12 0.0884 27 0.1048 75 0.1125
P16 16 0.10876 39 0.11439 115 0.11560
G 19 0.13770 57 0.12124 193 0.11674
Tab. 8.5.3

mit den Abkirzungen:

Exakt :
FD-SPLINES :
HR :
P12 :
Hy :
S

Pi6 :

ZU

o

Fourier-Doppelreihe [73]

Bikubische Fundamental-Splinefunktionen (8.5.31)

Hermite-Randfunktionen-Interpolation [12]

12-parametrisches Rechteckelement (Adini, Clough, Melosh)

Hybrid-Element / Dreieck (Melosh)

Spline-Interpolation / Dreieck (Clough)

l16-parametrisches Viereckelement (Fraeijs de Veubeke)

Gleichgewichts-Element / Dreieck {(Fraeijs de Veubeke,

Sander)

Anzahl der Unbekannten unter Ausnutzung der Symmetrie
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8.6 Statisch zuldssige Vergleichsfunktionen F;(xl,xz),
Y

Aus den allgemein formulierten statisch zul&ssigen Vergleichsfunktionen
(8.4.17) und (8.4.21) werden in diesem Kapitel Ubergeordnete statisch
zuldssige Vergleichsfunktionen F;g(xl,xz) und ﬁ;g(xi,xz;i,n) fir recht-
eckige Platten entwickelt, aus denen spezielle statisch zul&ssige Ver-
gleichsfunktionen F;(xl,xz) bzw. ﬁz(xl,xz;g,n) einfach zu gewinnen sind.
Als iibergeordnetes Beispiel benutzen wir die allseitig gelenkig gela-
gerte Rechteckplatte unter einfach-symmetrischer Belastung. Die Restrik-
tion beziglich der Belastung entf&llt bei Rechteckplatten mit schwiche-

ren statischen Randbedingunyen.

Die lbergeordneten statisch zulassigen Vergleichsfunktionen

(e
F:/m, F o xxe) E E b /‘7’ (%) /V/ /J(,_)

Il:llA gJA
(8.6.1)
bzw.
v Yoo
Fjlw,)(z,f,?? ‘-'Ec Og'X»r,Xz; f, '/2}
e JE
+§__, Z_. d M me (Xz) (8.6.2)
=ty thg

haben entsprechend (8.5.4) unter Bericksichtigung von (8.3.12) und
(8.3.13) die Differenzierbarkeitsbedingungen

=3 [1,1]
F¢7 (x1,%) € C (Gq,604; 2, D7) (8.6.3)
bzw.
L= 14,11
F;‘y (X"'XZ; fl 7?) € C B {a"f b’f; QZ, bz) (8.6.4)

zu erfiillen. Nach (8.5.8) und (8.5.9) erfillen die aus biquadratischen
Fundamental-Splinefunktionen entwickelten Vergleichsfunktionen (8.6.1),
(8.6.2) die Differenzierbarkeitsbedingungen (8.6.3) und (8.6.4). Zur
Yereinheitlichung der Ordnungen n,m, der in den Ansdtzen w",&“,F; und
F& verwendeten Fundamental-Splinefunktionen, entwickeln wir jedoch auch
(8.6.1) und (8.6.2) aus den bikubischen Fundamental-Splinefunktionen
(8.5.19).
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Die dbergeordneten statisch zuldssigen Vergleichsfunktionen (8.6.1)

" haben nach (8.1.57) und (8.1.61) unter Beriicksichtigung von

At b, _
I/‘Ir".’ [’(1, sz - .2- f' - 0
- &) .
/\'/'M (’\/'u’\’z~ 2 } 0
I/V/vz [Xq :Q;', )\3' = 0

M, (xa== 31 %) = 0

sowie (8.1.35), (8.1.37) die statischen Randbedingungen

» —0
/:{’(1/’\’2"‘—_'?/:/-1' (X1, X..?:-§}+EC{X7__OIXZ__§_)
X4
=3, lxn s ==31= [ V1%, x, =L ),
X=0
S ’.zé}:'{:ﬂ-o(x"rxz '?')”LE (X7=0,%; = Eb‘}
X1
=04 & (x4, x; ?’J‘/‘/’(X:,,X, ?)da\z
Xy=0

x| _ o L
FZ— (’\’1;""?‘) Xz) “Fz— f’\/*i“_""’l)(z} +F (X4=- )"1.‘“0}

Xz
~ & x==%1%)— [ Vix,=-5, % )d%,

X=0

(8.6.5)

(8.6.6)

(8.6.7)

(8.6.8)

(8.6. 9)

(8.6.10)

(8.6.11)

(8.6.12)
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zu erfiillen. Analog dazu ergeben sich fir die Ubergeordneten statisch
zuldssigen Vergleichsfunktionen (8.6.2) unter Berﬁcksichtigung der ho-

mogenen statischen Randbedingungen des Greenschen Zustands

o
MM (X1, X "“?‘) =0 (8.6.13)
o

(8.6.14)

0
= (8.6.15)

o
o= (8.6.16)

die statischen Randbedingungen zu:

14

E-X{Xr],/\(z" z/flv) (X—']‘XZ )+F (*'-1 0)(2=-2)
0’)4 I(X»I,Xz 7/f,7]} _/(IU(X,”X.Z——'A" :{[’n} d'\:; (8.6.17)
U* . uo VC’
o= 2 fml=Ftaxy= 21+ F x=0,%:= 8
- 9 I(Xﬂ)(z ’, __/(’V(XMXZ 2/ f; X4 (8.6.18)
X7 0 |

v v v
¥, _a _ o c a
Rxa= gixeifinl= R a=3%) +F ta=21%=2)

O L)
o~ a A~ ~
— s & (Xy= E;Xz,’f, 4;/“/9/{X4=- Zg,x,; f:"]’ dx, (8.6.19)
;=0

v v [¥]
x __a . % __a ¢ - -
R xa="z 1% fiml= R (a=-z1%)t B =3 %=0)

‘ X,
= &, §(X4=‘%;Xz,'f, Gl —_/WM?=‘%;>?;; f, nl d)?;. (8.6.20)
X,=0 )
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Drei der unbekannten Werte der Spannungsfunktionen Ff(x1=0,x2=ig)'

c =+E = i - 2C = =+5 #C =+Q =
Fz(x1 150X, 0) in (8.1.9)-(8.1.12) bzw. Fl(x1 O,x2 3, Fz(x1 5%, 0)
in (8.1.17)-(8.1.20) konnen durch die Festlegung der Koeffizienten

a,rQ bzw. éa,é in den Nullspannungsfunktionen (8.1.55) aufgrund der

Forderungen
o c
E =05 ==k + F txa=0, == 8] = 0
’ b+ F x =0x=258)=0
F(x,=0,%= 2|t K (x,=0Xx= 2|= (8.6.22)
4 Q =) =
50()(4'-" g;xfo) R (= 5 )%=0)=0 (8.6.23)
bzw
7 (X1 1 X2 2 } 1 (X4 12 7 o
Uo b VC b
Fixa=0 %= 2] +F (x=0,x,= Z|=0 (8.6.25)
Uo Uc .
Fz{x4= %;Xz= ] + K (x,= %) X2=0) =0 (8.6.26)

kompensiert werden. Darliber hinaus ergeben sich aufgrund der vorausge-

setzten Symmetrie die Festlegungen (Abb. 8.6.1)

X a -
Foix=—7,x=0] =0 (8.6.27)
Uae a
F (x,="3%x=0] =0. (8.6.28)

~ V.
Die inhomogenen Ansatzterme F&go(xl,xz) in (8.6.1) bzw. F&go(xl,xz;é,n)

in (8.6.2) haben nach (8.4.19) bzw. (8.4.23) die statischen Randbedin-
gungen

X
P =5 | == 8 Bxa i ==2) = [ V1&g =~ 2 ) 2%,

“
x=o
(8.6.29)
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g

. X
f;h:{,¥4, X, = é%} = - é& irﬁ*h/*}:= é?)-J[?/(£:r)<?== é?) q‘*:

(8.6.30)

Xz
4 ~ P
Ez_% (1= §, %)== %8 (x= %:’Q’“/V(fhz ?"Q/ %
=0
(8.6.31)
XZ
Fz.y:(’\'fr""%lxz) =" &zf(f\’4="‘2£))\’z)"/§”()rq=“%))?z') ax;
ké:o .
(8.6.32)
bzw.
U,v b
F,,_yo (X1, X, =~ 5, f/ ""]/
oo x4
b so .~
== l94 g(/\"ll/\/z:"'f; f/n}—/s‘//('\?/'\/zz'-zéjf/q?/d’\’,’ {(8.6.33)
U%
F;,(X7/’\/2 2'[(47}
== A Flnxm B fon) = P B i, w0
=0
U%‘ a
240 (X2= Z1% | f! )
oo A
= =0, £ (%= 2 1% fim) _._/gu()(4.= 2,%; fim|d% (8.6.38)
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1%
= __a p
fzjo (*’4‘”‘?/"2:’)’1 n)
o *2
oo Q o~ P
==, b==%1%;f 77)—J/9/(»¢,==-;,.Arz,‘f, 7] A% (8.6.36)
Xp=

zu erfiillen.

= V=
Den inhomogenen Ansatzterm Flgo(xl'XZ) bzw. Flg (xl,xz;g,n) entwickeln
o

wir aus den Fundamental-Splinefunktionen

WZ;M&) f=7;t-m (8.6.37)

und den Randfunktionen (8.6.29), (8.6.30) bzw. (8.6.33) und (8.6.34).
= v . .
Fzgo(xl'XZ) bzw. Fzgo(xl,xz;iln) bilden wir entsprechend aus den Funda

mental-Splinefunktionen

¥ =
M, (x) (=7;9-n (8.6.38)

und den Randfunktionen (8.6.31), (8.6.32) bzw. (8.6.35) und (8.6.36).
Beriticksichtigen wir auBerdem (8.4.20) und (8.4.24), so ergeben sich die

lUbergeordneten statisch zuldssigen Vergleichsfunktionen zu:

F:lq (/\’4, XZ}

o

X4
_ - (Xz[
= —[ f()(,,, :?":"fzé/ +/W(’\3u)‘-'\efz_’zé C/X’l]

/‘7" x; =8

X4=(; ,

- M# (X

- . - Al
~[o1 8 1xa, 5= 8) +[ ¥k, x,= & Q/’(ﬂ]_'*Lj)T;
ML, x;=2)
X,"‘—‘-D t-m itz 2
a=-n 1‘-—5:7:4
t. ->~_‘ b, «:}M (X;) (8.6.39)
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/C;;:’{X,,,Xl)
* M ey )
—- (2 m =25+ Vo305
X,=0 =
x Mo (4]
A ~ A -
o=
9-n-1 ¢t-m - .
-+ > > b.Z_,:?- /\7‘.1’{)(4} M] ()(2) (8.6.40)

sowie die uUbergeordneten statisch zuldssigen Vergleichsfunktionen des

Regulérteils eines Greenschen Zustands zu:

v

F:ry (X1, Xz f(
X'! MQ{XJ
= — 5 .-.'.'-.é' § 70 =—_6.’ ] ——=2
[94-?()(”1)(2 3 jl’ﬂ)i{ju(’\,nxz z;f!n’d’\?]Mf{XZ____zé/
Mfl’-m {x2)
-—[afz\’/“xz Zl}ri ‘:;/osu()(,”)(z z’f’/q}d’,]M:_M(Xz=zé)
A-n  t-m-1 Ve ‘ .
+> 2 dyre M 13y M (%) (8.6.41)
(=4 J'==2 J ¢ J
/:z-;:"/x,” '\’1.,' ff’}?}

Mql' %)

X
= — [972 f{«\q:‘z‘l/*’zif/n}:f_aw)(’:-%’%" f/’?/d’?z] M,,#(X4="2€)
e

"[%E(&,"’ %/x:'-f/ -/:/9V “‘;Xz, f[”?}dtlfz] Ma-n (X4)

%
\70 n{”*“)
a-n=-1 t-m
£> D A M 5.6.42
?/] ¢ {X'I} j()(l}r (8.6.42)
(=2 1::/] ‘

-
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die unter Bertlicksichtigung der Zusammenhénge zwischen der Fundamental-
18sung $(x1,x2;5,n) und den partikuldren Funktionen W(xl,xz;i.n),
8(x,,%,7E,m) nach (8.1.66), (8.1.67) zu

v

/qu {’Y1, Xz,f,
= - -v] 2. _ M/ )
D[-(/’ 7W X‘I,A’z z/f/ fAWquXz 7/[”71dx4JM‘l }
(e==%
| r Mo (3,)
—O[M-v)3y 7 x4, 5= &, f,"])*fAW(&,,&'-‘?;ﬂ’q}a’;?;]M—g——‘L"”’( £
i t-mX2=3

X,=0

9-n z‘m‘fu

+ L_ L ”'1 /‘7,-“()«*4;/"/;/,\3) (8.6.43)

FZ:'(X'/; xzi fiml

X,
(=] ! (%] o [\'/ 4
== D[ (1-0) 0 & (xy=-8, x, ;ﬁ"?l‘f“w(’\’ﬂ"”'za'l"?} fiml dxz]—LX

X,=0 M#(X='z'/
=D [(1-v) & w (xy= ;Xz,f,'q}-/Awm ’lef/ | ¥, JMv'"W
x,=0

=hn-1 ¢-m
M (»mM (x;) (8.6.44)

> > iy
7=1

(=2

umgeformt werden kénnen.

Fundamentall&sungen $(x1,x2;€,n), die fir die lokale Eingrenzung elasti-
scher FeldgrdBen der Platte von Bedeutung sind, wurden von Stumpf [ 4 ]

abgeleitet.

Die partikuldren Funktionen W(xl,xz) und @(xl,xz) in (8.6.39) und
(8.6.40) ergeben sich z.B. fir eine konstante bzw. linear verteilte

Flichenbelastung aus (8.1.11) und (8.1.33) zu:
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Yixe, x| =~ 33 (x5 +x}) (8.6.45)
£ (3, %) = (1-v) §g (X +x}) (8.6.46)
bzw.

Wixa, x, ) = ,% (Zx2+x,x7 + ax} (8.6.47)
G, = (1-v) 45—( x,%+ X%+ a xt). (8.6.48)

Aus den ubergeordneten statisch zulédssigen Vergleichsfunktionen
(8.6.39), (8.6.40) bzw. (8.6.43), (8.6.44) sind spezielle statisch zu-
lidssige Vergleichsfunktionen fiir Rechteckplatten mit schwlcheren sta-
tischen Randbedingungen einfach durch Herauslassung Ulberzdhliger inho-
mogener Randterme sowie Anpassung der Summationsgrenzen zu bestimmen.
Die Koeffizienten b;ij in (8.6.39), (8.6.40) bzw. égij in (8.6.43),
(8.6.44) ergeben sich aus dem linearen Gleichungssystem (6.2.22) bzw.
(6.2.24).
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abb. 8.6.1

Spannungsfunktionen der quadratischen, all-

seitig gelenkig gelagerten Platte, p=konst.
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9. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND VERGLEICHE

9.1 Punktweise Eingrenzung der Durchbiegung w(£,n)

Flir die punktweise Eingrenzung der Durchbiegung w(&,n) ist die Funda-
mentalldsung $(x1,x2;€.n) (8.5.34) zu einer im Punkt (&,n) angreifen-

den singuldren Kraft P heranzuziehen.

In den folgenden Tabellen fassen wir die Ergebnisse der punktweisen
Eingrenzung der Durchbiegung w(§,n) flir quadratische Plétten verschie-
dener Lagerungen unter der Belastung p=konst. bzw. EF=%§4X+§) zusam-~
men. Daritiber hinaus werden zur Beurteilung der Konvergenz von
wN(£=O,n=O) sowie der Fehlerspannweiteedie Ergebnisse der lokalen
Eingrenzung flir die Intervallanzahlen N=M=4,6,8 tabellarisch und gra-
phisch dargestellt und den Vergleichsldsungen wv(x=0,y=0) (73] sowie
W™ (x=0,y=0) nach (8.5.3) gegeniibergestellt. Speziell fir die quadra-
tische, allseitig eingespannte Platte stellen wir in der Tab. 9.1.11
die Resultate der punktweisen Eingrenzung von w(£=0.00,n=0.00) mit
Fundamental-Splinefunktionen den Ergebnissen der punktweisen Eingren-
zung mit Hermite~Polynomen [12] sowie einer Finiten-Element-L&sung nach

[74] gegentber.

Abb. 9.1.1
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In den Tabellen und Abbildungen werden folgende Abkilrzungen benutzt:

w : exakte Ldsung
L : punktweise Ndherungsldsung (6.3.7)

FSPW : Fehlerspannweite (6.3.13)
Yitu = Wy " FSPW S w £ Vi + FSPW = Yo
Wy, : Vergleichslésung [73]
w” : geometrisch zulédssige Ndherungsl&ésung (8.5.3)
FSPW [Yo0] = N0 = "™ 4500
N
o N - W
WNWV [ /00] = ’—TN'—V |1000
~ WN - W
o ) = | o
wN [ oo] WN
e
N=N-1
e
M=M-1

=l

]

£
o]
AR
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W(O.,O.)702$
0.4065%
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AN
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Abb. 9.1.2: Konvergenzverlauf der Durchbiegung

w (zu Tab. 9.1.1)

w(o..o.noz#
0,2033+
w™ q\\
0,.2032+ N
\\\
"No
zv o TR W T e o en < e o o ¢ S o
0.20311 N /
“Wu
0,2030«}-
T

>
RAJ

4 6

Abb.:

o

8

9.1.3: Konvergenzverlauf der Durchbiegung w (zu Tab. 9.1.2)
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Eingrenzung der Durchbiegung w(&,n)

Quadratische Platte, allseitig gelenkig, p=konst.
N=M=4
wN(E, n) FSPW FSPW
£ n = y 100[ %]
a a 4
3 5 10°2 ;% 106 .c% wy (£, 1)
0.00 0.00 0.406226 0.756712 0.0186
0.25 0.377603 0.793355 0.0210
0.50 0.293797 0.976415 0.0332
0.75 0.162281 1.34744 0.0830
0.00 0.90 0.066931 3.22140 0.4813
Tab. 9.1.3

Eingrenzung der Durchbiegung w(&,n)

P
Quadratische Platte, allseitig gelenkig, p=:§(x+%)

0.00
0.00
0.00
0.00
0.00

0.028103
0.131080
0.203113
0.162718
0.038820

N=M=4
FSPW FSPW
a a
= = -2 Poa - a
2 2 10 ° =5 107 B2 | w g, m)

2.01697
0.611374
0.473797
0.611374
2.01697

0.7177
0.0466 °
0.0233
0.0376
0.5196

Tab. 9.1.4
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W(O.,O.)IOZA

0,27871
0,2786 +

0.2785¢

0.27844

0,27834

0,2782+¢
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v
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Lo

: p 8 e

Abb. 9.1.4: Konvergenzverlauf der Durchbiegung w (zu Tab. 9.1.5)

WIO.,O.)702+

019187

0,19161

0:’9’4‘

0,19124

.

g

0,1910+
A

o
-

-
™~ v

4 6 : Iw‘i

Abb. 9.1.5: Konvergenzverlauf der Durchbiegung w (zu Tab. 9.1.6)
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Eingrenzung der Durcehbiegung w(E,n)
Quadr. Platte, eins. eingespannt (x=-a/2,y), gelenkig
p=konst., §=§=4
£ n wN(E,n) FSPW FSPW 4 o[3]
2 2 -2 pa* -5 pa?  |w (g,m
2 2 10 B2 1077 2 NCY
D D
-0.90 0.00 0.009130 1.76477 19.3284
0.25 0.008628 1.83058 21.2160
0.50 0.007004 1.67937 23.9763
0.75 0.004084 1.59535 39.0667
-0.90 0.90 0.001848 1.32259 71.5847
-0.50 0.00 0.142133 0.535383 0.3767
0.25 0.132903 0.537334 0.4043
0.50 0.105129 0.541432 0.5150
0.75 0.059393 0.501618 0.8446
-0.50 0.90 0.024793 0.617063 2.4888
0.00 0.00 0.278360 0.271692 0.0976
0.25 0.259408 0.276322 0.1065
0.50 0.203216 0.281323 0.1384
0.75 0.113193 0.295124 0.2607
0.00 0.90 0.046849 0.500484 1.0683
0.50 0.00 0.228226 0.196434 0.0861
0.25 0.212737 0.216920 0.1020
0.50 0.166821 0.188255 0.1128
0.75 0.093116 0.229057 0.2460
0.50 0.90 0.038597 " 0.566697 1.4682
0.90 0.00 0.053855 0.486527 0.9034
0.25 0.050272 1.12460 2.2370
0.50 0.039618 0.565219 1.4267
0.75 0.022371 0.715394 3.1978
0.90 0.90 0.009353 0.456372 4.8792

Tab. 9.1.7
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Eingrenzung der Durchbiegung w(&,n)

Quadr. Platte, zweis. eingespannt (x=%a/2,y), gelenkig
p=konst., ﬁ=ﬁ=4
_g_ 2 WN(E.n)4 ——£§£ﬂ_z _FSPW 0014 ]
F Z 1072 B2 107> B2 wy (&)
D D

0.00 0.00 0.191420 0.379076 0.1980
0.25 0.179023 0.391723 0.2188
0.50 0.141573 0.403959 0.2853
0.75 0.079765 0.415018 0.5203

0.00 0.90 0.033165 0.593276 1.7888

0.50 0.00 0.111393 0.621906 0.5583
0.25 0.104494 0.624590 0.5977
'0.50 0.083367 0.629539 0.7551
0.75 0.047601 0.580661 1.2198

0.50 0.90 0.019962 0.713099 3.5724

0.90 0.00 0.007501 2.05155 27.3495
0.25 0.007126 2.12899 29.8770
0.50 0.005846 1.95240 33.3950
0.75 0.003450 1.85235 53.6986

0.90 0.90 0.001572 1.53065 97.3887

Tab. 9.1.8
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Eingrenzung der Durchbiegung w(E,n)

Quadratische Platte, allseitig eingespannt, p=konst.
e
N=M=4
wy(E,n)
€ n NG, FSPW FSPW 100[ 8]
2 £ -2 pa? -5 pa® w (E,7)
2 2 10”° B2 10”° B2 N5
D D
0.00 0.00 0.126171 0.532100 0.4217
0.25 0.112670 0.560200 0.4972
0.50 0.075515 0.709665 0.9398
0.75 0.027534 1.31024 4.7586
0.00 0.90 0.005296 2.16578 40.8954
0.50 0.25 0.067667 0.723413 1.0691
0.50 0.045813 0.805613 1.7585
0.75 0.017160 1.27843 7.4500
0.50 0.90 0.003463 2.06714 59.6908
0.90 0.25 0.004836 2.24436 46 .4095
0.75 0.001205 2.02473 167.986
0.90 0.90 0.000383 1.62285 423.615
Tab. 9.1.10
WIO.,O.)IOZ’
0,12681
012661
012644
0,1262¢
0,7260l
0,1258+¢
OJZSST

8 N

Abb. 9.1.6: Xonvergenzverlauf der Durchbiequng w (zu Tab. 9.1.9)
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verschiedener N&herungsverfahren:

Vergleich der Ndherungsldésungen w(£=0.00,n=0.00)

Platte, allseitig eingespannt, p=konst.

Punktweise Eingrenzung mit Fundamental-Spline-
funktionen aus Tab. 9.1.9: wN(£=0.OO,n=O.OO)

Quadratische

K3
N

Punktweise Eingrenzung mit Hermite-Polynomen
nach [12]: wyy, (£=0.00,1=0.00)

=M -V 4 [} 8

» 49

£ £ 98 162 242
WNo 0.126703 0.126566 0.126543
Wy 0.126171 0.126462 0.126510
YN 0.125639 | 0.126358 0.126477

Maschen 2 x 2 4x 4
~ o
mﬁ'{ffﬁ 4 36
A 72 200
“Nogp 0.128125 0.126750
WNpp 0.120975 0.125981
¥Nugp 0.113825 0.125213

Finite-Element-L&sung,
Rechteckelement [74]: wpp(%=0.00,y=0.00)

12-parametrisches

Maschen 4 x 4 8 x 8 16 x 16
au¥ 36 196 9200
YpR 0.1403 0.1304 0.1275

nach (8.5.18): w™ (x=0.00,x=0.00)

w

Geometrisch zuldssige N&herungslésung

e e

N=M 4 6 8
au* {,C ~ 9 25 49

W 0.126114 0.126471 0.126515

Faktor

*AU: Anzahl der Unbekannten, ohne Beriicksichtigung der Symmetrie

Tab. 9.1.11
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9.2 Punktweise Eingrenzung des Momentes Mll(E,n)

Fir die punktweise Eingrenzung des Biegemomentes Mll(g,n) ist die Fun-

damentalldsung $(x1,x2;€,n)

ﬁrfkﬁ.xk;f;72,== 5,;i£> f{ ’7 C faidn é;’;F(X2~qﬂi]
+2 11V = ]

(9.2.1)

zu verwenden [ 4].

In den folgenden Tabellen und Abbildungen werden die Ergebnisse der
punktweisen Eingrenzung des Biegemomentes M11(6=0,n=0) fir quadratische
Platten verschiedener Lagerungen unter der Belastung p=konst. bzw.
sﬂ=£2(x+§) angegeben. Dariiber hinaus fihren wir zur Beurteilung des
Konvergenzverhaltens von MIIN(E-O,n-O) sowie der Fehlerspannweite die
Ergebnisse fiir die Intervallanzahlen N~M=4 6,8 auf und stellen sie den
Vergleichsldsungen Mjj(x,=0, x,=0) [73] sowie Mil(x=0,y=0) nach
(8.6.39), (B.6.40) gegeniber.

Abb. 9.2.1
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In den Tabellen und Abbildungen werden folgende Abkiirzungen benutzt:

M

exakte LOsung

11
M1y punktweise Naherungslésung (6.3.7)
FSPW : Fehlerspannweite (6.3.13)
M11NU. = MllN - FSPW < M11 < MllN + FSPW = MllNO
Myy, : Vergleichslésung [73]
Mil : statisch zuldssige Ndherungsldsung (8.6.39), (8.6.40)
M11 M11
FSPW [ “c] = N°M N 1000
11y

Mi1y - My
My Mg, [ 7] = I M \1000

| My~ Mpg

R/

M11NM11 I. /00] = MllN .1000
e
N=N-1
e
M=M-1
M 1



126 -~

9Tx3owmiAs X

@p bunbrTayoTsionasadg auyo

*
£50°0 611°0 210" 1 [oa, 1 'lwtlw
000°0 010°0 090°0 oo, ] 2V PNy

w .01 y988LY O v988LY "0 y988L%°0 el AMw
w ;.01 6£88LY "0 Z188LY "0 80V8LY O Pla
2€0°0 L90°0 1€2°0 [ 9e/, ] Masa
w .01 11€510°0 $L0620°0 8L9071°0 Masd
. : . aNTT
w ;.01 6v88LY 0 ov88LY "0 18L8LY "0 W
. : ) NTT
w .01 ¥988LY "0 6988LY "0 2688LY "0 W
[&]
,ed o 0888LY "0 8688LY 'O £006L7 0 NTTy
861 9z1 oL =3 %3] JUeIFuueiaqun
18 6% sz _3'_3) 2P Tuezuy
8 9 v W=N
@ 2
uaz03yed ‘3suox=d ‘HTxusTebh HTIITSSTI® ‘@331eTd 2ydsIleIpend
(00°0=u’00-0=3)"'n sa2quswon sap bunzusabury

9.2.1

Tab.



127 -

aTaj3smwis x9p bHBunbraiyorsiyonxzsd auyo

" o1

u o1
" o1

" ot

e®d o1

uszoaled

*
£50°0 811°0 210" 1 [ag, ] lu"tly
000°0 6000 090°0 [o0, ] AT TPy

ZEVBETZ O ZEV6ET O ZEV6EZ O [ec] Aty
0ZV6€EZ "0 90v6£2°0 ¥OZ6E£Z O Tla
o¥0°0 LLO"O 68Z°0 { %% ] mdsa
119¥60°0 ovZ181°0 SL6269°0 Mdsd
€IV6EZ O 91¥6€Z°0 LLEGEZ O NI Ty
ZEV6ET O YEVBET O 9YP6EZ "0 NIty
ZYY6ET O ZSY6EZ O 9156€Z°0 ONTly
861 9z 1 oL ~3'.3]  us3uuexequn
18 67 sz L33 19p TUeZUY

8 2 v y=x

Am+xquum ‘BTHuaTab BTaTOSTI®

°g
Aoo.onc~oo.oumvﬁﬂ

_—mmm—m—m Y e e e e ]

‘s33eTd ayssTieapend

W sa23uauwol sap bunzusabuiryg

9.2.2

Tab.



- 1
M;(0.,0.)10° §

- 128 -

0'4790.' “”No \
047881 Mun +_ _
Mgy —T 7777 "‘"‘“"_"’:'—"_— =3
0,47884 /”/—;:‘
MiiNu -
047874 /
/
0.4786 % /
0,4785¢ /
0.4784-[ My [
" 5 p il
Abb. 9.2.2: Konvergenzverlauf des Momentes M11 (zu Tab. 9.2.1)
My (0.,0.)10°
0,2396%
023954 N
My — — —
~~~~~ "l " v-‘...mo—-——.-—.—-.*
| Myv ——
0,2394% >
My /
/7
0,2393¢ /
/
./
0,2392+ My
1 .

&
-

s 3 s

~N &

Abb. 9.2.3: Konvergenzverlauf des Momentes M11 (zu Tab. 9.2.2)
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Eingrenzung des Momentes M,y (E/m)

Quadratische Platte, allseitig gelenkig, p=konst.
N=M=4
£ n M (E, 1) FSPW FSPW
- - 11N 100[ %]
a a -1 2 -4 2
0.00 0.00 0.478892 0.110678 0.0231
0.25 0.458274 0.185501 0.0405
0.50 0.389108 0.341282 0.0877
0.75 0.248829 2.07319 0.8332
0.00 0.90 0.115469 12.6179 10.9276
0.50 0.00 0.356262 0.461070 0.1294
0.90 0.00 0.088189 20.8804 23.6769
Tab. 9.2.3

Eingrenzung des Momentes My, (/)

e
N=M=

p
Quadratische Platte, allseitig gelenkig, p=:§(x+%)

4
£ n M (£,n) FSPW FSPW
Ta 11T ' 2 4 2 toof ]

a a - -

3 3 1o~ pga 10 ~ pga My ntErm
-0.90 0.00 0.031702 13.0735 41.2390
-0.50 0.00 0.149178 0.288684 0.1935

0.00 0.00 0.239446 0.069298 0.0289
0.50 0.00 0.207084 0.288684 0.1394
0.90 0.00 0.056487 13.0735 23.1444

Tab. 9.2.4
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My10.,0.110' §

0,33941
0'3392T

0'3390T

0,33881
0,3386 1

0,3384 1

0.3382¢

0,3380'”-

]

4. 6 8 zﬁ

Abb. 9.2.4: Konvergenzverlauf des Momentes M

. 9.2.5
11 (zu Tab. 9.2.5)

o 1
My (0.,0.)10° 4

042445" M"NO

v

0,2442

v

0,24391

0.2436 ¢

0,2433¢

0,2430¢

0,2427 1

1

“
L
C 3

4 6 8 xﬁ

Abb.: 9.2.5: Konvergenzverlauf des Momentes M11 (zu Tab. 9.2.6)
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o !
My, (0.,0.)10 A

0,2298J*‘

Mrno

0,22944

Ll

v

0,2290+

0,2286
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)

A
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Abb. 9.2.6: Konvergenzverlauf des Momentes M11 (zu Tab. 9.2.7)

9.3 Diskussion der numerischen Ergebnisse

Durch die Entwicklung und Anwendung digitaler GroBrechner haben nume-
rische N&herungsverfahren zur L&sung von Problemen der Elastomechanik
in den letzten beiden Jahrzehnten an Bedeutung gewonnen. Jedes N&he-
rungsverfahren sollte lber die Ndherungslésung hinaus Informationen
tUber den Fehler der Ndherungsldsung liefern. Das Interesse an Ldsungs-
verfahren, die unter vertretbarem theoretischen und numerischen Auf-
wand Fehlerspannweiten zu der Ndherungsldsung bestimmen, wédchst standig.
Insbesondere fir die ingenieurmédBfige Anwendung zur Berechnung.von De-
formationen und SchnittgrdBen, die zur Dimensionierung von Strukturen
bekannt sein missen, sind Ndherungslésungen mit vorgebbarer relativer
Fehlerspannweite von groflem Interesse. Zusdtzliche Berechnungen mit
feinerer Diskretisierung der Strukturen, dié aufgrund der Unkenntnis
der GroBe des Fehlers der Ndherungsldsung durchzufiihren wiren, sind

bei bekannter Fehlerspannweite nicht erforderlich.
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Im Kapitel 9.1 sind die numerischen Resultate der punktweisen Eingren-
zung der Durchbiegung w(f,n) fir quadratische Platten verschiedener
Lagerungen angegeben, zu denen folgendes zu bemerken ist: Die Fehler-
spannweiten Fszwezu wN(£=O.OO,n=0.OO) konvergieren fir alle Beispiele
fir wachsende N=M=4,6,8 monoton gegen "Null" (s. Tab. 9.1.1, Abb.
9.1.2; Tab. 9.1.2, Abb. 9.1.3; Tab. 9.1.5, Abb. 9.1.4; Tab. 9.1.6,
Abb. 9.1.5; Tab. 9.1.9, Abb. 9.1.6). Die punktweise Naherungsiésung
Wy (£=0.00,n=0.00) der allseitig gelenkig gelagerten Platte unter
p=konst. bzw. p= P (x+ )} erreicht schon fir N—M—6 8 die exakte LO-
sung nach [73] (Tab. 9.1.1, Tab. 9.1.2); bemerkenswert ist auch die
Genauigkeit der Nidherungsl&sungen w (x=0.00,y=0.00). Fir technische
Zwecke ergeben die Berechnungen mit den kleinstméglichen Intervallan-
zahlen §=ﬁ=4 hinreichend genaue Ndherungslésungen. Die stark anwach-
senden relativen Fehlerspannweiten in Randndhe sind einerseits auf
die gegen Null gehende Durchbiegung und andererseits auf den EinfluB
der Singularitdt auf die inhomogenen Randansédtze zurlickzufihren. Ab-
schlieBend werden in der Tab. 9.1.11 die Ergebnisse (Tab. 9.1.9) fir
eine allseitig eingespannte, quadratische Platte den Ergebnissen der
punktweisén Eingrenzung von w(£=0.00,n=0.00) mit Hermite-Polynomen
[12], einer Finiten-Element-L&sung nach [74] sowie der geometrisch
zulédssigen Ndherungslésung (8.5.18) gegenliberstellt. Die punktweise
Eingrenzung von w(£=0.00,n=0.00) mit Fundamental-Splinefunktionen er-
gibt unter Beachtung der Anzahl der Unbekannten deutlich genauere
Ndherungsldsungen mit kleineren Fehlerspannweiten als die punktweise
Eingrenzung mit Hermite-Polynomen nach [12]. Die Finite-Element-L&sung
[74] ergibt selbst fir 900 Unbekannte eine weit schlechtere Niherungs-
l6sung als die punktweise Eingrenzung mit Fundamental-Splinefunktio-
nen bzw, Hermite-Polynomen, als auch die geometrisch zuldssige N&he-

rungslésung (8.5.18) mit Fundamental-Splinefunktionen.

Im Kapitel 9.2 sind die numerischen Resultate der punktweisen Ein-
grenzung des Biegemomentes M11(5=0.00,n=0.00) fir die Platten aus 9.1
angegeben. Auch die Fehlerspannweiten FSPW zu M11N(£-0 .00, n=0.00)
konvergieren fiir alle Beispiele fiir wachsende N—M—4 6,8 monoton gegen
"Null" (s. Tab. 9.2.1, Abb. 9.2.2; Tab. 9.2.2, Abb. 9.2.3; Tab. 9.2.5,
Abb. 9.2.4; Tab. 9.2.6, Abb. 9.2.5; Tab. 9.2.7, Abb. 9.2.6). Dariiber
hinaus sei auf die genauen Biegemomente Mil, die aus statisch zuléds-
sigen Ndherungen der Schaeferschen Spannungsfunktionen bestimmt wur-

den, hingewiesen.
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Mit den aus bikubischen Fundamental-Splinefunktionen entwickelten Ver-
gleichsfunktionen kénnen beliebige elastische Feldgrdfen der Platte
mit vertretbarem numerischen Aufwand punktweise eingegrenzt werden.
Eine Erweiterung auf die punktweise Eingrenzung elastischer FeldgrdBen
der Scheibe ist aufgrund der aufgezeigten Bnalogie Scheibe-Platte
leicht méglich.
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