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Zusammenfassung

Die Wanddicken diskretisierter, elastischer Stdbe und Kreisringplatten
unter stochastischer Last werden gewichtsminimal bestimmt. Neben
geometrischen Restriktionen wird die Uiberschreitenswahrscheinlichkeit
einer vorgegebenen Spannung beachtet. Die Lasten werden durch lineare
Filter in einer Form gewihlt, wie sie z.B. durch Fahrbahnrauhigkeiten
auftreten.

Die Basis der Untersuchung bildet die Kovarianzanalyse. Fiir diese wird
ein sehr platzsparender, schneller und somit wirtschaftlicher Mehrstufen-
Losungsalgorithmus aufgezeigt.

Analytische Betrachtungen eines kontinuierlichen Stab liefern Abschitzungen
liber den Grad der erforderlichen Diskretisierung. Untersuchungen an
einem Einmassenschwinger zeigen die Giiltigkeit der Kovarianzanalyse in
der Einschwingphase.

Summary

Minimum weight design of stochastically loaded elastic beams and plates
is considered. The side conditions of the problem are that the probability
of overstressing beyond a given stress is Specified for a given class of
stochastic loads and some geometrical limitations are imposed on the
shape. The stochastic loads of interest are similar to the ones that occur
in guideway roughness studies and they are generated from white noise
by a suitably designed filter.

A basis of the study is the covariance analysis. A fast and economical
algorithm is developed for the numerical solution of the problem.

On the other hand an analytical study of a continuous beam enabled us
to obtain estimates for the desired rank of discretization used in the
numerical work. A study of a simplar case of a single degree of freedom
system shows that at large times a stationary state predicted by the
covariance analysis is reached.
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Verwendete Formelzeichen

A Flache

A Systemmatrix

c Konfidenzintervall

C Konfidenzzahl

e EntwurfsgroBe

E Elastizitdtsmodul
E{g(X)} Erwartungswert von g(X)
f Verteilungsfunktion

f, Driftvektor

F komplexe Frequenzgangmatrix
g Wichtungsfunktion
G=E/{2(1+v)} Gleitmodul

G Koeffizienten- oder Diffusionsmatrix
H Hesse'sche Matrix

I Flachentragheitsmoment
I Einheitsmatrix

K Korrelationsmatrix
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P Wahrsclh'einlichkeit

q Verteilte Lasten

(r,p,z) Zylinderkoordinaten

R Kovarianzmatrix

8 Suchrichtung

S Spektraldichtematrix

u Verschiebung

w Wiener-ProzeB3 Grofle

(x,y,2) Karthesische Koordinaten



X, ¥ Realisationen von X und Y .

X, Y ZufallsgroBen

z Zustandsvektor

o Standardabweichung / Spannung

€ Verzerrung

b massenbezogene Dampfung

dik Kronecker-Symbol

x massenbezogene Steifigkeit

® massenbezogene Kraft

0] Gauf¥'sches Fehlerintegral

O(t) = eAt Fundamentalmatrix

v Querkontraktionszahl

¢ Rotation

d(x) Eigenfunktion

e Dichte

E ZufallsgroBe

(n,0) Lokale Koordinaten

P(A|B) Wahrscheinlichkeit von A unter der
Bedingung des Eintritts von B

0 | Einheitsmatrix/-vektor

X Skalar x

x Vektor x

b 4 Mittelwert des Vektors x

X Matrix X

Xi’j i,jtes Element der Matrix X

() =209()/0x partielle Ableitung von () nach x

()Y =09()/0t Zeitableitung von ()

vg Gradient der Funktion g

Sp(A) Spur der Matrix A



1 Einleitung
1.1 tibersicht

Eine wesentliche Forderung moderner Fertigung ist die bestmogliche
Werkstoffausnutzung mechanischer Bauteile und Strukturen. Neben
wirtschaftlichen Gesichtspunkten wie z.B. Nutzung vorhandener Fertigungs-
moglichkeiten, Herstellungskosten, Designfragen u.d. sind auf mechanischer
Seite einerseits die &duBere Gestaltung, andererseits die Dickenauslegung
bei gegebener Kontur von vorrangigem Interesse.

Die Lastannahmen sind hierzu moglichst realistisch zu wahlen. Mit deter-
ministischen Lastannahmen (z.B. transiente oder harmonische Last) kénnen
zwar wesentliche Aussagen getroffen werden; hingegen geben sie nur ein
ungefdhres Bild tatsdchlicher Vorgdnge ab. Reale LastgroBen haben zu
einem nicht unerheblichen Anteil einen zufélligen Charakter. Dieser Tatsache
wird in neueren Abhandlungen zur Festkorperdynamik Rechnung getragen,
beispielsweise in WALLER/SCHMIDT [§71.

Im Bereich der Mechanik tritt das Problem zufallsbedingter ProzeBgrdBen
zum Beispiel bei Systemidentifikationen, Materialermiidungen und fahr-
dynamischen Untersuchungen auf. Fiir diese Vorgédnge sind auf der Basis
von Wiener-Prozessen [ 4] leistungsfahige Beschreibungsmethoden entwickelt
worden. Durch ihre speziellen Korrelationseigenschaften ermoglichen sie
die Losung linearer stochastischer Differentialgleichungen. Grundlagen zur
Beschreibung nichtlinearer stochastischer Systeme sind in ersten Ansédtzen
von KLIEMANN [481, ARNOLD [5] und anderen entwickelt worden; KREE
[28]1 erforscht die Existenz stochastischer Integrale auBerhalb von
Wiener-Rdumen.

Es konnen zwar nicht alle mdoglichen Prozesse mit Wiener-Prozessen
nachgezeichnet werden, aber durch ein mittlerweile hinreichend ausgebau-
tes mathematisches Riistzeug sind sie fiir die Bearbeitung von Problemen
aus der Mechanik besonders geeignet. In letzter Zeit sind dazu eine Reihe
von grundlegenden Arbeiten entstanden. GOBMANN [22] zeigt die
Anwendung von weiBem Rauschen bei der Berechnung von winderregten
Bauwerken. SCHIEHLEN [481] simuliert Fahrzeugbewegungen mit Hilfe von
Mehrkorpersystemen; wobei Fahreigenschaften und die auf den Fahrgast
wirkende Belastung bestimmt werden. WEDIG [58]1 und KoOzIN [27]
nutzen die Techniken zur Systemidentifikation. soBczyYk [48] zeichnet
ein stochastisches Modell zur Beschreibung der Materialermiidung.



Optimierungen unter deterministischen EinfluBgroBen sind in groBer Zahl
veroffentlicht worden. Die Arbeiten von OLHOFF/TAYLOR [41] und
anderen [z.B. 3, 54] geben einen guten Uberblick iiber den derzeitigen
Entwicklungsstand.

Auf dem Gebiet der Bauteiloptmierung steht der Funktionaloptimierung,
wie sie von PREUSS [45] behandelt wurde, die Parameteroptimierung gegen-
iiber. Fiir diese konnen zum Beispiel folgende Arbeiten angegeben werden:
MEYERS [36]: Rotationsschalen, ULLENBOOM [54]: Stdbe instationirer
Erregung, LAUERT [31]: Stdbe unter harmonischer Erregung, v. BREDOW
[8]): Stdbe unter stochastischer Erregung, BURGER [10]: Rotations-
symmetrische Platten unter instationdrer Erregung, Liu [33]: Kreisplatten
unter nicht rotationssymmetrischer Last und ESCHENAUER [17]): Schalen
aus nichtlinearen Werkstoffen.

In der Literatur sind vergleichsweise wenige Arbeiten zur Optimierung
mechanischer Systeme unter stochastischer Belastung zu finden. Neben
der bereits erwdhnten Arbeit von v. BREDOW [8] existieren z.B. Arbeiten
von NIGAM [39] und NARAYANAN/NIGAM [401].

Optimierungen sind in technischen Anwendungen nur innerhalb vorgegebener
Grenzen denkbar, bei denen die Spannungsrestriktion, besonders in der
Bauteiloptimierung, eine zentrale Rolle spielt. Im Falle stochastischer
Belastung ist diese Restriktion in eine Forderung nach Begrenzung der
Uberschreitungswahrscheinlichkeit gegebener Grenzen umzuformulieren.
Konfidenzabschédtzende Relationen, wie die Tschebyschew’'schen Ungleichung,
transformieren diese verbale Forderung in eine formale Form. Neben
Spannungsrestriktionen liegen dariiber hinaus oft Beschridnkungen in Form
zulédssiger Bereiche fiir die variierbaren Parameter vor.

1.2 Beschreibung der vorliegenden Arbeit

In dieser Arbeit werden fiir gegebene Lastfille volumenminimale Bauteile
bei Stdben und Kreisringplatten gesucht. Zur Begrenzung der
Wabhrscheinlichkeit von Materialversagen oder Ermiidung im gesamten Bauteil
werden, neben geometrischen Restriktionen, maximale Standardabweichungen
der Spannung in der Dauerldsung vorgeschrieben.

Fiir die Berechnung der stochastischen ZustandsgroSien wird auf die
Kovarianzanalyse zuriickgegriffen [381. Nach der Kldrung grundlegender
Begriffe der Statistik und Stochastik werden die Losung der stochastischen
Differentialgleichungen und deren Erwartungswerte bestimmt. Eine besondere
Bedeutung kommt der Integralbildung zu, die unter Verwendung des
ITH-Kalkiils nicht identisch mit dem klassischen Riemann-Kalkiil ist.



Die Anpassung des Frequenzspektrums der Last an angenommene Spektral-
verldufe wird durch lineare Filter realisiert. Mit Hilfe eines sehr speziellen
Filters erweist sich, daB, in der Terminologie der Mengenlehre, die
stochastische Analyse als Obermenge der deterministischen zu sehen ist.
Eine Antwort auf die Frage, ab welchem Zeitpunkt ein mechanisches
System die Dauerlosung unter einer stochastischen Last einnimmt, wird
am gleichen Beispiel des Einmassenschwingers diskutiert.

Das Konvergenzverhalten mitzunehmender Zahl beriicksichtigter Eigen-
formen 148t sich an der Kovarianzanalyse von kontinuierliche Stidben
untersuchen. Diese ist fiir eine Funktionaloptimierung nicht geeignet, ldBt
aber eine Abschdtzung liiber die notwendige Anzahl von Diskretisierungen
zu, mit deren Hilfe eine Parameteroptimierung zum gewiinschten Ziel
fiihrt.

Die Wahl des geeignetesten Optimierungsverfahrens ist von den Eigen-
schaften des Problems abhidngig. Die Entscheidung fédllt zugunsten des
(sieche auch ESCHENAUER [17]) Verfahrens nach ZOUTENDIJK [62] aus.
Der Rechenaufwand wird durch eine geeignete numerische Aufbereitung
des zu l6senden Gleichungssystem minimiert.

In anschlieBenden Beispielrechnungen werden Stdbe und Kreisringplatten
unter einer stochastischen Last betrachtet, deren Frequenzspektrum eine
merkliche Betonung eines schmalbandigen Bereiches aufweisen. Die Kreis-
ringplattenoptimierung wird unter dem Aspekt eines Ergebnisvergleiches
zwischen der Theorie nach KIRCHHOFF [26] und MINDLIN [37] durch-
gefiihrt. AbschlieBend werden die optimalen Resultate fiir deterministische
Lastfédlle beider Bauteiltypen anderen Wanddickenverldufen gegeniiber-
gestellt.

Im Anhang finden sich, neben einer Auflistung angewendeter Verteilungs-
funktionen, eine Vorstellung der verschiedenen Methoden zur Bestimmung
der Kovarianzmatrix und ein numerisches Verfahren zur Gradienten-

bestimmung.



2 Grundlagen zur Behandlung von Zufallprozessen

Eine Messung realer dynamischer GrofBen, die ein mechanisches System
belasten, ist in der Regel als Grundlage fiir eine direkte Belastungsanalyse
an diesem System nur bedingt aussagefihig; das folgende Diagramm einer
Messung von Windgeschwindigkeiten und -richtung mag dem Leser einen
Eindruck davon vermitteln:
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Abb.2.1: Protokoll einer Windmessung

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, daB es sich bei realen Messungen
dieser Art um Zufallsereignisse handelt; das bedeutet: jede Messung ist
eine Realisation einer ZufallsgroBe. Demzufolge miissen Korrelationen
sowohl zwischen gleichartigen Messungen, die zu unterschiedlichen Zeiten
durchgefiihrt werden, als auch zwischen gleichzeitigen Messungen, die an
unterschiedlichen Objekten, aber gleichen Umgebungen zu beobachten sind,

bestehen.

Diese Aussage soll an einem Beispiel aus der Luftfahrtindustrie verdeutlicht
werden:

Es sollen die Belastungen bestimmt werden, denen Flugzeuge eines Typs
auf Fliigen von A nach B ausgesetzt sind. Aus einem, zu diesem Zweck
stattfindenden Testflug ist die ‘iibliche’ Belastung auf diesem Flug nicht
repriasentativ ermittelbar. Dies folgt aus dem Bernoulli'schen Gesetz groBler
Zahlen, nach dem die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt eines Ereignisses
statistisch sicher erst dann bestimmt wird, wenn die Zahl der ausgewerte-
ten Messungen unendlich ist. Abgesehen davon, daB diese theoretische
Forderung die wirtschaftlichen Maoglichkeiten jedes Betriebes sprengt,
folgt fiir den Hersteller die Erkenntnis, daB er auch bei einer sehr hohen
Zahl von beispielsweise 1000 Fliigen mit verschiedenen Flugzeugen keine
sicheren Aussagen erhalten wird. Beim alternativen Einsatz eines Versuchs-
trigers liber eine entsprechend hohe Zahl von MeBfliigen schwindet der
EinfluB von GroBen, die zwischen den Versuchstrdgern (z.B. produktions-

bedingt) schwanken.
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In der Praxis kann davon ausgegangen werden, daB die verschiedenen
einfluBnehmenden GroBen untereinander nur sehr begrenzt korrelieren,
hingegen der Bezug einer Messung zu sich selbst, bzw. zur gleichen GréBe
aus einer anderen Messreihe, sehr hoch sein wird. Folglich ist es unter
diesen Annahmen moglich, gesicherte Erkenntnisse aus entsprechend
langen Messungen an wenigen Objekten zu erhalten.

2.1 Grundbegriffe
2.1.1 Statistik

Eine Zufallsvariable X ist eine reellwertige GroBe, die durch nicht
kontrollierbare Einfliisse bestimmt wird. Im Rahmen von Stichproben
werden endlich viele Realisationen X, sogenannte Ereignisse, der Zufalls-
variablen X erfafit.

Die Wahrscheinlichkeit P des Eintreffens von A aus einer diskreten,
endlichen Grundmenge ist definiert durch die, auf die gegen unendlich
strebende. Gesamtzahl N aller beobachteten Ereignisse einer Stichprobe
relativierte, Zahl N, des beobachteten Eintritts von A

N
P(A) = lim —2 . (2.01)

Demnach hat ein sicheres Ereignis die Wahrscheinlichkeit eins.

Sind P(A) und P(B) bekannt, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir A oder B
‘durch die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten nur zu bilden, wenn A
und B sich gegenseitig ausschlieBen. Ist dies nicht der Fall, muB von der
Summe die Wahrscheinlichkeit P(AB) der Schnittmenge beider Ereignisse
subtrahiert werden .

P(A+B) = P(A) + P(B) - P(AB) . (2.02)

Dieser Ausdruck kann iiber die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|B)
bzw. P(B|A) bestimmt werden

P(AB) = P(A) P(B|A) = P(B) P(A|B); (2.03)

sind die Ereignisse A und B voneinander unabhéngig, vereinfacht sich

diese Beziehung zu

P(AB) = P(A) P(B). : (2.04)
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Fiir Stichproben, in denen die Wahrscheinlichkeit py, der Realisierung .
eines Ereignisses x; nicht konstant ist, schldgt SCHUELLER [501 vor, die
Wahrscheinlichkeit P(A) durch

A px(xi)

P(A) = (2.05)

Py (X;)

-iz(-b1Z

zu bilden; die erste Summe wird liber alle Realisationen von A, die zweite
iiber alle Ereignisse gebildet. Uibertrdgt man diese Definition auf kontinuier-
liche Prozesse, bei denen die Wahrscheinlichkeit fiir x durch die
Verteilungsdichte f (x) gegeben wird, so ist

[ fFix) dx
R A
P(A) = — ; (2.006)
f(x) dx
R
die Integrationen werden, analog zum diskreten Fall, im Unterraum R,

der Realisationen von A bzw. im Gesamtraum R aller Ereignisse ausgefiihrt.
Unter Beachtung des Kolmogoroff-Axioms?! folgt

PA) = [ Fodx <=> fix)=SE (2.07)

Ry X
Die Wahrscheinlichkeit fiir X<x wird als Verteilungsfunktion F bezeichnet

X
F(x) = P(Xsx) = | f(x) dx. (2.08)
-0

In der Literatur werden die verschiedensten Verteilungen vorgeschlagen.
Klassifiziert werden konnen sie in diskrete und kontinuierliche Verteilungen
oder, nach ihrer Entstehung, in urspriingliche und abgeleitete Verteilungen.
Fiir die Anpassung der Verteilungsparameter an die Stichprobendaten
werden sehr unterschiedliche Verfahren verwendet, angefangen von der
Momenten- und Maximum-Likelyhood-Methode bis hin zu sehr speziellen
Sonderverfahren. Fiir die Uberpriifung der verwendeten Verteilung im
Hinblick auf die zugrundeliegende Datenmenge stehen der Chi-Quadrat-
und der Kolmogoroff-Smirnow-Test zu Verfiigung. Einen Uberblick iiber
verschiedene praktisch angewendete Verteilungen, die der einschlégigen
Literatur entnommen [29, 421 wurden. gibt der Anhang zu dieser Arbeit.

1 0 <P(A)= 1, Wahrscheinlichkeit des Eintritts aller Ereignisse gleich eins
und Nichtiiberschneidung von Unterrdumen
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Fiir die durch ihre Verteilungsfunktion vollstdndig beschriebene Verteilung
werden Signifikanzzahlen in Form linearer Operatoren eingefiihrt. Diese
mathematischen Erwartungswerte, sind definiert durch

(o o] e8]

E(g(X)} = g(x) fx)dx = [ g(x)dP(x). (2.09)

- ~o

Wihlt man die Bewertungs- oder Wichtungsfunktion g(x) in der i-ten
Potenz der Zufallsgrofle, so erhdlt man MaBzahlen, die analog zur iiblichen
Nomenklatur?2 als Momente dieser ZufallsgroBen bezeichnet werden:

L@ @
E(X'}=[ xif(x)dx = | xidP(x). (2.10)
-0 -0 -

Als Moment erster Ordnung stellt der Mittelwert die fiir die Praxis
bedeutendste statistische KenngroBe dar:

(o]

x = E{X} = | xf(x)dx. (2.11)

- 00

In vielen Féllen ist es sinnvoll, Momente hoherer Ordnung auf den Mittel-
wert zu beziehen. Dieses geschieht in Form der zentralen Momente i-ter
Ordnung

PR : % .
E(X-%)}= [(x-%)'Fx)dx = [ (x-%)dP(x). (2.12)
- Q0 - Q0 ‘

Durch elementare Operationen lassen sich zentrale Momente in nicht
zentrale umrechnen. Das Quadrat der Standardabweichung o, die Varianz
oder Dispersion,

©
E(X-%)) = [ (x-%)*F(x)dx
-0

= E{X%*-%X* =02 (2.13)

ist eine MaBzahl fiir die Streuung der Ereignisse um den Mittelwert.
Folglich ist es moglich, die Wahrscheinlichkeit abzuschdtzen, mit welcher
ein Ereignis in einem begrenzten Bereich um den Mittelwert auftritt.
Unabhingig von der verwendeten bzw. vorkommenden Verteilungsfunktion
leistet dies die Tschebyschew'sche Ungleichung

P{|IX -%|2ho}sh™2. (2.14)

2 In der Mechanik werden die ersten Momente einer Massenverteilung zur
Bestimmung von Masse. Schwerpunkt und Triagheitsmoment bendtigt.
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-

Diese Beziehung gilt fiir alle Verteilungen, also auch fiir die zum Mittelwert
unsymmetrischen. Folglich kann h~2 nur als obere Schranke der Wahrschein-
lichkeit des Uiberschreitens eines h 6-Konfidenzintervalls verstanden werden;
bei vielen tatsédchlichen Verteilungen ist diese Wahrscheinlichkeit erheblich
kleiner.

Zur Veranschaulichung sollen die Definitionen auf die GauBsche
Normalverteilung angewendet werden. Diese ist definiert durch

f(x) = (2.15)

1
2
6-/21te

Da der Mittelwert X lediglich eine Verschiebung der Funktion ldngs der
Abszisse durchfiihrt, ist es fiir eine reprédsentative Darstellung ausreichend,
verschwindende Mittelwerte X zu verwenden. Fiir verschiedene Standard-
abweichungen o ergeben sich folgende Verldufe der Verteilungsdichte-

funktion f(x).

Abb. 2.2 : standardisierte Normalverteilung

Die zugehorige Verteilungsfunktion ist definitionsgemif

; )
Fo)= [ f(x)dx = === [e 2V o / dx. (2.16)

-0 -0
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Durch Einflihrung der Variablen z=(x-~ X)/o ergibt sich die Modglichkeit,
die nicht in geschlossener Form l6sbare Funktion F auf eine tabellierbare
Funktion @®(z) zu standardisieren. ® wird als GauBsches Fehlerintegral
oder Errorfunction Erf(z) bezeichnet.

X - X 1 g -5
F(x) = o(X2%) mit @)= 7= [e 2 du. (2.17)

Fiir die oben dargesteliten Normalverteilungen zeigen sich folgende Graphen
der Verteilungsfunktion F:

F(x)

Abb.2.3: Gauflsches Fehlerintegral

Mit der Betrachtung einzelner Konfidenzintervalle wird die Bedeutung der
Standardabweichung ¢ verstdndlich. Unter Konfidenzintervallen versteht
man den endlichen Bereich Lc,, c,i, in dem die Zufallsvariable X mit
einer gegebenen Wahrscheinlichkeit C, der sogenannten Konfidenzzahl,
liegt:

P(c,sxsc,) =C. (2.18)
Fir die GauBsche Normalverteilung ist dies immer ein zum Mittelwert X

symmetrischer Bereich, dessen Breite 2c iiber das Gaufische Fehlerintegral

bestimmt werden kann:

F(Xx+c)-F(x-c)
= < =
=20(%)-1=c. (2.19)

P{X-c s x < X+c}
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Aus dieser Beziehung ergeben sich sowohl die Konfidenzzahlen bei
gegebenen Intervallbreiten als auch, bei umgekehrter Auswertung, die
Intervallbreiten c bei gegebenen Konfidenzzahlen C. Drei Beispiele
illustrieren dies:

/N c=95.5%
'/ KE LB\

“/".v.: .- \
A WU S S
c=200¢
Abb. 2.4 : Konfidenzen

Invers ausgedriickt: Die Wahrscheinlichkeit des .Uberschreitens einer
Toleranzbreite #c ist 1-C. Vergleicht man dieses Aussage mit jenen, die
durch Anwendung der Tschebyschew'schen Ungleichung (2.14) gewonnen
werden, ist erkennbar, daB letztere einen stark geminderten Aussagewert
hat: Das bedeutet jedoch, daB in bezug auf die Ausfallwahrscheinlichkeit
dieses Kriterium ein hoheres SicherheitsmafBl impliziert.

Ausfallrate Obergrenze
bei Normalverteilung Intervallbreite nach Tschebyschew
5% +1.96 26 %
0.3% +3 11.1 %
0.0001 % +4.47 5%

In den bisherigen Ausfiihrungen sind ZufallsgroBen in eindimensionaler
Form betrachtet worden. Fiir reale Probleme ist diese sehr stark einschran-
kende Annahme in nur wenigen Fillen anwendbar. Das einleitend benutzte
Beispiel der Flugzeugbelastung zeigte die Abhédngigkeit der betrachteten
Grossen von vielen Parametern (Produktionstoleranzen, meterologische
Gegebenheiten u.s.w.); diese konnen ihrerseits, jeder fiir sich, als zufillig

betrachtet werden.

Aus diesen Uberlegungen folgt die Notwendigkeit zur Ausweitung auf
mehrdimensionale Verteilungen f(x), bei denen die einzelnen ZufallsgréBen,
also die Komponenten des Zufallsvektors X, nicht notwendigerweise
zueinander in statistisch nachweisbarer Beziehung stehen miissen.
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Die n-dimensionale Normalverteilung mit dem Mittelwertsvektor X und der
Kovarianzmatrix R, der zentralen Erwartungswertmatrix3 des Zufalls-
vektors X, wird in der erweiterten Form ausgedriickt durch

-%(x— KR (X - %)

f(x) = (2.20)

S
T2 IR| ©

Fur n=2 ist dieser Sachverhalt in folgendem Diagramm dargestellt.

wf A

Konturen gleicher
Wahrscheintichkeit

L aad'd

Abb.2.5: zweidimensionale Normalverteilung

Die Form der, durch die 2x2-Kovarianzmatrix R bestimmten, Fldche bzw.
der Linien gleicher Wahrscheinlichkeit ist bei unterschiedlichen Varianzen
Oxx und oy, elliptisch: exzentrisch wird diese Ellipsenschar, wenn die
Matrix auf der Nebendiagonale besetzt ist, d.h. die Kovarianz oxy, von
Null verschieden ist. Die eindimensional normalverteilten Projektionen auf
die (f,x) und (f,y)-Ebenen der Verteilungsdichtefldche zéigen sehr deutlich,
daB bei einer isolierten Betrachtung einer ZufallsgroBe der Mittelwert der
anderen angenommen wird. Bedingt durch die Vernachldassigung der
Korrelation geméB Gleichung (2.02) zeigen sich bei derartiger Betrachtungs-
weise in der Regel zu groBe Wahrscheinlichkeitsdichten.

2.1.2 Stochastik

Werden Zufallsvariablen abhingig von Ort und/oder Zeit, gelangt man
zum Begriff der Zufallsfunktion X= X(r,t). Wird der Ort fixiert, bezeichnet
man X=X(r=r,,t)=X(t) als ZufallsprozeB; die Festlegung der Zeit fiihrt
zum Zufallsfeld X = X(r,t=ty) =X(r). Mit dieser Aufweitung wird der
tibergang der ‘statischen’ Statistik zur ‘dynamischen’ Stochastik vollzogen.

Im folgenden wird, wie in der Ingenieur-Praxis liblich, angenommen, daB
sich die Orts- und Zeitabhidngigkeit voneinander unabhédngig betrachten
lassen. Demnach reduziert sich die Beschreibung von Zufallsfunktionen
auf ein Feld vektorieller Zufallsprozesse.

3 Dieser Begriff wird im folgenden Abschnitt erlédutert.
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Ein typischer Zufallsproze3 besteht aus einem Ensemble von m Aufzeich-
nungen X; bis X, eines bestimmten Messwertes iiber der bei t, beginnenden
Zeit t.

Abb. 2.6 : Beispiel eines Zufallsprozesses

Formal analog zur Betrachtung der Zufallsvariablen werden nun die
Erwartungswerte dieser Prozesse gebildet; beachtet werden muB jedoch,
daB die integralen Mittelungen, entgegen der Ingenieurpraxis, nicht entlang
der Zeitachse zu bilden sind, sondern entlang der Zufallsvariablen X(t).
Somit werden auch. die Momente zu Funktionen der Zeit.

liber die im Abschnitt 2.1.1 dargestellten Zusammenhénge hinaus sind die
stochastischen ‘Beziehungen' von Interesse, die zwischen den Zufalls-
variablen X(t=t;) desselben Zufallsprozesses zu unterschiedlichen Zeit-
punkten oder zwischen verschiedenen Zufallsprozessen zur gleichen oder
verschiedenen Zeiten bestehen. Diese 'Beziehungen' werden durch
Korrelationen ausgedriickt, die im allgemeinsten Fall definiert sind durch

o o
Kxy (ty, t;) = EXX(t) Y0 = [ [ xy flx,yit, t,) dxdy  (2.21)
-00

-0

mit dem Beginn der Zeitachse t,=0.

Wird der Erwartungswert iiber zentrale Zufallsprozesse gebildet, geht die
Korrelationsfunktion in die Kovarianzfunktion iiber:

Ryy (ty,t,) = E{ (X(t)-E{X(t)}) (Y(t,)- E{Y(t,))}. (2.22)

Die Anwendung dieser Definition auf einen ZufallsprozeB X=Y fiihrt zur

Autokorrelationsfunktion bzw zur Varianzfunktion.
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Dehnt man die fiir einen ZufallsprozeB festgelegten Definitionen auf die
Betrachtung des vollsténdigen Vektorfeldes der Zufallsfunktion aus, werden
die skalarwertigen Zeitfunktionen zu Matrixfunktionen der Zeit. Die
Dimension dieser Matrizen hdngt von der Zahl der betrachteten Stiitzstellen
im Raum ab

Kxy(t,, t,) = E{X(t)) Y'(t,)} , (2.23)

Ryey(t,t,) = E{ (X(t)-E{X(t) N (Y(t,)-E{Y(t, )} .  (2.24)

Die Autokorrelationsfunktionen stellen, wie die Varianzfunktionen, die
Diagonalelemente der Korrelations- bzw. Kovarianzmatrix dar.

Fiir mindestens schwach stationdre Prozesse definieren die Wiener-Chintschin-
Relationen das Verhdltnis der Spektralleistungsdichtematrix Syry(®w) zur
Korrelationsfunktionsmatrix Kyxy(1). Bis auf den Faktor 2n entspricht
dieses der FOURIER-Transformation. Die erforderliche Existenz der Trans-
formationsintegrale wird bei zumindest schwach stationdren Zufallsprozessen
in der Regel durch ein geniigend starkes Abklingen der Funktionen im
Unendlichen sichergestelit:

w .
Sxy(w = | 71T Kyey(v) d1, (2.25)
-0
@
Kxy(t) = 5= [ ' Syy(w)do. (2.26)
="l

Mit der Symmetrie von Kygvy(1) vereinfachen sich die Wiener-Chintschin-

Relationen zu

. [oe]
Swy(0) = Zf Kxy (1) cos(wt) drt , (2.27)
)

[e o]
Kxy(t) = L [ Syy(w) costwr) do. (2.28)
o

Eine Anwendung dieser Beziehungen ist im Anhang dargestellt.

Die Berechnung des quadratischen Erwartungswertes

- |
E(X'X} = Kyx(0) = L+ 4 Syoxc(©) do (2.29)

zeigt, daB Syx(©) als Funktion der Amplitudenquadrate den “Energieinhalt”
des erfaBten Frequenzbereiches darstellt. Aus diesem Grunde wird Sype(w)
auch als Leistungsspektrum bezeichnet.
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Fiir einige, spdter erlduterte, eindimensionale Filterfunktionen stellen sich
die Wiener-Chintschin-Relationen wie folgt dar:

Filter Spektraldichte Korrelationsfunktion
S(w) K(t)

!
3
f

weisses Rauschen f
]

(O] - T
, S(w)
Tiefpassfilter b
i : i
T
S R R
(O]
. S(m)
i
N
L
Schmalbandfilter | E
I
|
c
- et - -‘I)
S(w)

mathematisches
Filter erster Ordnung

2.2 Klassifizierende Begriffe

Sind die statistischen Eigenschaften eines Zufallsprozesses unabhingig von
Verschiebungen des Zeitnullpunktes, wird der ProzeB3 als stationar bezeichnet.
Schwach stationdr ist dieser, wenn sich die Invarianz auf die beiden ersten
Momente beschrankt.

Folglich geht der Erwartungswert E{X(t)} fiir mindestens schwach stationére
Zufallsprozesse in eine Konstante E{X] iiber, die Momente zweiter Ordnung
degenerieren zu Funktionen des betrachteten Zeitintervalls:

Kxy(t, t,) = E{X(t,-t,) Y(t,-t,)"}
= E{X(0)Y(t,-t,)"}) = Kyy(t,-t,) = Kyy(t) (2.30)

mit t,=-t, .
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Sind die Elemente dieser symmetrischen, nicht negativ definiten Matrix-
funktion endlich

IKxy(t)];,; s Ky (0); <, (2.31)

laBt sich durch Anwendung der Schwarz'schen Ungleichung die Stetigkeit
fiir alle Zeiten t zeigen.

Ein ProzeB, dessen KenngroBen mit Wahrscheinlichkeit eins identisch sind
mit jenen, die durch Mittelung aus einer Stichprobenfunktion ausreichender
Linge gewonnen werden, heiBlt ergodisch.

A x(t)

Ax/2

Ax/2

>t

Aty Atg Atz Aty Atg Atg

Abb. 2.7 : Wahrscheinlichkeitsermittlung eines ergodischen Prozesses

Fiir einen ergodischen ProzeB gilt

mit P(Xy) = lim L3 at(x) (2.32)
T=00 i )
i T2
P(E{g(X(t)} = lim == [ g(x(t+tnde)=1. (2.33)
T=> 0 —T/2

Liegt dieses Verhalten nur in einigen Erwartungswerten vor, spezifiziert
man den ProzeB als ergodisch im Mittel, quadratisches Mitte], Korrelation

usw..

Unter dem Begriff des Markov-Prozesses wird ein gedichtnisloser ProzeB
verstanden [34]. Die Inkremente bilden sich nur auf Basis der aktuellen

Konfiguration und sind stochastisch unabhingig von der vergangenen*:

P(X(t) | X(t) Xt )X (t,) .. Xtpo)) = PIX(E)IX(t,_ ). (2.34)

In der Klasse der Markov-Prozesse werden verschiedene Modelle zur
Beschreibung verwendet. Fiir diskrete Folgen sind der Poisson-ProzeBl und

4 Dieser Grundgedanke wird in vielen physikalischen Moclellen verwendet,
die mit Hilfe von Differentialgleichungen der Form X =f(x,t) kiinftige
Zustinde nur auf der Basis gegenwirtiger Parameter bestimmen.
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das Markov-Ketten-Modell zu nennen; Hauptvertreter kontinuierlicher
Folgen ist der GauB3-Prozef3. Die stochastischen Folgen sind durch die
Ubergangswahrscheinlichkeiten vollstiéndig beschrieben.

Fiir den GauB-ProzeB3 bedeutet dies, daB er mit der Kenntnis von Mittel-
wertsvektor und Kovarianzmatrix vollstédndig beschrieben ist. Aus diesem
Grunde stellt er ein wichtiges Element innerhalb der Korrelationstheorie
dar, in der Erwartungswerte nur bis zur zweiten Ordnung betrachtet
werden. Eine Unterscheidung zwischen starker und schwacher Stationaritit
ist bei diesen Prozessen nicht zu treffen, da die eine Eigenschaft ‘die
andere impliziert [151].

WeiBes Rauschen E(t) ist ein mehrdimensionaler, stationdrer GauBscher
Proze mit dem Mittelwert Null und konstanter Spektraldichte auf der
reellen Achse. Die Autokorrelationsfunktion wird folglich zur Dirac’schen
Deltafunktion

E =0, (2.35)
KEE(t) = §,8(1). (2.37)

Bereits im Jahre 1908 wurde die Modellvorstellung von Langevin beim
Studium reibungsloser Brown'scher Bewegung von Teilchen in Fluiden
benutzt und als sehr niitzliche Idealisierung realer Prozesse betrachtet,
die unter zufdlligen, schnell fluktuierenden und praktisch unkorrelierten
Einfliissen stehen. Nachteilig ist jedoch, daB es sich bei den formal
aufgestellten Bewegungsgleichungen aufgrund der enthaltenen Groflen, die
mit Wahrscheinlichkeit eins nicht differenzierbar sind, nicht um gewdhnliche
Differentialgleichungen handelt. .

Aufgrund gleicher Erwartungswertsfunktionen wird im Rahmen der
Korrelationstheorie das Zeitintegral des weiBen Rauschens als Wiener
ProzeB W bezeichnet [8]. Dieser ist ein GauBlscher ProzeB, der mit der
Wahrscheinlichkeit eins stetige, aber nirgends differenzierbare Realisierungen
hat. Im allgemeinen ist W mehrdimensional und spannt einen Wiener-Raum
auf. Der erste Erwartungswert der Differenz der ProzeBgrossen zu
unterschiedlichen Zeiten verschwindet, der zweite ist identisch mit der -
Zeitdifferenz

E(W(t) - W(t,)} =0, (2.38)
E{(W(t,) - W(t,)) (W(t) - W(t,))'} = I(t,-t,). (2.39)

Ebénso wie die Differentialgleichungen stellen auch die Zeitintegrale der
Rauschprozesse keine gewdhnlichen Riemann-Stieltjes-Integrale dar.
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3 Stochastische Differentialgleichungen
3.1 Stochastische Integrale

Im folgenden Abschnitt wird ein Verfahren zur Losung benotigter
stochastischer Integrale der Form

| 6o Etde (3.01)

vorgestellt, die aufgrund der GroBe E keine gewdhnlichen Riemann-Integrale
sind.

G sei eine nicht vorgreifende rxs-Matrixfunktion, € ein s-dimensionaler
Vektor.

Zur Veranschaulichung der Vorgehensweise wird vorlibergehend voraus-
gesetzt, daB erstens G unstetig sei und-zweitens r=s=1 sei.

G*‘ Unter Beachtung der genannten
Vorraussetzungen und des nicht
— .
vorgreifenden Charakters von G
— -
kann das Integral fiir streng
~— -
monotone Folgen der n Unstetig-
A * keitszeitpunkte von G durch eine
— -——.
M T N . Summation ausgedriickt werden:
1 ] T L L v t
to ti ta t; t4 th-i tn

Abb.3.1: Treppenfunktion

t n t
JGEwdt =3 6(y,_[E@de . (3.02)
to i=1 to

Zuriickgreifend auf die Eigenschaften des Wiener Prozesses W(t), dessen’
Zeitableitung als weiBes Rauschen E(t) verstanden werden kann,

dW(t) = E(t)dt (3.03)
t .
bzw. w(t) = [E(nde (3.04)
to
folgt
3 n t
[[GE(dr = 3 Glt_g) [ dW(t)
Eo i=1 to

n
=Y Glt;_ ) (W(t) - W(t;_)). (3.05)
i=1



- 22 -
LdBt man nun die zweite Bedingung r=s=1 fallen, ergibt sich

S n
W22 Gy (1) (W () = W, (&)
t S n
[G(Ewdr= W2y 2y Cacltion) (W () = Wil )

=_ElG(ti_,)(W(ti)-W(ti_,)).
to ' :

S n
L2y 2 Griclti-) (W) = Wl (3.06)

Von groBerem Interesse als die Losung des Integrals sind die Momente
dieses Integrals. Im Rahmen der in dieser Arbeit behandelten Korrelations-
theorie sind der Mittelwert und der quadratische Erwartungswert von
Bedeutung.

Die Unkorreliertheit von G und W wird bei der folgenden Betrachtung
vorausgesetzt; der Erwartungswert von @G sei endlich.

Der Mittelwert ergibt sich zu
t
gf &
E{ [ G(Ewdt}=E [ 2, Glti) (Wit - Wi, )}, (3.07)
to = ’
Betrachtet man eine Zeile u dieses Erwartungsvektors, so gilt unter

Beachtung der Unabhidngigkeit von G und W

o) (W (e) = W)

Mm

e{ 2 5

E{G_ (t;i_1)} E{W (t;) - W (t;_)}.

k=1

I
M=
0

Da der Mittelwert der Wiener ProzessgroBendifferenz laut Definition
(2.38) identisch Null ist, verschwindet auch der betrachtete Erwartungswert,
falls die Erwartungswerte von Guk(ti"') endlich sind.

n
= ; Z_ E{G (t;-)} 0=0 (3.08)

Fir den Erwartungswert des Gesamtintegrals gilt folglich:
tl
E{[G()E()dt} =0,  wenn E{G(t)}<w . (3.09)
to

Von einigen Autoren, wie AXELRAD [61], werden derartige Integrale als
stochastische Riemann-Integrale bezeichnet.
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Die quadratische Erwartungswertmatrix des Integrals berechnet sich mit
Gleichung (3.06) zu:

t t
E {( [eEnde)( [6(nEwd) ]

to t-O

E{(éI Glt;_ ) (Wit - Wit ) §1 G(t;_y) (W(t)) - Wit;_) |

J:

n n .
E{_z1 .21(G(ti_1)(W(ti) - Wit;_))(Glt;_ ) (Wit - Wig;_ ) }.
1= j= ] .
(3.10)
Aus der Betrachtung des u,v-ten Elementes der Matrix

e{d 2

1 (G (t1-g) (WLt = W(t,_ 1)) ( Gy (t;_) (Wt - Wit ) |
i=1 j= '

=E{

0 n S S
302 33 Gulti) Gyyltyog) (Wi(t) = Wil ) (W(t)) - Wlt;_)) }
I=

1 j=1k=1 I=1

folgt unter Beachtung der statistischen Unabhéngigkeiten von G und W

1 M

n S S
2 3 3 E{Guulti_) Gyt E{(W(t) - Wit ) (Wit - Wt 0 }
i=1 j=1k=1 =1 (3.11)

und der Anwendung der Korrelationseigenschaften des Wiener Prozesses

E {(Wi(£) - Wi (b, ) (W (1) - Wyt _ | = 8,008 = t54) (3.12)
schlieBlich
n n ’ T
E{Y X (Guyltiog) (Wt - Wit ) (G (t;_) (Wt -Wie;_ ) |
i=1 j=1
n S .l
= 3 3 E{Gulti-) Guilty_) ] (k- ti_y)
i=1k=1 4
n S
= z h E{Guk(ti-l)Gvk(ti—I)} (ti_ti—l)
i=1k=1
Lt T
= _21 E{Gul(ti—i)le(ti—l)} (ti-tj—q). (3.13)
I=
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Der gesuchte Erwartungswert existiert also genau dann, wenn die
Erwartungswerte E{Gu,(ti_l)G',v(ti_,)} existieren, d.h. endlich sind. Fiir
die Matrix bedeutet dieses Ergebnis

t . t
E {(JewEwd)( [eEvdd)}

to to

n ' . 1
2 E{G(t;_ )G (t;_)] (t;-t;_y)
i=1

1}

t .
E{[GG(di},  falls E(G(IG(t)<w. (3.14)
to

Die genannte Unstetigkeitsbedingung kann im Grenziibergang fiir n—o in
eine Stetigkeitsbedingung liberfiihit werden [41. Insbesondere ergeben
sich Fflir die gebildeten Erwartungswerte formal dieselben Beziehungen.

Bei der Bestimmung der zentralen Autokorrelationsmatrix K(t,,t,) zeigt
die Summenbildung im Bereich Imin(t,, tz), max(t,, t,)] die Unabhingigkeit
von W, so daB sich die Autokorrelationsmatrix ergibt zu

t t t t
K(t,, t2)= E {([G(0) Etn)de- E{ [6(n) Elvdc}) (J‘:;m E(t)dt- E{ﬁ:m Evde}) }
t .

to t'() t0 (o]
min (t,, tp)
=e{ [ 6@W6wd}. i (3.15)
to

Anmerkung

Der vorgestellte Losungsweg setzt die statistische Unabhidngigkeit von G
und € bzw W voraus. Unter Verletzung dieser Bedingung lassen sich in
analoger Vorgehensweise Losungen bilden.

Beispiel: Gesucht ist die Losung des Integrals

t
[waw. | (3.16)
to

Entsprechend der obigen Vorgehensweise wird nun die Summe
n
'ZIW(ti-j)(W(ti)— Witi-1)) (3.17)
1=

im Grenziibergang n- betrachtet.
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Unter Beriicksichtigung des Korrelationsverhaltens des Wiener Prozesses

folgt

t
Jwaw = L(Wae) - Wieo) - T(e-to)
to

Ebenso wie die dquivalente differentielle Aussage

dW2 = 2WdW +dt

(3.

(3.

18)

19)

unterscheidet sich dieses Integral vom klassischen Riemann-Stieltjes-Kalkiil.

1ITO [241] hat die hier anzuwendenden Regeln in folgendem Satz zusammen-

gefafit:

Hat. der stochastische ProzeB X das stochastische Differential®

dX=fdt + GdW,

so ergibt sich das Differential der Funktion

Y = u(t,X)

beziiglich desselben Wiener Prozesses W nach folgender Regel

_ ou ou 1o (%0 mapt
dY = St dt + S dX + - sp( -3 GG").

Fiir die partiellen Ableitungen gilt folgende Definition

(C)_) - t)ui- (6_2!) - (')Llii
C)x. i,j r)Xj ! ox2 i,j C)xilc)xj

Ausgehend von den Erwartungswerten des Wiener Prozesses muB} bei

Ausfithrung des Satzes (3.22) beachtet werden:

dW dW = Idt,
dW dt = dt dW= 0,
dt dt =0.

(3

(3

(3

(3.

(3.
.25)
.26)

(3
(3

.20)

.21)

.22)

23)

der

24)

Die auf dem dargestellten IT6-Kalkiil basierenden Integrale bieten den
Vorteil, daB sie als Funktion der oberen Integrationsschranken martingale
Eigenschaften haben. und daB die Bildung der beiden ersten Momente des
Integrals zu einfachen Ausdriicken fiihrt. Erkauft wird dieses jedoch mit

einem groBerem Berechnungsaufwand.

5 Die GroBen f und G seien nicht zwingend zeitinvariant.
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STRATONOVICH [51] schldgt eine zweite Definition stochastischer -

Integrale vor. Deren wesentliches Merkmal ist die formale Anwendbarkeit
des Riemann-Stieltjes-Kalkiils (einschlieBlich aller darin bestehenden
Regeln). In der Herleitung unterscheidet sich dieses vom 1TS&-Integral in
der Festlegung der Integrandenstiitzstellen. W&hrend 1T6 streng am
nicht-vorgreifenden  Charakter des Integranden festhidlt, schldgt
STRATONOVICH den Funktionswert des zeitlichen Mittelpunktes des

Summanden vor. Das Integral ergibt sich demnach zu

t\
[ waw
. to

n
lim X (W) + Wikie)) (Wit - Witieg)

n-»oo i:l

1 2
(W2t - Wi(to)) . (3.27)

Da sich beide Definitionen ineinander umrechnen lassen, besteht die Frage,
welche Form unter welchen Bedingungen anzuwenden ist. Diese Frage
kann nur pragmatisch beantwortet werden. Aufgrund besserer
Approximationseigenschaften zu realisierbaren physikalischen Prozessen
wird das STRATONOVICH-Integral von einigen Autoren bevorzugt, wihrend
andere vorschlagen. die STRATONOVICH-Beziehung dann anzuwenden,
wenn der Ubergang zum weissen Rauschen erst nach erfolgter "klassischer”
Integration erfolgen soll [461].

Die hier vorgestellten stochastischen Integrale sind im Raum der Wiener
Prozesse definiert. Der ScIﬂuB, stochastische Integrale existieren nur in
diesen Rdumen, ist jedoch falsch, wie KREE [28] mit dem Existenznachweis
stochastischer Integrale in chaotischen Rdumen zeigen konnte.

3.2 Lésung von stochastische Differentialgleichungen

Im Rahmen dieser Arbeit werden mechanische, geschwindigkeitproportional
gedampfte Strukturen mit zebitinvari'anter Systemmatrix untersucht; die
Belastung erfolgt iiber deterministische und stochastische Lastanteile.
Deren Differentialgleichungen lassen sich durch spezielle Verfahren
[ 56, 57, 61] auf eine gewdhnliche lineare Vektordifferentialgleichung erster

Ordnung transformieren. Der stochastische Anteil der Last wird durch das
Produkt der Koeffizientenmatrix G und dem Rauschvektor E gebildet. Die

Komponenten von € sind unkorrelierte Realisationen weiBen Rauschensé
Z(t) = A(t)z(t) + £4(t) + G(L)E(t). : (3.28)

Die Anfangszusténde fiir Z,=2z(t=0) werden durch Normalverteilungen mit

6 In der Theorie der Diffusionsprozesse wird fd als Driftvektor und GG’
als Diffusionsmatrix bezeichnet. :
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festen Erwartungswerten beschrieben. Bei verschwindender Varianz sind
somit auch konstante Z, darstellbar.

Die Korrelationszeit der stochastischen Komponente ist mit Wahrschein-
lichkeit eins kleiner als die Reaktionszeit des mechanischen Systems.
Daraus folgt, daB das 1T&-Kalkiil hier sinnvoll anwendbar ist.

Unter Einfiihrung der Fundamentalmatrix ®(t) 148t sich formal die Losung

angeben
t‘ t
z(t) = O(t)(ZQ + l O () f (t)de + ] @ (1) G(t)E(t)dt).
to t0

(3.29)

Die Wiener-ProzeBgroBe W, als dem Zeitintegral des Rauschvektors E

t
Wit) = [E(vdr, (3.30)
tO

bzw. das &dquivalenten Differential

dW(t) = E(t)dt (3.31)

liberfilhren die Losung in

t t
z(t) = Q(t)(zo + O Eq(vde + j'o“(t)G(t)dwm).
to to (3.32)

Dieses Resultat, das sich mit dem Satz von 1T6 (3.22) leicht verifizieren
1a8t, stellt genau dann einen GauBschen stochastischen ProzeB dar, wenn

Z, konstant oder normalverteilt ist.7’

Bemerkung

Bei dér hier hergeleiteten Losung ist zu beachten, daB es sich nicht um
eine Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung handelt, in die nur
durch Hinzufiigung eines Terms die Maoglichkeit zur Beschreibung
stochastischer Vorgidnge eingebracht ist; es handelt sich hier vielmehr um
ein Resultat, welches nach dem Satz von IT6 insgesamt stochastische
Vorgidnge beschreibt. Dies bedeutet insbesondere, daB Anfangsvektor
sowie Driftvektor nur deterministisch sind, wenn sie mit der Wahrschein-
lichkeit eins bestimmte Werte annehmen und nicht mit der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit des weissen Rauschens beaufschlagt sind.

7 Aufgrund nicht deterministischer Anfangsbedingungen fiir 2 geht die
Differentialgleichung (3.28) auch mit verschwindender Fluktuation nicht in
eine deterministische iber: sie kann jedoch als quasi-deterministisch

betrachtet werden. -
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Die Bildung .der Erwartungswerte dieser Losung werden durch die
Unkorrelierheit der drei Summanden von 2z sowie der deterministischen
Fundamentalmatrix ®(t) vereinfacht. Die Mittelwertbildung erfolgt durch

t ot o
E(Z(t)}=E [0(t)(zo + f@"(t)fd(t)dt + fO’l(t) G(t) dW(v) ) ]
. to to

t t
= o(t)(E(zo>+ E[ fo“mfd(r)d:l + E [ ‘]' O (1) G(1) dW(1) ] )
to t0

mit der hier vorliegenden Bestimmtheit des zweiten Summanden sowie
Gleichung (3.09)
t

E{Z(t)) =@O(t) El{zo} + [ @(t-1)f (1) dr. (3.33)
to

Ein Effekt, der auf den verschwindenden Mittelwert des weissen Rauschens
zuriickgeht, ist hier in der ausschlieBlichen Abhidngigkeit des Mittelwertes
von den “klassischen” Termen der Systemgleichung zu erkennen. Gleichwohl
erhdlt man das gleiche Ergebnis wie aus einer nichtstochastischen
Differentialgleichung. die in den Mittelwerten Z(t) des Zustandsvektors z
formuliert ist

Z(t) = A(DZ(t) + £4(8) . ‘ (3.34)

Die zentrale Autokorrelationsfunktion als Erwartungswert zweiter Ordnung
berechnet sich in analoger Weise:

Kzx (¢, t,) = E{(Z(t,)-E(Z(t,))) (Z(t)- E(Z(t,)}) }

£, -
=E|(°(t1)|:Zo‘E{Zo}:| + O(ti)‘] O"(t)G(t)dW(t))
to '

t, Ty
(O(tz)[zo-E(zo)] + O(t,) o"(t)G(:)dwm) ]
to

= 0 E{(20- Etzo))(zo- Elzol) } Ot,)
t
+ O(t,) E{zo—Em}}E{ﬁr*(r)G(t)dwm}'o'(tz)
. 4

t
. o(t,)E{‘]':»"(t)G(t)dW(z)}E{zofE{zo}}'o'(:z)
to

(3.35)

t t
+o(g)E{(j’io“(z)G(t)dW(t))(J'Tm»"(t)G(:)dwm)'} Qt,).
to to
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Beriicksichtigt man nun die Erwartungswerte des stochastischen Integrals
(3.09) und (3.14), so folgt

min(t1,tz)
Kez(t, t,)= O(t)Kg z, 0%t) +®(t) [0'(:)G(:)G (10 (1)dr ®(t,)
to
min(tl,tz) »
O(t) Kg z, @(t) +  [@(t;~1) GG ()0 (o~ U)d1 .
to

(3.36)

Bei Gleichheit von t; und t, wird die Autokorrelationsmatrix definitions-
gemdB zur Kovarianzmatrix

t
Rex(t)= O(t) Rg z @°(t) + [@(t-1) GG (IO (t-1)d1 .
to (3.37)

Durch Zeitableitung von Rgg l&Bt sich zeigen, daB diese symmetrische
Kovarianzmatrix die eindeutige, nicht-negativ definite Losung der bilinearen
LJAPUNOV-Differentialgleichung ist8

Rzz (t) = ARzz(t) + Regz (t) AT + G(t)G(t) . (3.38)

Im weiteren wird vorausgesetzt, daB der Driftvektor fq verschwinde. die
Koeffizientenmatrix G zeitinvariant und der Anfangsvektor Z(t,) normal-
verteilt mit dem Mittelwert O und der Kovarianzmatrix R, sind.? Fiir
dieses Cauchyproblem existiert im allgemeinen eine Losung, die einen
stationdren GauBlschen Prozefl mit verschwindendem Mittelwert und der
Kovarianzmatrix Rgzz beschreibt, die der bilinearen LJAPUNOV-Gleichung
geniigt:

ARzy + RzzA"+ GG' = 0. (3.39)

Die Autokorrelationsmatrix wird in diesem Fall bestimmt durch:

R, ®(1) fir 20 ,
O(-t1) R, fiir 10

K. (1) ={ (3.40)

8 @ ist als zeitvariante, aber von Z unabhingige Matrix zuldssig. Bei
Abweichung von dieser Einschrinkung wird die LJAPUNOV-Differential-
gleichung durch zusitzliche, nichtlineare Terme erweitert [ 4,381.

9 Diese Bedingungen folgen aus den in dieser Arbeit zugrundegelegten.
mechanischen Systemen unter nur stochastischer Last. Der Mittelwert sei
durch eine Koordinatenfestlegung in der statischen Auslenkung auf Null

festgelegt.



- 30 -

Fiir die Bestimmung der Kovarianzmatrix stellt dieser Losungsweg ein
numerisch stabiles Werkzeug dar, das gegeniiber Verfahren, die die
numerisch instabilere Fundamentalmatrix ®{(t) enthalten, vorteilhaft ist.
Dieses Verfahren wird in der Literatur als Kovarianzanalyse bezeichnet.

3.3 Existenz und Stabilitit der Dauerlsung

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz und Eindeutigkeit einer mit
der Wahrscheinlichkeit eins stetigen Losung stochastischer Differential-
gleichungen vom Typ '

X=f(t,X)+ G(t,X)E (3.41)

ist in Anlehnung an das Iterationsverfahren von Picard-Lindelof gegeben,
wenn eine positive Zahl K existiert,

die der modifizierten Lipschitz-Bedingung

|£(¢t, x,) - f(t,x2)|+|G(t.x1) - G(t, x,) | <

| % - X2 % ~ X K (3.42)
und der Wachstumsbeschriankung der Form
1£(t, %)% + 1G(e,x)|* s K*( 1+ |x") (3.43)

geniigt [ 20, 21 J. Die modifizierte Lipschitz-Bedingung, die mit der Forderung
nach stetigen ersten partiellen Ableitungen von f und G beziiglich aller
Komponenten X im betrachteten Zeitbereich gleichzusetzen ist, gewéhrleistet,
daB das System langsamer reagiert als Anderungen in £ und G eintreten.

Sind f(t,x)=f(x) und G(t,x)=G(x), so stellt fiir die autonome Differential-
gleichung

X=f(X)+ G(X)E (3.44)
die Erfiillung der modifizierten Lipschitz-Bedingung

|[£(x,) - F(x,)+]|G(x,) - G{x,)| <K |x, - x,] (3.45)

ein, mit der Wahrscheinlichkeit eins. hinreichendes Kriterium fiir eine
stetige Losung dar, wenn gewdéhrleistet ist, daB das System im betrachteten
Zeitintervall keinen Explosionszeitpunkt hat.



- 31 -

Die Anwendung von (3.44) auf die Differentialgleichung (3.28) fiihrt zu

|A(Z1‘22)ISKIZ1"22|. (3.46)

Mit der Schwarzschen Ungleichung ist dieses dann erfiillt, wenn die
euklidische Norm der Matrix A endlich ist:

|Al < K == | A(z,-2,) | <K |2y-2,]. (3.47)

Folglich existiert eine stetige Losung bei zeitinvarianten GroBen A, f4 und
G, wenn alle Elemente der Systemmatrix A endlich sind. Die Existenz der
beiden ersten Erwartungswerte ist damit jedoch nicht sichergestellt und
muf} gesondert untersucht werden.

In der Herleitung der Beziehungen (3.06) und (3.08) wurde die Existenz
der gebildeten Erwartungswerte, insbesondere auch die der stochastischen
Integrale, vorausgesetzt. Diese basiert auf der Meflbarkeit, also dem
Nichtvorgreifen, von z und der Endlichkeit der erfaBten GroBen. Dies
driickt sich in folgenden Forderungen aus: '

E{@(t-0f (1) ] <o, (3.48)
E{0(t-06(1)G (110 (t-1)} <oo. (3.49)

Wihrend die erstgenannte bei verschwindendem Driftvektor fa keinen
EinfluB hat, ist zur Erfiillung der zweiten Ungleichung zu fordern, dafB}
®(t) mit wachsender Zeit t nicht iiber alle Grenzen wiachst. Diese Forderung,
die nach Gleichung (3.07) mit jener nach einem stabilen Mittelwert identisch
ist, wird genau dann erfiillt, wenn auch das deterministisch belastete
System mindestens grenzstabil ist.

Da der Mittelwert grenzstabiler Systeme eine im allgemeinen von Null
verschiedene Funktion der Zeit ist, kann in diesem Fall keine stationire
Losung existieren. Aus diesem Grunde ist, zur Eingrenzung, die asymp-
totische Stabilitit des Systems zu fordern. Im vorliegenden Fall diirfen
folglich die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der Systemmatrix

nur negative Realteile haben.

Mit der Erfiillung dieser Voraussetzung konvergiert die Fundamentalmatrix
des betrachteten Systems mit wachsendem t gegen die Nullmatrix:

lim @®(t) =0. (3.50)

t — oo
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Bei verschwindendem Driftvektor f; zeigt der Mittelwert eine asymptotische
Anndherung an Null:

lim Z(t) = 0. (3.51)

t=>00

Fiir die Kovarianzmatrix ergibt sich aus diesen Uberlegungen, die gleichzeitig
eine Beschranktheit von ®(t) bedeuten, daB die Bedingung (3.49) erfiillt
ist. Formt man die Gleichung (3.37) derart um

Rez (t) = o(t)(nzozo" R‘ccﬂoo )°7(t) + R'cdzco‘ (3.52)

mit der Losung der LJAPUNOV-Gleichung (3.39) Rz_gz_ . wird das Abklin-
gen der Anfangsbedingungen Rg z mit zunehmender Zeit deutlich. Dies
bedeutet, daB eine stationdre Losung existiert und auch stabil ist.

Die Korrelationszeit der stochastischen Komponente ist mit Wahrschein-
lichkeit eins kleiner als die Reaktionszeit des mechanischen Systems. Nach
BUCHER [ 9] folgt daraus, daB das 1T&-Kalkiil hier sinnvoll anwendbar
ist.
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4 Stochastische Belastung
4.1 Auswahl elner Lastform

Stochastische Prozesse werden mit dem Ziel betrachtet. Parameter zu
gewinnen, die zur Grundlage weitergehender Betrachtungen gemacht werden
konnen. Als Beispiel dieser Anwendungen sollen hier erwdhnt werden:

- Die Simulation von Zufallsprozessen auf der Basis von Kenngrdssen. die
aus realen Messungen gewonnen wurden. Dieses wird z.B. fiir die
realistische Gestaltung von Fahrzeugsimulatoren bendtigt [21.

- Die direkte Verwendung dieser Kenngrossen in stochastischen Berechnungs-
verfahren, wie z.B. der Kovarianzanalyse. Auf diesen Fall soll die folgende
Betrachtung beschrinkt bleiben.

Direkte Verfahren zur Bestimmung von AntwortkenngroBen griinden sich
in den meisten Fillen auf dem 1T®-oder sSTRATONOVICH-Kalkiil. Diese
wiederum gehen von Wiener Prozessen als inhomogenen GroBen aus. Mit
geeigneten Filtern konnen die gemessenen oder gewiinschten Verhalten
aus dem idealisierten Prozess synthetisiert werden. Zu dem verwendeten
Filtern gehdren:

- bandbegrenzende Filter (Tiefpass- und Hochpassfilter)

- Schmalbandfilter

- lineare Filter

- spezielle Filter.
Letztere werden vornehmlich zur Beschreibung sehr spezieller Vorginge,
wie z.B. Erdbebenbeschleunigungen. eingesetzt [3S1.

Wihrend sich jedes der erwdhnten Filter zur Anwendung innnerhalb der
Spektralmethode eignet, konnen fiir die Kovarianzanalyse nur lineare Filter
verwendet werden.

Diese Filter werden durch lineare Differentialgleichungen

-(n) (n-1) K -
- T +.. 4+ +agr=¢ (4.01)

dargestellt. Den inhomogenen Term stellt weisses Rauschen E mit der
Spektralleistung S, dar. Die Spektraldichtefunktionen S(w) der Filteraus-
gédnge r ergeben:

- im Falle geradzahliger n:
So

. . - 2 2 2 .
((lm)"+an_2(1(.))" 2rma,0% ao) + (an-,(lo)

S(w)=

n-2 2 2
)T a0 +a1)

(4.02)
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- bei ungeraden n:

So

. -1 .
(an_i(u.))" +..ma,0° +a, )2 +0*(lio

Slw) = n—-1 n-3 2 2°
) +a, (i) T+ -az0 +a1)

(4.03)

Fiir die ersten vier Filterordnungen ergeben sich folgende Spektralleistungen
der Ausgédnge:

erster Ordnung

Differentialgleichung: r +agr=_¢g
Spektrallei : S) = —2
pektralleistung: (w) = aZ+ of

zweiter Ordnung
Differentialgleichung: it +ar +ajyr=E¢g
SO

- 2)2 2,.2
(ag - w*)? +alw

Spektralleistung: S(w) =

dritter Ordnung

Differentialgleichung: § + a, ¥ + af +agr=E

So
(ay-a,0?)? +w?(a,~ w?

Spektralleistung: S(w) =

)2

vierter Ordnung

Differentialgleichung: t +azi + api +a;f +ayr =§

SO

(ay,-a,0?+0")? +w?(a,~a,0?)? |

Spektralleistung: S(w) =

Diese Filtertypen lassen sich in nahezu beliebiger Vielfalt kombinieren; die
Spektralleistung des Ausgangs wird durch quadratische Multiplikationen
der Eingangsmatrix mit der komplexen Frequenzgangmatrix F erzeugt

S(w) = F (0).. R (0) F () §; Fi(-0) Fi(-u)... Fi(-w). (4.04)
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Aus diesen Uberlegungen folgt auch. daB die Antworten linearer Systeme -
im allgemeinen und linearer mechanischer Systeme im speziellen bei Erregung
mit stochastischen Lasten vom oben geschilderten Typus sind. Eine Folge
hiervon ist, dafl auch bei Ankopplung weiterer linearer Teilsysteme der
Charakter der sich einstellenden Antwort vom gleichen Typus ist.

Fiir die Verwendung im Rahmen der Kovarianzanalyse ist eine Zerlegung
des Lastspektrums in lineare Filterelemente erforderlich. Ein diesbeziigliches
Verfahren ist von GOBMANN [22] beschrieben worden.

In der Literatur werden, wie bereits erwidhnt, noch andere Filtertypen
vorgeschlagen. Im Rahmen der klassischen Filtertypen wird in vielen
Anwendungen der Tiefpassfilter in Form des abgebrochenen weissen
Rauschens verwendet. Fiir Erdbebenuntersuéhungen wird von TAJIMI eine
Kombination linearer Filter vorgeschlagen; IYENGAR hingegen verwendet
Filter, deren Ausgangsspektrum durch Exponentialfunktionen beschrieben
wird [35). Bei diesen Anwendungsfillen ist die Auflagerbeschleunigung
von elementarer Bedeutung:; deren Leistungsspektrum ist aus dem der
Auflagerverschiebung ableitbar:

Sxx (0 = 02 Syx (v (4.05)

Sxlw) = 02 Syx(w) = 0w Syx(w). (4.06)

Ebenso wie die zugrundegelegten Idealprozesse sind auch die Filter nicht
zwingend eindimensionale GréBen. Deutlich wird dies bereits an einfachen
Beispielen windbelasteter Bauwerke. Beziiglich der Problematik, die mit
der Parameterbestimmung mehrdimensionaler Filter unter Beriicksichtigung
ihres Korrelationsverhaltens verbunden ist, wird an dieser Stelle auf die
Arbeit von GOBMANN [22] verwiesen.

Filter erster Ordnung eignen sich zur Beschreibung der Brown'schen
Bewegungen, von Stromungsturbulenzen und Fahrwegsunebenheiten [81:
Fiir letztere gilt diese Aussage jedoch nur begrenzt. Infolge von Resonanz-
erscheinungen zeigen sich dominante Frequenzbereiche.'® Gleiches zeigt
sich bei Windbelastungen, die nach IYENGAR in stochastische und
periodische Anteile aufspaltbar sind. Diese Effekte sind mit Filtern zweiter
Ordnung beschreibbar [481.

10 speziell zeigt sich dieses auf Fahrwegen, die in sehr hohem MaSfle
durch gleichartige schwere Fahrzeuge belastet werden, wie z.B. an LKW-
Steigungsstrecken der Autobahnen.
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Ein typischer Spektraldichteverlauf ist folgender [221:

Te
Srr((ﬂ) 7
vto~t |1 7

.,
N,
~

~

-,

0. T 2 3. 2.

3.
N IN NZ

Abb. 4.1: Beispiel eines Fahrwegrauhigkeitsspektrums

Aber auch bei "glatten” Fahrwegen konnen zusidtzliche Einfliisse, wie z.B.
Unwuchten, dhnliche Verldufe bedingen.

Dieser qualitative Verlauf ist als besonders realistisch und anpassungsfihig
anzusehen. Aus diesem Grunde wird im folgenden der lineare Filter zweiter
Ordnung zur Modellierung der benutzten stochastischen Last verwendet.

4.2 tibergang von der stochastischen zur harmonischen Belastung

Durch Grenziibergang ist mit Hilfe eines Filters zweiter Ordnung eine
quasi-harmonische Belastung erzeugbar. Im folgenden wird gezeigt, daB
die aus harmonischen Belastungsannahmen hergeleiteten Beziehungen als
Sonderfall in den stochastischen enthalten sind.
In die Differentialgleichung des Schwingers

m%+dxX +kx=Fr (4.07)

bzw.
X+8 X +xX=¢r (4.08)

wird die Krafterregung iiber die zeitvariante GroBle r als Antwort eines
linearen Filters zweiter Ordnung auf einen Eingang weissen Rauschens
£ mit der Intensitdt Q aufgebracht:

i-'+a|'~+br=€_ (4.09)

Die Spektraldichtefunktion von r

= Q ;
Ser(w)= —— S (4.10)
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stellt sich bei Variation der Dampfung bei konstanter Resonanzfrequenz
rdumlich wie folgt dar:

2,60

0,28
3 .,
b (RN S
3 N
N d
.

AN
]
Y

3.8

Der Spektraldichteverlauf des Filterausgangs r zeigt die typische
VergroBerung an einer definierten Frequenz (). Somit unterscheidet er sich
signifikant vom Filter erster Ordnung [81.
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Durch Verkleinerung der Fldche unter der Kurve geht digse in eine dem
Dirac-Impuls vergleichbare Form iiber.

. I

3.

.. |

&2

o

z.

1.

N [l

° AR
N - ..

© - 0.3 1.0 1.3 2.0 2.8 I,0 I 0 4.0 4.3 5.0

Onean 0



- 38 -

Im Gegensatz zu diesem bleiben die Spektralleistungen zwar stetig
differenzierbar, sind aber nicht spiegelsymmetrisch beziiglich der Frequenz
Q. Im Grenziibergang mit minimierter Fliche bzw maximierter Peakhdhe
werden die Eigenschaften jedoch ndherungsweise erreicht.

Es soll nun an diesem Beispiel nachgewiesen werden. daB die aus der
harmonischen Analyse bekannte Losung in der stochastischen enthalten
ist. Zu diesem Zweck wird die Kovarianzuntersuchung mit einer Belastung
durchgefiihrt, deren Spektralleistung durch eine sehr schmale, endlich
hohe Funktion représentiert wird.

Zu diesem Zweck wird zundchst die Flache unter der Spektralleistungskurve
in der Form des quadratischen Erwartungswertes des Filterausgangs r
bestimmt:

oo [ =]
_—2— T _g . Q dw
Elrr) = 'n:‘-)] Spr (@) do = NJ (w2 - b)2 + a2 w?
_xQ { 1 |nm
b 4 /b-a%/4 " w®+a/2+b
— _ ' 77
+1—(al'ctan|/-|-l-> 2/b-a®/4 | arctanm+2 o-a /4 )}
a a 2 °
_ | (4.11)

ab

Fiir schwach gedéampfte Filter, bei denen das Verhdltnis von E{rr} zu S
sehr klein ist, lassen sich bei Vorgabe der Filterfrequenz 0 und der
PeakhShe S* folgende Niherungen fiir die Filterparameter angeben:

a = Ef{rr}/ s%, (4.12)
b = 0%, (4.13)
Q = S*a’b. (4.14)

Setzt man dieses in die formale Losung der VLJAPLlNov—schen Matrizen-
gleichung (3.39) ein, so geht die Kovarianz der Massenauslenkung

_ 2 Q _(x-b+(5+a)(a+b/8)) /x ‘
Rex™ @ 25 To-D)Z +b3 +(x+b)ad +2 x (4.{5)
tiber in
= Q 1
Ryx = ¢ ab (Q2%-x)%2+520?%
= E{rr) ®? (4.16)

(0%-%)?*+5%20%
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Nach Substitution von x durch die Eigenfrequenz des ungeddampften
mechanischen Schwingers »? erkennt man das Quadrat der VergroBerungs-
funktion fiir harmonisch erregte Einmassenschwinger. Wird desweiteren
der quadratische Erwartungswert E{rr} durch die in diesem Fall identische
Varianz der Filterantwort ersetzt, so zeigt sich erwartungsgemaiaf, daB sich
die klassische, harmonische Belastungsrechnung als Sonderfall der
stochastischen Losung darstellen laBt.
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S Anwendung der Kovarianzanalyse
5.1 Berechnung der Varianz fiir Kontinua

Die Berechnung der Varianz der Auslenkung w(x,t) und der Geschwindigkeit
v(x,t) ist nur durch hohen Einsatz analytischer und numerischer
Berechnungsmethoden moglich. Im Falle schwach geddmpfter Bernoulli-Euler-
Balken unter einer diskreten stochastischen Last ist ein Verfahren auf der
Basis modaler Entkopplung angebbar.

Die Differentialgleichung des Schwingers

pAw(x,t) + dw(x,t) + EIw™(x,t) = q(x,t) (5.01)

ist bei schwachen Déampfungen modal transformierbar mit den Losungen
des selbstadjungierten, voll-definiten Eigenwertproblems des ungeddmpften
Systems.

EI$;"(x) - pAwj¢;(x) =0 (5.02)
Unter Ausnutzung der verallgemeinerten Orthogonalitdtsbeziehung
[ b0 A ;(x) dx = 5y (5.03)
1

liberfiihrt der Separationsansatz

[e2)
wix,t) = 3 wi(t)d;(x) (5.04)
i=1
[o0]
und qix,t) = X q;(t);(x) (5.05)
: i=1
1
fq(x,t)tlai(x)dx N
mit q;(t) = Ol = vi® fq(x,t)tl»i(x)dx (5.06)
[ efxrdx ©

(o)

die Differentialgleichung iiber in die Summe?*!

(o]
D(oAw;+ dw,; + pAwiw,- a;) ¢ = 0. (5.07)
i=1

1 1m Folgenden werden w;(t) durch w; und ¢;(x) durch ¢; ersetzt.
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Die gesuchten Varianzen ergeben sich formal unter Beachtung der

stochastischen Unabhingigkeit der Eigenfunktionen ¢; von den Zeit-
funktionen w; zu

-8
M8

L E{d;wyw; ;) = ZZ $; §; E¢ wyw; b, {5.08)

RWW

-"MB
-M8

L E{gyw; W;d;) = ZZ $; &; E{w; w;} . (5.09)

RWw

Die Kovarianzen E{w;w;} und E{W ;W ;} werden mittels der LJAPUNOV-
Gleichung aus Gleichung (3.39) berechnet.

Betrachtet man den Sonderfall eines Balkens, der an der Stelle a durch
eine weiss-verrauschte diskrete Kraft belastet wird, ergibt sich:

1
a; = vi® [ q¢; dx = vi? ¢;(a) QE ; (5.10)
o

Sq ¥;(a) g;(a)
vivfeA(d?(ef + o) +(0f - 0})2p2A%2/2)’

daraus folgt E{w;w;}=

(§.12)
soa v So ¢i(a) g (a)(w? + w?)
Etw;w;) viuf pA(2d2 (0] + 0f) +(0f - ©})2p2A2%) "
(5.13)
Die Kovarianz der Auslenkung und der Geschwindigkeit lautet nun
Se
wa(x) = lej Kh(X)qu(X) t]) (a)t]),(a) 2 sz(dz(&) + (x)f) +(("’i2 - mjz)zpzAz/z) ’
' (5.14)

S, (wE + w?)
Ryw (X) = ZIZJ ¢; (x)¢j(x) tbi(a)tlaj(a) z sz (Zdz((-)izo+ w}g) +(m? - mjg)zpzAz) .

(5.15)

In dieser Losung treten die kovarianten Einfliisse in Form der Summanden
mit ungleichen Indizes auf. Aufgrund der hohen Nennerpotenzen werden
diese Terme im Vergleich zu jenen gleicher Indizierung keine bzw. nur
sehr eingeschrinkte Bedeutung in den Gesamtausdriicken haben. In &lteren
Literaturquellen wird deshalb nur mit den varianten Einfliissen gerechnet;
die kovarianten fehlen zum Teil ohne Nachweis ihrer Vernachlédssigbarkeit.

Unter Anwendung dieser Naherung stellt sich die Auslenkungsvarianz als
Reihe mit stark gegen Null konvergierenden Summanden dar. Neben der
nach Leibnitz nachweisbaren eindeutigen Existenz einer endlichen Reihen-
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losung folgt fiir die numerische Auswertung, daB diese aufgrund starker
Konvergenz mit relativ wenigen Termen zu guten Ergebnissen gelangt.

Anders hingegen verhilt sich die Geschwindigkeitsvarianz. Die Konvergenz
der Reihe ist hier nicht erkennbar. Die an seine Endlichkeit gebundene
Existenz des Erwartungswertes liegt nicht vor. Die Varianz der Geschwindig-
keit ist folglich nicht bestimmbar.

ELISHAKOFF [16] schldgt zur Losung dieses Dilemmas vor, das weiBe
Rauschen durch bandbegrenztes weisses Rauschen zu substituieren. Dies
erfordert zwar einen LOsungsgang, der nicht die LJAPUNOV-Gleichung,
sondern die Transformation in den Frequenzraum beinhaltet, fiihrt aber
schlieBlich auf die Aussage, daB Eigenfrequenzen oberhalb der Rauschgrenz-
frequenz nur noch verschwindenden EinfluB auf die Reihe haben. Die
unendliche Reihe ist somit durch eine endliche ersetzbar; die Anzahl der
Reihenglieder richtet sich nach dem Verhédltnis von Eigenfrequenzanstieg
zu Grenzfrequenz. '

Diesem Vorschlag folgend, zeigen die gewonnenen Resultate speziell in
der Geschwindigkeitsvarianz interessante Eigenschaften:

1) Aufgrund der gleichméBigen Anregung relativ vieler Eigenformen zeigt
der quadratische Erwartungswert der Geschwindigkeit einen nahezu konstan-
ten Verlauf. Die Uberginge zu den Punkten mit geometrischen Rand-
bedingungen werden quasi sprunghaft vollzogen.

2) An der Stelle der Krafteinleitung tritt eine signifikante Varianzspitze
auf. lhre Form entwickelt sich von weichen harmonischen Ziigen mit
zunehmender Zahl beriicksichtigter Eigenformen/werte zu einem singulédren
Peak.

3) Diese Spitze ist auch an dem zum Krafteinleitungspunkt symmetrischen
Punkt zu beobachten. Diese Eigenschaft ldBt sich mit einem Wellenmodell
erkldren, in dem sich Storungen von der Krafteinleitung ausdehnen und
durch Interferenzerscheinung zur symmetrischen Spitzenbildung fiihren.

An zwei Beispielen soll das bisher Erwdhnte verdeutlicht werden. Ein
einfacher Balken auf zwei Stiitzen der Ldnge eins ist an der Stelle a=0.3
stochastisch belastet:




- 43 -

Die auf den groBten vorkommenden Wert normierten Graphen zeigen

folgenden Verlauf iiber die Stablinge.

1.8

=

In diesem Beispiel wurden 8o FEigenformen des Balkens beriicksichtigt.
Deutlich ist der konstante Verlauf der Geschwindigkeitsvarianz Ry, 4 mit
den ausgeprdgten Spitzen zu erkennen. Die Auslenkungsvarianz zeigt
hingegen einen glatten Verlauf. I[m Gegensatz zu deterministischen
Belastungsformen, in denen die Belastungsstelle in der Regel im
Verschiebungsfeld erkennbar wird, ist hier keinerlei Hinweis auf diese
Stelle zu finden; trotz asymmetrischer Last ergibt sich ein symmetrischer

Auslenkungsvarianzverlauf.

Am zweiten Beispiel, einem Kragbalken, wird der EinfluB der Zahl beriick-~

sichtigter Eigenformen auf den Verlauf der Varianzen gezeigt:

“ ¥
o T R e
// }

Bei so0 Eigenformen ergibt sich

.2

@.2
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bei 80 Eigenformen verdndern sich die Verldufe in

Im Vergleich der beiden Diagramme fallen drei Aspekte auf:

1) Die Auslenkungsvarianz zeigt qualitativ keine Anderung; dies verdeutlicht
das oben erwidhnte Konvergenzverhalten der Reihe.

2) Wie im ersten Beispiel zeigen sich Spitzen in der Geschwindigkeitsvarianz
an der Krafteinleitungsstelle und dem symmetrischen Reflexionspunkt.
Diese Spitzen werden mit zunehmender Zahl beriicksichtigter Eigenfrequen-
zen, also wachsender Grenzfrequenz, schmaler und hoher.}?

3) Zwischen den Spitzen sind die Schwankungen der Geschwindigkeitsvarianz
vergleichsweise gering, wdhrend auBerhalb deutliche Randeffekte auftreten.
Die Schwankungsbreite wird mit wachsender Grenzfrequenz kleiner.*®

AbschlieBend wird an Hand des ersten Beispiels das Konvergenzverhalten
unter quantitativen Gesichtspunkten beleuchtet. Zu diesem Zweck werden
die auf einen auf die maximale Zahl von 80 Reihentermen bezogenen
Abbruchfehler analysiert. Der Fehler wird auf der Basis von soo Stiitzstellen
linear und quadratisch ermittelt; die folgende Darstellung zeigt den
dekadischen Logarithmus dieser Werte.

ye =
logyo N lineare Abw. von Ryww
=2 k\ =~
: C k‘\,_w quadr. Abw. von Raw
~4
Fo— ]
® \‘ TN .
. lineare Abw. von Ryw
]
-? e~y
. ™
o ———quadr. Abw. von Ry w
o 1 20 30 a9 so 6o 7 %%Anzahl der Summanden
OAbu. 1iN. Ruw ARDW. QuUas Rwm +ADM. 1in. Ress X ADM, Qud. R

12 per RluickschluB, daB sich dieser bei gegen unendlich gehender Grenz-
frequenz zu einem Dirac-formigen Impuls iUber einem sonst konstanten
Verlauf entwickelt, ist wegen der nicht vorliegenden Konvergenz unméglich.

13 Man beachte, daB es sich um normierte Darstellungen handelt, die nur
qualitative SchluB3folgerungen zulassen.
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Deutlich ist das erwartete schlechte Anniherungsverhalten der Geschwin-
digkeitsvarianz zu erkennen. Sehr gut hingegen konvergiert die Auslenkungs-
varianz. Bei einer vergleichsweise geringen Zahl von 10 Reihengliedern sind
die Abweichungen bereits auf wenige Promille bzw. hundertstel Promille
abgesunken.

Weitere, fiir andere Beispiele durchgefiihrte numerische Untersuchungen
zeigten das gleiche Konvergenzverhalten der Auslenkungsvarianz. Daraus
ist zu schlieBen, daB auch bei weissem Rauschen, gleichbedeutend mit
unendlich hoher Grenzfrequenz, eine Beriicksichtigung weniger Eigen-
frequenzen bereits Ergebnisse bringt, die im ingenieurmaBigen Toleranz-
bereich liegen. Dies bedeutet fiir die spédter folgende Finite-Element-
Approximation des kontinuierlichen Systems, daB eine Berechnung mit 15
bis 20 Elementen zu ausreichenden Resultaten fiihrt. |

Der dargestellte Berechnungsweg ist prinzipiell auch auf andere Probleme
anwendbar, vorausgesetzt alle Eigenformen k&nnen in geschlossener Form
angegeben werden und deren Quadrate sind integrierbar.

Dieses Verfahren kann somit dazu dienen, den fiir eine geforderte Genauigkeit
erforderlichen Diskretisierungsaufwand abzuschitzen bzw. die Giite einer
vorliegenden Finite-Element-Berechnung ndherungsweise zu bestimmen.

5.2 Einschwingverhalten eines Einmassenschwingers

Aus der in Abschnitt 3.3 gezeigten Existenz einer stationdren Lﬁsung kann
keine SchluBfolgerung auf den Zeitpunkt durchgefiihrt werden, ab dem der
Prozef3 mit beliebigen Anfangsbedingungen stationdr wird oder als stationdr
angenommen werden kann. Im Rahmen der Korrelationstheorie beschrankt
sich dieses Problem auf die Frage nach der schwachen Stationaritit der
Systemantwort; insbesondere ist fiir diese Arbeit die Stationaritit der
Kovarianzfunktion von Bedeutung.

HENNING und HEINRICH [231] schlagen vor, die Stationaritdt der Varianz
eines Zufallsprozesses bei erstmaliger Erreichung von 95% des theoretisch
stationdren Wertes anzunehmen. Fiir den Einmassenschwinger folgt, wie
im Anhang gezeigt, eine Einschwingzeit von

= K = M

Numerische Untersuchungen ergaben, daB sich auch Schwinger unter farbiger
Erregung, erzeugt durch lineare Filter erster und zweiter Ordnung, gleich-
artig verhalten; die System-Einschwingzeit richtet sich nach der, im
betrachteten Differentialgleichungssystem vorkommenden, niedrigsten
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Eigenfrequenz. Ausgegangen wurde bei diesen Untersuchungen von ruhenden
Systemen, die ab dem zeitlichen Nullpunkt mit weissem Rauschen beauf-
schlagt wurden. Entkoppelbare Mehrmassenschwinger zeigten gleichartiges
Verhalten.

Da das mathematische Filter nur dazu dient, aus weissem Rauschen eine
stochastische Last mit bestimmten KenngrdBen zu modellieren, ist es im
Rahmen ingenieurmé&Biger Betrachtungen nur sinnvoll, das Filter als einge-
schwungen zu betrachten. Daher ist zu fragen, wann ein mechanisches
System unter dieser Bedingung als eingeschwungen betrachtet werden
kann.

Da dieses Problem nicht analytisch losbar ist, soll fiir die in dieser Arbeit
verwendeten Filter erster und zweiter Ordnung eine Losung durch numerische
Untersuchungen an Einmassenschwingern gegeben werden.

Die Differentialgleichung des Schwingers

% +2DweX + wax=r (5.17)

mit dem inhomogenen Term r, dem Ausgang eines linearen Filters mit
eingangsseitigem weissem Rauschen, wird unter Einbeziehung der Filter-
differentialgleichung auf eine Gleichung erster Ordnung transformiert. Die
Kovarianzmatrix des Zustandsvektors ergibt sich aus der Losung der
bilinearen LJAPUNOV-Differentialgleichung (3.38) mit der Anfangsbedingung
eines ruhenden mechanischen Systems. Das zu l6sende System wird unter
Beachtung des bereits stationdren Filteranteils zu einem nicht quadratischen
Satz gekoppelter Differentialgleichungen. Dieser 148t sich mit Hilfe iiblicher
Zeitintegrationsverfahren |6sen.

Wird der Schwinger mit dem stationdren Ausgangssignal eines Filters
erster Ordnung

F +wgr=at (5.18)

beaufschlagt, zeigt sich ein deutliches Uberschwingverhalten der Varianzen,
welches umso groBer wird, je kleiner das Verhiltnis von w, zu wg wird. **

14 pje im Folgenden verwendeten Zeiten sind auf Tg nach Gleichung (5.16)
normiert, die Ordinanten sind auf die Dauerldsung normiert.
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Pxx

2.¢

1.9

Auslenkung 1.4 = =% e e e

0.9

8. 1.0 2'.0 3.0 4.0
Px.x

2.9

Geschwindigkeit

Die Konvergenz zeigt sich auch in der Kovarianz, die in der Dauerldsung
verschwindet.

Pxx.
1.6€

Kovarianz Auslen-

kung/Geschwindigkeit

2
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Die Zeiten, die erforderlich sind, um letztmalig in ein 5%-Band um die
stationdre Losung einzutauchen, sind fiir verschiedene Da&mpfungen D in
den folgenden Graphen dargestellt.

T(9S%)
2.

..... - D =8.03
_—— 0 =6.10

fmrerese e ey

Auslenkung

=) =N =) 10 3.0
log(nF/no)

TC9%%)
. - D =0.03

- D =0.18
— D =0.20

Geschwindigkeit 3.

= =] 1o ie 3.0
log (NF/7n0)

Beiden Diagrammen ist gemein, daB die Einschwingzeit fiir grole wg gegen
die Zeit bei Anregung durch weisses Rauschen konvergiert. Fiir, bezogen
auf die Eigenfrequenz v,, kleine Werte von wg zeigt die Auslenkungsvarianz
nach einem Ubergangsbereich eine konstante Einschwingzeit Tg, 5. Fiir
diese gilt sicher:

Tgoa< 2.5 Tg = 1'12)5(,: : (5.19)

Die Einschwingzeit Tg, g der Geschwindigkeitsvarianz 148t sich approximieren
durch

Tei < (11 - 0.7 log,  —GF) Tk . (5.20)
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Unter Verwendung eines Filters zweiter Ordnung
‘l:+2DF(:.)Ff' +wf:r=b§ (5.21)

zeigt sich ein dhnlich unterschiedliches Einschwingverhalten. Insbesondere
fillt die starke Uberschwingneigung der Geschwindigkeitsvarianz auf.

Auslenkung

Geschwindigkeit

Kovarianz Auslen-

kung/Geschwindigkeit  _

-1,
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Die folgenden Darstellungen zeigen die Einschwingdauer der Auslenkungs-
varianz fiir verschiedene Kombinationen von mechanischer Déampfung D
und Filterdampfung Dg.

TC93%)
2.5

D= 6.10
bf = 0.10
of = 0.20

2.0F Df = 0.50

L.

1.

0.5

0. -i.e -2.90 -i.o 9.0 f.o 2i0

lo9 (nF/7n0)
TC98%)
2.5 Df = 0,10

0.03
0.10

|
|
1
|
|
|
|
|
/|
|/
[
|
|
-
uounon

.o =N =) = %0 e Z.0
log(NF/nO)

Zu erkennen ist das schon bekannte Verhalten, nach dem Tg sowohl fiir
kleine (wg<1073w,) als auch groBe Filterfrequenzen (wg > w,) gegen die
gleichen Grenzen konvergiert, die bereits beim Filter erster Ordnung
bestimmt wurden. Im Uibergangsbereich zeigen sich resonanzbedingt stirkere
Schwankungen, fiir die jedoch nach den Erfahrungen aus unterschiedlichen
Rechnungen Tg, o eine Obergrenze bildet.
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Die Betrachtung der Einschwingzeit der Geschwindigkeitsvarianz zeigt
qualitativ das bekannte Verhalten.

TC93%)
7.0

2.

e ~te 1. o8 1o z.0
logtrF/n0) :

Dt = ©.10
b = 0.05
b= ©6.10
D= 8.20
e.o -3.0 -2.0 —1.0 0:0 1io 2{0
1o9¢nF/n0)
In diesem Fall ist die Obergrenze der Einschwingdauer mit
- ) i
TEzG < (2.4 0.82]0g1° o, )TE (5.22)

sicher anzugeben; sie liegt damit im Mittel um S50% hoher als bei
Verwendung des Filters erster Ordnung.

Zusammenfassend kann gesagt werden:

- Wie von ELISHAKOFF beschrieben, wird das Einschwingverhalten unab-
hdngig vom Verhdltnis der charakteristischen Parameter von Filter und
Schwinger, wenn das Filterspektrum die Eigenfrequenzen des mechanischen
Schwingers hinreichend einschlieBt. In diesem Fall schwingt ein System
unter farbiger Erregung genauso ein, wie es ein weil3 erregtes tun wiirde.
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- Das Verhalten im Einschwingverhalten von Geschwindigkeits- und Aus-
lenkungsvarianz ist unterschiedlich. Wahrend letztere beiderseits eines -
Ubergangsbereiches konstante Werte annimmt, steigen diese im anderen
Fall ohne erkennbare Grenze an. Im untersuchten Bereich bleiben sie
jedoch mehrere Grof3enordnungen unter denen, die sich unter der Annahme
eines miteinschwingenden Filters einstellen wiirden.

- Diese Beispiele und jene, die PRADLWARTER und CHEN [44] fiir dhnliche
Belastungsspektren zeigten, stellen die Zuldssigkeit der Stationaritédts-
annahme bei Erdbebenuntersuchungen, wie sie u.a. von FARAVELLI [18]
gemacht werden, mit dem Uberschwingen der Varianzen in der Einschwing-
phase stark in Frage.

5.3 Awendung auf diskretisierte Bauteile

Die vorliegenden Differentialgleichungen sind vom hyperbolischen Typ und
sind im allgemeinen nicht geschlossen losbar. Dies gilt insbesondere,
wenn die auftretenden Koeffizienten nicht konstant sind.

Mit der Einfilhrung digitaler Rechenanlagen in den letzten Jahrzehnten
wurden numerische Ndaherungsverfahren zur Lésung analytisch nicht 16sbarer
Probleme entwickelt. Die wichtigsten sind das Differenzen-, das Uber-
tragungsmatrizen- und das Finite-Element-Verfahren. Zu diesen, in den
Ingenenieurwissenschaften allgemein sehr verbreiteten, Verfahren ist auf
dem Gebiet der Mechanik seit einigen Jahren noch das Mehrkorperverfahren
zu zdhlen.

Die mit den N@herungen verbundenen Nachteile, wie hohér Rechen- und
Speicherplatzbedarf zur Erlangung genauerer Ergenisse, haben im Laufe
der letzten Jahre an Relevanz eingebiiBt. Neben der Verfiigbarkeit besserer
Verfahren resultiert dieses nicht zuletzt aus steigender Leistungfdhigkeit
digitaler Anlagen bei gleichzeitig sinkenden Kosten fiir Rechner und
Speicher.

Fiir die Anwendung auf dem Gebiet der Strukturoptimierung ist es in
Anbetracht sehr hoher Rechenzeiten wichtig, ein moglichst schnelles und
einfaches Verfahren zu nutzen, das jedoch auch den Anforderungen
hinreichender Genauigkeit geniigen muB. Die Literatur der letzten Jahre
[8, 10, 331 zeigt, daB die Finite-Element-Methode diese Forderungen in
“vielerei Hinsicht erfiillt und daher stetig steigende Bedeutung gewinnt.
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Grundidee dieses Verfahrens ist es, daB groBe Strukturen in diskrete
Elemente zerlegt werden. Fiir diese Elemente werden die Schnittkrifte in
vorgegebenen Knotenpunkten exakt oder ndherungsweise in Beziehung
gebracht. Hierfiir sind unterschiedliche Verfahren anzufiihren: Variations-
rechnungen [32], Prinzipien virtueller Arbeit [10],
Residuen [431, direkte Methoden der Elementformulierungen [19] und

Prinzip gewichteter

viele mehr. An dieser Stelle sei auf das reichhaltige Literaturangebot zu
diesem Thema verwiesen, wie z.B. [1, 7, 19, 561.

5.3.1 Gemeinsame Voraussetzungen

Fiir alle berechneten Beispiele wird vorausgesetzt, daB

- die verwendeten Werkstoffe homogen und isotrop seien,

- ein linear elastisches, isothermes Materialverhalten vorliege und

- Formiénderungen in Relation zum giiltigen BezugsmaB klein seien.

Diese letzte Bedingung hat zur Folge, daB Bilanzgleichungen an der unver-

formten Konfiguration angesetzt und daB Verzerrungen superponiert werden
konnen.

Das linear elastische Materialverhalten wird durch das Hooke'sche Gesetz
beschrieben

8xx=']1_5'{°xx- ( °yy+022)}’ Exy =11+Ev°"y’
fyy © lE{ Oyy ( Ozz * OXX) }’ €yz ];:_v Oyz >
€zz ~ 1E{‘jzz ( Oxx * Oyy ) }’ €zx 1EV Ozx »

(§.23)

das hier in karthesischen Koordinaten (x,y,z) angegeben ist.

Die Verzerrungen ¢ sind mit den Verschiebungen u in der linearen Theorie

durch folgende kinematischen Beziehungen verkniipft:

e = Qux ey = oL, 2k}
xx 0x > 2 L oox oy I’
- ou _1 ou ouy
syy’a_yl SYZ“z{'a_),L+az }’
du 1 fou, . du
ezz = ?;z' EZX—E{TZK‘F-;)(Z'}. (5-24‘)
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Ubertragen auf Zylinderkoordinaten (r,,z)

deo

lauten diese Beziehungen:

. =c)uc . 1_{c)ug2_$,2 _l_c)ug}
rr or '’ re 2 U or r r o 1’
_1/7 ou _1 71 0u ou
e S AT F
ou 1 rdu ou
2 = g iS50l s

5.3.2 Ermittlung der Vergleichspannungsvarianz

In den Anwendungfidllen wird von rein elastischen Verformungen zdher
Werkstoffe ausgegangen. Von Huber, v. Mises und Hencky ist fiir diesen
Fall die Gestaltdnderungsarbeitshypothese zur Bestimmung der Vergleichs-
spannung o, vorgeschlagen worden. Formuliert in der zweiten Invariante
des Spannungsdeviators T, lautet diese:

J15 T, (5.26)

Y1ISZ 2 it | (5.27)

Oy

mit Tik © Ojk ~ om (5.28)

und Um I/S%Oii. (5.29)
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Fiir einige Sonderfélle ergeben sich somit folgende Vergleichsspannungen:
- einachsige Normalspannung mit Scherung:

o, = J o2 + 312 , (5.30)

- zweiachsiger Spannungszustand:

6y = 7 3/4 (Oyy - 0yy )% + 36,2, , (5.31)

handelt es sich um ein Hauptachsensystem:

o, = /062 + 02 -o0,0, , (5.32)

- dreiachsiger Hauptspannungszustand:

ov=1/1/2{(01-02)2+(02-03)"+(03-o,)2} . (5.33)

Bei linearem Materialverhalten konnen diese Beziehungen auf die
Bestimmung der Vergleichspannungsvarianz angewendet werden. Beispielhaft
wird dies am Beispiel der zweiachsigen Normalbeanspruchung gezeigt:

E{o,o,} = E {of + 02 - oloz}

E{c?} + E{c2} - E{o,0,}

)

E{c,0]} + E{o,0;} - E{o,0,} . (5.34)
In diese Gleichung wird der Spannungsansatz der Finite-Element-Berechnung:

c=CB3 (5.35)

in seinen Komponenten einbezogen:

E{o,0,}= E{(CB), 8 §"(B'C"),} + E{(CB), § §"(B'C"),} + E{(CB), 8 5"(B'C"),} .
(5.36)

Nach der Ausklammerung deterministischer Anteile aus der Erwartungs-
wertbildung zeigt sich der Zusammenhang zwischen der Vergleichsspannungs-
varianz und der Kovarianzmatrix der Auslenkung:

E{o,o, } = (CB),E{8 §}(B'C"), + (CB),E{8 §"(B'C"), + (CB),E{38 §"}(B'C"),

= (CB), Rgg (B'C"), + (CB), Rgz (B'C™), + (CB), Rgg (B'C"), .
(5.37)
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5.3.3 Stabe

Im folgenden Abschnitt werden Stdbe unter stochastischen Normal- und
Querlasten betrachtet.

Aufgrund der geometrischen Linearitdt ist eine getrennte Betrachtung von
Normalkraft- und Biegeverformung moglich. Die Lingsschwingung wird
durch ihre Bewegungsgleichung beschrieben:

(EAW(x)) = pA(X) ii(x) = ~n(x,t). (5.38)

Die Differentialgleichung des Biegestabes nach der elementaren Theorie
lautet:

(Elyy(x) w"(x))" + pA(x) w(ix) = q(x,t). (5.39)

Durch die zusdtzliche Beriicksichtigung von Rotationstragheiten der
Stabelemente sowie Querkraftverformungen, die auf der Annahme konstanter
Schubspannungen basiert, wird nach TIMOSHENKO [521] eine Aufspaltung
der Verschiebung w in Biege- wpg; und Schubdeformationsanteil wq
erforderlich. Die Bewegungsgleichung wird dadurch zu einem Satz gekoppelter
Gleichungen:

W= Wwpm t Wo o, (5.40)
(Elyy(x) wig(x) )" + GA(X)/x w(x) = oLy, (x)Vigg(x) = 0, (5.41)
-(GA/xwo(x) ) + p Al W(x) = q(x,t) . (5.42)

Der querschnittsabhéingige'Koéffizient x kann der Literatur [32] entnommen
werden.

Ein Vergleich der Stabtheorien [S54] ergibt, daB die elementare Theorie
akzeptable Ergebnisse liefert, wenn der Stab in seinen niedrigen Eigen-
frequenzen angeregt wird; fiir hoherfrequente Erregungen, wie sie bei
weilem Rauschen oder stoflartigen Belastungen austreten, ist das Timoshenko-
Stabmodell zu verwenden. Fiir die Anwendung im Rahmen der Optimierungs-
rechnung sind Modelle moglichst einfacher Art vorteilhaft. Aus diesem
Grund wurden die Rechnungen zundchst mit der elementaren Stabtheorie
durchgefiihrt. AnschlieBend wurde anhand des Verhidltnisses von Eigen-
frequenz des optimierten Stabes zu Erregerspektrum die Giiltigkeit der
Anwendung dieser Theorie gepriift. Als MaB galt, daB die Erregerfrequenz
nicht bzw. nicht wesentlich oberhalb der fiinften Eigenfrequenz liegen
durfte. Insbesondere bei der Beriicksichtigung hoher Erregerfrequenzanteile
sind derartige Verifikationen nicht in allen Optimierungsarbeiten konsequent
durchgefiihrt worden [81.



- 57 -

Da in der elementaren Theorie nur Normalspannungen auftreten, lassen
sich die folgenden Betrachtungen auf Lingsverformungen beschrdnken.
Fiir die Finite-Element-Formulierung wird ein Stabelement konstanter
Dicke gewdhlt, welches den angegebenen Verschiebungen und Belastungen

unterliegt:
(AT Ny Ty aon
1
Nju; € ’T r//z— ST s e ] T%"Nr, u,
Ml’el Qhwl Qr’wr M,.,@,.

Fiir die ausschlieBliche Beriicksichtigung von Lingsverformungen ist ein
eindimensionaler Ansatz ausreichend. Dieser wird durch Hermite-Polynome
zweiter Ordnung fiir die Normalverschiebung und vierter Ordnung im Fall
der Biegeverformung

i . ; '
] Hyy . H,, E Hy,, . Hy,
| o
T - e 4 v e - e e ..-AA.A.:. P
0 q 0 e
H,,
zweiter Ordnung vierter Ordnung

Abb. 5.1: normierte Hermite—-Polynome

unter Beachtung der kinematischen Beziehung

oW

u(C,m) = _n_c)C— (5.43)
angesetzt:
up
w
u(@n) = ( H,, -nH,, -nH,, Hy, -nH,, -nH,,) ‘31 = HS  (5.42)
r
VVr
O,

Der Verzerrungsvektor B folgt durch Ableitung von H nach {; die material-
beschreibende Matrix C wird zur skalarwertigen GroBe des Elastizitédts-
moduls E.

Eigene numerische Untersuchungen, wie auch die anderer Autoren [8, 10],
ergaben, daB bei diinnen Bauteilen der EinfluB der Drehtrédgheiten von
untergeordneter Bedeutung ist. Zur Rechenzeitersparnis werden diese
daher vernachléssigt. Die translatorisch relevanten Anteile der Massenmatrix
konnen in guter Niherung durch "lumped masses” approximiert werden.
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Dies wird rechentechnisch liber folgenden Ansatz realisiert:

0’ 1 0 1
Abb. 5.2: Sprungfunktion

Die bendtigten Matrizen werden nach BATHE [ 7] gebildet durch:

K=[BCBav, (5.45)
V .

M=[NoNdv, (5.46)
v

F=[Npdv . (5.47)
v

5.3.4 Rotationssymmetrische Platten

Die Betrachtung zweidimensionaler Korper 148t sich bei linearem
Werkstoffverhalten in zwei voneinander unabhéngige Félle aufteilen, die
sich durch die Last- und die Verschiebungsrichtung unterscheiden. Tritt
die Last in der Mittelebene des Korpers auf, wird dieser als Scheibe
bezeichnet, andernfalls als Platte.

Wie bei Stdben existieren auch bei Platten verschiedene Modelle, die sich
in der Beriicksichtigung verschiedener Einfliisse unterscheiden. Das
elementare Modell wurde von KIRCHHOFF [ 261 entwickelt; es basiert auf
den Annahmen, daB Spannungen in Normalenrichtung nicht auftreten, und
daB Normale zur Mittelebene nach der Verformung normal zur Mittelebene
bleiben. Mit dieser Annahme konnen Schubverformungen nicht bestimmt
werden.

Im REISSNER'schen Plattenmodell [ 46, 471 werden die Normalen nach der
Verformung als gerade, jedoch nicht zwingend senkrecht zur Mittelebene
angenommen. Dies fiihrt jedoch zu nichtlinearen Differentialgleichungen,
die sich nur mit erhdhten Aufwand 18sen lassen. MINDLIN [37] umgeht
dieses Problem durch die zusdtzliche Annahme verschwindender Spannungen

o Dieses Modell beriicksichtigt Schubverformungen und Drehtragheiten

zz’
mit.

Diese Grundannahmen spiegeln sich in den Verschiebungsansidtzen, hier
ausgedriickt in Zylinderkoordinaten (nicht aufgefiihrte Spannungs-
komponenten verschwinden):
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KIRCHHOFF  u,=-z3%W{L@:t) =—%—‘)—w£'—‘2’£) u,=wir,e,t)

or P 2@
(5.48)
MINDLIN u.=-z ¢ r,e,t) U= -z ¢ fr,o,t) u,=wir,o,t)
' (5.49)

Eingesetzt in das Hooke'sche Gesetz (5.23) fiihren diese Ansédtze unter
Verwendung von (5.25) fiir rotationssymmetrische Fille zu folgenden

Spannungen:
rr 1-v2 1-y2 or2
KIRCHHOFF s = E N ’ N (5.50)
PP 5 5 | | -&2 W
{-v 1- r or
L —~_ o0 o -1
Cprr 1-v 1-v or
15 - v 1
MINDLIN Ope | = E 2 -z 0 O -Z—qr"- (5.51)
Ope o o { " -x¢s2
1+v 1+v Xow
29r

Durch Integration lassen sich die SchnittgroBen der Platte berechnen:®

Mg dr e =9 (der) rde ' M,,rd-po-aél-_-(M,,rdw) dr

-]
Mordr ¢ —— (Mpydf) rde¢
8o Q, rdps -aa; (Q, rdy) dr

}z Qg + 2= (Qydr) rdo Mer rd » 3 (Meerde) dr

rav.p

Abb. 5.3: Schnittgroflen an einem Ringplattenelement

1Spa die Ansatzfunktion ¢, liberall verschwindet, wird im folgenden ¢,
durch ¢ ersetzt. Die Konstante »x wird von MINDLIN nach einer Betrachtung
des Scherwellenecigenwertproblems mit ©2/12 angegeben.

16 Bei KIRCHHOFF'schen Platten sind die Querkrifte nach THOMSON und
TAIT (321 durch Ersatz-Querkrédfte zu bestimmen.
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Fiir die Formulierung finiter Elemente

e e e
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sind verschiedene Ordnungen von Ansatzfunktionen erforderlich. In den
Verzerrungsansédtzen zum MINDLIN'schen Modell treten nur Ableitungen
erster Ordnung auf, lineare Verschiebungsansidtze sind ausreichend; im
KIRCHHOFF'schen Modell erhoht sich die Ordnung um eins, so daB
quadratische Funktionen erforderlich sind. Die Ans&dtze werden in Form
Hermite'scher Polynome (Abb.S5.1) gewdhlt. Zur Bestimmung der Massen-
matrix werden Sprungfunktionen verwendet (siehe Abb. 5.2).

Speziell bei der Verwendung der MINDLIN'schen Theorie haben sich diese
Ansdtze bewidhrt, wie durch den Vergleich mit experimentellen Unter-
suchungen gezeigt wurde [101.

Zu der Beurteilung der verschiedenen Modelle existieren zahlreiche Ver-
offentlichungen. In den Arbeiten von BURGER [10] und Liu [33] wird
das Figenverhalten von Kreisplatten untersucht. Ubereinstimmend sagen
beide aus, daB die Eigenfrequenzen MINDLIN'scher Platten unter den
entsprechenden der KIRCHHOFF'schen liegen. Diese Aussage kann fiir
diinne Platten nicht unbedingt aufrecht erhalten werden. Numerische
Untersuchungen zeigten, daB diinne MINDLIN'sche Platten steifer sind als
KIRCHHOFF'sche. Der Umschlagpunkt ist aufgrund der starken Abhéngigkeit
vom gewdhlten Massenansatz nicht eindeutig quantifizierbar.
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6 Optimierung
6.1 Zielfestlegung

Im Rahmen dieser Arbeit werden Bauteilformen gesucht, die unter
stochastischer Last einen minimalen Materialeinsatz erfordern; material-
und konstruktionsbedingte Beschrinkungen sind zu beachten.

Aus dieser globalen Forderung stellt sich die Frage nach der Definition
des Optimums. Diese lautet: Das Optimum ist die bestmdgliche Realisation
der Zielfunktion. In dem Wort Realisation steckt eine Einschriankung, wie
an folgendem Beispiel erkennbar wird.

Einem Menschen wird im Gebirge die Aufgabe gestellt, sich moglichst
weit nach unten zu bewegen. Er kann nun entweder in die néchstgelegene
Mulde gehen oder in ein nahegelegenes Tal; er kann aber auch zum Meer
oder gar zum Toten Meer'’ fahren. Der tiefste natiirliche Punkt der Erde
ist jedoch im Pazifischen Ozean!®. Dieser stellt somit das absolute Optimum
dar. Wie dieser werden auch die anderen Alternativen nur begrenzt
realisierbar sein. Der Begriff des Optimums kann folglich nur in einem
Umfeld gegebener Beschridnkungen gesehen werden.

Ein weiteres Problem ist erkennbar: Jeden der oben genannten Punkte wird
der Betrachter als Minimum/Optimum der Zielfunktion erkennen; ein
Verlassen des Punktes ist nur mit einer Verschlechterung der Zielfunktion
moglich. Dies bedeutet, daB auch innerhalb eines Entwurfsraumes, auch
wenn dieser Restriktionen unterliegt, mehrere lokale Extrema existieren

konnen;

Hoéhenlinien=Zielfunktion

lokales Optimum’

=l . lokales Optimum

lokales Optimum absolutes Optimimum

Abb. 6.1: allgemeines Optimierungsproblem

17 Das tote Meer liegt 300 Meter unter Normal Null.

18 per tiefste Punkt ist mit etwa 11000 m unter Normal Null innerhalb
eines Tiefseegrabens vermessen worden.
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Das absolute Optimum muB jedoch beim Vorliegen von Restriktionen nicht
gleichzeitig ein lokales Extremum im mathematischen Sinne sein. Restriktionen
kdnnen sowohl im Entwurfsraum, d.h. unmittelbar fiir die freien Parameter,
als auch im Zustandsraum als abgeleitete Funktion der freien Parameter
vorliegen.

Abb.6.2: Optimierung mit Restriktionen im Entwurfsraum

Dieses Dilemma stellt die Aufgabe dar, die ein Optimierungsalgorithmus
zu bewiltigen hat, |dBt aber auch erkennen, daB dieser stets auf den
aktuellen Aufgabentypus anzupassen ist.

Besonders deutlich wird dies in der Funktionaloptimierung, in der
geschlossene Losungen auf analytischen Wege gesucht werden. Da diese
Vorgehensweise mitunter sehr aufwendig ist, wird sie nur in wenigen
Féllen der Strukturoptimierung zur Anwendung kommen. Verbreiteter ist
die Parameteroptimierung, bei der die unendliche Dimension des Entwurfs-
raumes auf eine relativ kleine reduziert wird. Aufgrund der im Ingenieur-
wesen vorherrschenden Methode finiter Betrachtungen, in denen Strukturen
durch eine endliche Anzahl von Parametern beschrieben werden, findet die
Parameteroptimierung groBere Anwendungsfelder.

6.2 Verifikationskriterien fir Extrema

Fiir die n-parametrige stetige Zielfunktion f(x) sind Extrema unter Beachtung
von m, ebenfalls stetigen Restriktionen g(x) zu bestimmen. Im folgenden
wird dieses allgemeine Extremalproblem auf das ~Minimumproblem
beschrénkt?’

f(x) = min , (6.01)
g(x) s 0 . (6.02)

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Extremums stellt bei
stetigen X und f(x) das Verschwinden der Ableitungen der Zielfunktion
sowie der aktiven Restriktionen dar. Daraus kann ummittelbar geschlossen
werden, daB die Determinante der Jacobi-Matrix verschwindet; die Gradienten
dieser Funktionen sind an der betrachteten Stelle linear abhéngig.

19 pas zugeordnete, duale Maximumproblem ldt sich analog behandeln.
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Auf diese Basis stiitzen sich zwei Theoreme zur Identifikation von Minima:

1)Fritz-John Bedingung

Ao vE(X*) + ';"xivgiu*) 0 (6.03)

m

1

Diese Formulierung wertet die obige Uberlegung linearer Abhingigkeiten
direkt aus. Zu falschen, die Grundidee miBachtenden Aussagen, gelangt
man jedoch, wenn A, verschwindet. SchlieBt man diesen nach dem Fritz-John
Kriterium zuldssigen Fall aus, gelangt man zur

2) Kuhn-Tucker Bedingung
m
Vf(x*) + %kivgi(x*) =0, (6.05)

m
Z)\i g,(x*) =0 mit A 20 . ( 6.06)
: X

Dieses Kriterium ist formal nahezu identisch mit der Lagrange-Multiplika-
toren Bedingung

m
vO(X)=v (Fx*) + S g(x) =0 (6.07)
1

m
22gi(x*) =0 mit A; nicht alle 0, (6.08)
1

stellt jedoch im Gegensatz zu dieser durch die geforderte Nichtnegativitat
der X; eine notwendige Bedingung fiir ein relatives Minimum dar.

Die Kuhn-Tucker Bedingung kann folglich als Kriterium zur Verifikation
eines Minimums genutzt werden, ohne daB jedoch die Frage nach der
Qualitdt dieses Minimums beantwortet werden kann. In Fillen konkaver
Restriktionen konnen die Restriktionsgradienten in extremalen Punkten
linear abhéngig werden; somit stellt dieses Kriterium nur ein hinreichen-
des dar. Eine in der Literatur oft getroffene Unterscheidung zwischen
konkaven oder konvexen Restriktionen oder Problemstellung [10] ist
fiir die Praxis des Optimierers nicht ausreichend, da diese

a) nicht eindeutig und

b) von vornherein nicht im ausreichenden MaBe bestimmbar

ist. Die Anwendbarkeit des Kuhn-Tucker-Kriteriums ist ausschlieBlich an
die lineare Unabhidngigkeit der Restriktionsgradienten zu binden.
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Nebenstehendes Bild zeigt die
Minimierung der Funktion f. Im
Punkt x™ist das Optimum. Die
Gradienten der Restriktionen sind
linear abhédngig und sind orthogonal
zum Gradienten der Zielfunktion.
Folglich existieren keine
Lagrange-Multiplikatoren; die Kuhn-

Tucker Bedingung ist trotz Minimums
nicht erfiillt.

Abb.6.3: Minimum mit linear abhdngigem
Restriktionsgradienten

6.3 Optimierungsverfahren

Die Hauptaufgabe eines Optimierungsverfahren besteht im Auffinden
moglicher Minima; die wirtschaftliche Effizienz eines Verfahrens hiéngt
von der Relation des.erforderlichen Aufwands zum Nutzen, in diesem Fall
der Einsparung, ab. Demzufolge muB ein Algorithmus gute Verbesserungen
mit wenigen Schritten, d.h. mit minimalem Rechenaufwand, erzielen kdnnen.

Eine prinzipielle Unterscheidung zwischen den verschiedenen Aufgabentypen
ist durch die vorliegenden Nebenbedingungen moglich. Sind solche existent,
ist eine rechentechnisch relevante Unterscheidung in lineare und nichtlineare
Restriktionen moglich.

6.3.1 Unbeschridnkte Probleme
Fiir unbeschrinkte Probleme

f(x) = min. (6.01)

hat das Gradientenverfahren grofte Bedeutung, bei dem der zum Minimum
filhrende Pfad durch eine nach dem linearen Glied abgebrochene Taylorreihe
approximiert wird. Die daraus folgende Iterationsvorschrift lautet:

xk+t = xk_ Ekvf(xk) (6.09)
mit T, > 0.

Da abgebrochene Reihen in vielen Fédllen schlechte Konvergenzeigenschaften
zeigen und somit sehr rechenzeitaufwendig sind, ist diese Vorschrift in
der Optimierungspraxis nur eingeschriankt einsetzbar.
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Eine erste Verbesserung erhdlt man durch die zusidtzliche Betrachtung des
eindimensionalen Optimierungsproblems fiir {, in jedem Schritt:

min f( xk - Clvf(x")). (6.10)
C>0 <

Dieses optimierte Gradientenverfahren kann unter anderem mit Hilfe der
Methode der parallelen Tangenten beschleunigt werden.

Im Newton-Raphson-Verfahren wird der Gradient der Zielfunktion
betrachtet, der im Minimum notwendigerweiser verschwindet. Analog zu
(6.09) lautet die Iterationsvorschrift

xk+t = xk_ HY'(xk)yf(xK), (6.11)

mit der symmetrischen Hesse'schen Matrix H der Zielfunktion f

H (x%) = —2F (6.12)
L) c)xic)xj ) )

In der Ndhe eines Minimums zeigt das Newton-Raphson-Verfahren gute
Konvergenzeigenschaften. Da sich diese jedoch nicht von jedem Startpunkt
aus einstellen, wird eine Kombination mit anderen Verfahren, z.B. einem
Gradientenverfahren, notwendig. Fiir die numerische Anwendung besteht
ein wesentlicher Nachteil dieses Verfahrens im Rechenaufwand, der zur
Bestimmung der Hesse'schen Matrix und ihrer Inversion erforderlich ist.

Zur Umgehung dieser Nachteile haben Davidon, Fletcher und Powell im
Verfahren der variablen Metrik ein Evolutionsregel fiir die Hesse'sche
Matrix aufgestellt.

Neben diesen beiden werden in der Literatur [31] noch
- Rastersuchverfahren oder complex-method

Zufallsverfahren

Relaxationsverfahren

- Rosenbrock's Verfahren

Powell's Verfahren

und viele mehr erwihnt. Sie tasten alle den Entwurfsraum ab und bestimmen
nach den unterschiedlichsten Kriterien das Minimum. Gemein ist diesen
Verfahren die direkte EinfluBnahme auf die Entwurfsparameter.
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Vor der Anwendung eines Verfahrens bzw. einer Realisation desselben
sollten eine qualitative und eine wirtschaftliche Bewertung durchgefiihrt
werden. Letztere umfaBt eine Aufwands-Nutzenanalyse in bezug auf den
zu erwartenden Rechenaufwand und der erzielbaren Verbesserung. Im
Rahmen der qualitativen Einschédtzung sind das Konvergenzvermdgen in
besonderen Lagen mittels einiger Test-Funktionen zu analysieren. Zu
diesen Funktionen gehoren:

nach Witte und Holst: F(x,y) = (y - x®)2 + (1 - x)2 (6 .13)

nach Rosenbrock: F(x,y) = 100(y - x®)2 + (1 - x)2 (6.14)

nach Beal: F(x,y) = (1.5 - x + xy)? + (2.25 - x + xy?)? + (2.625 - x + xy3)2

= 14.203125 + x(~12.75+ 3y + 4.5y2+5.25y3) + x2(3-2y -y2 - 2y3 +y* + y®)
(6.15)

Gemeinsames Merkmal dieser Funktionen ist, daB sich das Minimum in
einem langen Tal befindet, das zwar mit deutlichem Gradienten erreicht
werden kann, in der Talsohle hingegen ist der Gradient relativ schwach
ausgepragt. Die Giite des getesteten Verfahrens zeigt sich somit in der
Bewiltigung auch dieses Problems hoher Gradientenunterschiede.

6.3.2 Beschrankte Probleme

Auf beschrédnkte Optimierungsprobleme

f(x) » min (6.01)
g(x) <0 (6.02)

lassen sich diese Algorithmen prinzipiell im Rahmen der durch die Restrik-
tionen zuldssigen Bereiche anwenden. Das klassische Verfahren zur
Bearbeitung dieser Problemklasse ist die lineare Programmierung, wie sie
von DANTZIG [14] in Form der Simplexmethode entwickelt wurde. Fiir
Strukturoptimierungen mit ihren im allgemeinen nichtlinearen Ziel- und
Restriktionsfunktionen bleiben die Anwendungsmoglichkeiten sehr begrenzt
[10]. Erfolgversprechender sind jedoch Einbeziehungen der aktiven
Restriktionen in die Zielfunktion, z.B. durch Lagrange'sche Funktionen
(81

Im Folgenden soll die zweite Alternative aufgrund ihrer groBen Entwicklungs-
moglichkeit weiterverfolgt werden.
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Grundsitzlich wird von einem zuldssigen Punkt im n-dimensionalen Entwurfs-
raum ein Algorithmus in Richtung 8 gestartet, der das eindimensionale
Optimierungsproblem lost:

r§n>1(r)1 f( xk + Cks(xk)) mit" g ( xk + g, 8(xK) < 0. (6.16)

Zeigt sich, daB die Losung, unter den oben diskutierten Bedingungen, die
Kuhn-Tucker-Bedingung nicht erfiillt, so ist eine neue Suchrichtung so
festzulegen, daB sie brauchbar und zuldBig ist. Brauchbarkeit ist hier
gleichzusetzen mit NichtvergroBerung der Zielfunktion:

s (xk*l) ¢f (xk*!) < 0 . (6.17)

Zulassig ist sie dann, wenn sie keine weitere Verletzung der aktiven
Restriktionen bewirkt:

s'(xk*) vgi(xk”) s 0 fir alle i, fiir die gilt: -g xk*1) < ¢ .(6.18)

Ein nach dieser Uberlegung mogliches orthogonales Ausweichen fiihrt bei
konvexen Restriktionen in der Regel zu nicht sinnvollen Suchrichtungen.

- /

/
/
/

-vf

Abb. 6.4 : zuldssige Suchrichtung

Aus diesem Grunde schidgt ZOUTENDUK [62] eine Ablenkung der neuen
Suchrichtung von der Gradientennormalen vor, indem er diese als Ergebnis
eines linearen Optimierungsproblems darstellt

s (xk*) vf (x**Y) < a < 0 (6.19)
s (xE) vg (xK*) < 8, (6.20)
mit der Nebenbedingung sl =1. (6.21)

Der die Abweichung steuernde Koeffizient § liegt zwischen null (fiihrt zur
Gradientennormalen) und eins. Letzteres legt die Suchrichtung auf die
Normale der Winkelhalbierenden zwischen Restriktions- und negativem

Zielfunktionsgradient.
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Abb. 6.5 : Suchrichtung nach ZOUTENDIJK

Da sich diese Strategie, unabhingig vom Typus der Zielfunktion und der
Restriktionen als universell einsetzbar und sehr effizient erwiesen hat
[17], wird sie im Rahmen dieser Arbeit verwendet. Das vorliegende
Problem ist die Volumenminimierung eines Bauteils unter Beachtung von
gegebenen geometrischen und mechanischen Restriktionen. Letztere besteht
aus der Forderung der Nichtiiberschreitung einer maximalen Spannungs-
varianz. Die geometrischen Restriktionen geben eine Bandbreite fiir die
einzelnen Entwurfsparameter e; an; dies verhindert mogliche Fille
verschwindender Dicke [31] oder iiberschreitender maximaler EinbaumaBe.

Die n variierbaren geometrischen GroBen werden im Vektor e zusammen-
gefaBt. Im Entwurfsraum, der durch e aufgespannt wird, lautet das zu
losende Optimierungsproblem:

V(e) > min (6.22)
Roo max!®) = Rogpy 5 O (6.23)
€ - €max < 0 (6.24)
-e; *+ emin < 0 . (6.25)

Die Einzelschritte werden wie folgt ausgefiihrt:

1) Der Startpunkt wird entweder manuell vorgegeben oder zufallsgesteuert
im Raum der fest vorgegebenen Restriktionen (z.B. extreme geometrische
Abmessungen) gew&hlt. Es geniigt, einen Punkt zu finden, der alle
Restriktionen erfiillt. Auf die Ermittlung problemangepaBiten Startlosung,
wie z.B. Bauteilen gleicher Festigkeit, wurde wegen der angestrebten
universellen Einsatzmoglichkeit des Verfahrens verzichtet.

2) Der erste Suchvektor ist der negative Zielfunktionsgradient.

3) Die Suche des optimalen Faktors T wird in Form einer beschrinkten
Rastersuche2° mit dem Ziel begonnen, die in Suchrichtung erste Restriktion
zu lokalisieren. Eine quadratische Entwicklung beschleunigt auf der Basis
dieser Punkte die exakte Auffindung um den Faktor 2-3, birgt jedoch auch
die Gefahr des Riickfalls von T nach Null.

20 pie Beschriankungen ergeben sich durch die geometrischen Restriktionen,
sowie der Positivitdt von C.
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4) Fiir die Bestimmung der neuen Suchrichtung werden alle mitaktivierten
Restriktionen beriicksichtigt. Die Aktivitdtsbandbreite ¢ wird mindestens
zwei GroBenordnungen iiber der Genauigkeit des Zustandsermittlungs-
verfahrens festgelegt.

5) Fiir die lineare Optimierung kann auf bewihrte lineare Programmierungs-
algorithmen, wie den modifizierten Simplexalgorithmus zuriickgegriffen
werden, der in der Lage ist, die mogliche Negativitdt der EntwurfsgroBlen
mitzuberticksichtigen [30 1.

Der sich einstellende Zick-Zack-Suchverlauf wird mitunter nur sehr geringe
Minimierungsraten zeigen. Es zeigt sich, daB der Abbruch nach einem
Fortschrittskriterium [54] oder einem Winkelkriterium [331 zu nicht
optimialen Ergebnissen fiihren kann?', was mit den Testfunktionen (6.13-15)
zu priifen ist. Aus diesem Grunde wird die Optimierung abgebrochen,
wenn keine neue Suchrichtung mehr bestimmbar ist; dies entspricht der
Erfiillung der Kuhn-Tucker-Bedingung.

Dieses Verfahren laBt sich durch eine sukzessive Steigerung der Aktivitédts-
bandbreite ¢ um S50% beschleunigen. Im Bereich des Optimums sind
Verbesserungen des Resultates durch Reduktion des Faktors ¢ in (6.20)
moglich; der erzielte Gewinn ist jedoch gering.

Mit diesem Verfahren kann nur ein lokales Minimum der Zielfunktion je
Optimierungslauf erkannt werden. Zu weiteren Minima gelangt man unter
Umstidnden, wenn andere Startwerte gewidhlt werden. Dies ist jedoch im
allgemeinen sehr rechenaufwendig. Teilabhilfe schafft eine vorgezogene
Betrachtung an einem reduzierten System, bei dem die mogliche
Mannigfaltigkeit von Extrema mit ertrdglichem Aufwand festgestellt

werden kann.

21 Man vergleiche dies mit der Durchschreitung eines langen Hochtals
ohne nennenswertes Gefille.
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7 Numerische Losung der -Gleich

Die Kovarianzanalyse stellt in Form der LJAPUNOV-Gleichung ein
numerisches Instrument zur Verfiigung, welches unter Umgehung der
sonst erforderlichen Entwicklung numerisch nicht sehr stabiler Reihen die
Kovarianzmatrix auf algebraischem Wege bestimmen kann. Jedoch lassen
sich mit der groBen Zahl zu bestimmender Matrixelemente?? und die mit
der Berechnung verbundenen GroBe der Gleichungssystemmatrizen sehr
schnell die physikalischen Grenzen jeder Rechenanlage erkennen.

Im Rahmen dieser Arbeit ist ein Verfahren entstanden, welches die
anstehenden Probleme auf Personal- und Microcomputern losbar macht,
um so mit preiswerter Rechenleistung technisch und wirtschaftlich gute
Resultate zu erzielen.

Im folgenden wird ein auf mehreren Komponenten aufbauender Losungs-
weg vorgestellt, der die Berechnung groBerer Systeme auf vergleichs-
weise kleinen, nicht virtuellen Rechnern physikalisch erlaubt und, im
Hinblick auf die Optimierung, die erforderliche Rechenzeit minimiert. Da
beide Effekte, Speicherplatz- und Rechenzeitersparnis, untrennbar, aber
nicht eineindeutig miteinander verbunden sind, ist die Quantifizierung des
Nutzens einzelner Schritte nicht immer explizit aufzuzeigen.

7.1 Dynamische Kondensation

Die Bewegungsgleichungen geschwindigkeitsproportional gedampfter Systeme
konnen durch

Mx+Dx+Kx = f (7.01)

beschrieben werden. Die Dampfung sei nur durch den Werkstoff bedingt
und schwach; die Dimpfungsmatrix sei positiv definit. Durch die mdglichen
Vernachldssigung der Drehtrdgheiten ist die nach dem Lumped-Mass
Modell approximierte Massenmatrix nicht auf allen Diagonalelementen
besetzt. Eine entsprechende Aufspaltung der Freiheitsgrade bringt die
Differentialgleichung in folgende Form

(0 0)(X1 )“ ! (D11 Dlz) (X1 )‘ ' (K11 Klz)(xj.) - (f1)
0 M/ \x. D,;, D/ \x. K., K./ \xe f,

22 Bei n Freiheitsgraden des mechanischen Systems sind 1.5n 2 Unbekannte
im Rahmen der Kovarianzanalyse zu bestimmen.
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die durch Einfilhrung des Vektors z
x1
z=| x, (7.03)

auf eine Differentialgleichung erster Ordnung reduziert werden kann.

%= A'z* + g* . (7.04)

Die Systemmatrix sowie der Belastungsvektor lauten in diesem Falle:

-DiKu -Dii K2 -Dii Dy.
A= 0 0 I ,
M-i( szD;i Ku‘Kzi) M-i( D21D;i Ko~ Kzz) M-i( D21D;11 sz‘Dzz)
(7.095)
Dif,
g" = Y
M'i(fz -D., D3} f1)
(7.06)

7.2 Einbau der Filtergleichung in die Systemgleichung

Bevor diese Matrizen in die LJAPUNOV-Gleichung eingesetzt werden
konnen, sind einige Uberlegungen zum Lastvektor notwendig. Im Rahmen
dieser Arbeit bestehe die Belastung f aus dem Produkt einer Koeffizienten-
matrix F mit der vektoriellen Antwort r eines mathematischen Filters auf
weisses Rauschen

f=Fr (Fz r, (7.07)

das seinerseits durch eine lineare Differentialgleichung realisiert wird
if=Rr+ GE. (7.08)

Aus der Zusammenfassung der Bewegungsgleichung und der Filtergleichung
zu einer neuen, stochastischen Differentialgleichung erster Ordnung

z2=Az + GE (7.09)
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mit dem Zustandsvektor

xl
z=| X |, (7.10)
X,
r
der Systemmatrix
- DK, -D:i Ky, -Dii Dy, DiiF,
- 0 0 I 0
M(D2,D;iKys-Kz:) M(D2sD}iKi2-Ks) MY(D,,D;iD12-D2z) M(F,-D,,D;LF,)
0 0 0 R

(7.11)

und der Koeffizientenmatrix

(7.12)

Mo oo

ergibt sich nun die Moglichkeit zur Bestimmung der stationdren Kovarianz-
matrix des Vektors z mit Hilfe der LJAuNoOVv-Gleichung

ARzz + RzzA + GG" =0. (7.13)

Diese Gleichung 1aBt sich nach Umformung in ein lineares Gleichungssystem
l6sen; ein entsprechender Algorithmus wurde von CHEN und SHIEN [11]
~ vorgeschlagen. Mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden sind schnell die
technischen und wirtschaftlichen Grenzen dieses Verfahrens erreicht.

An einem Beispiel sei dies verdeutlicht: Ein ebenes System mit drei Freiheits-
graden je Knoten, erregt von einem RauschprozeB, der iliber einen Filter
zweiter Ordnung wirkt, habe n Knoten. Unter Ausnutzung der Symmetrie
und der partiell vorhandenen Antimetrie von Rzz ergeben sich 10.sn%+11.5n+3
Unbekannte, bei 10 Knoten sind dies 1378; die unsymmetrische Gleichungs-
matrix ist in diesem Fall mit 1,898,884 Elementen zu dimensionieren, was
bei Verwendung von REALx8 GréBen 14.8 MegaByte erfordert.?

23 wiirde man im gleichen Beispiel die Drehtrédgheiten beriicksichtigen,
erhoht sich die Zahl der Unbekannten um 26% auf 1488; die Dimension der
Gleichungsmatrix stiege auf 2,214,144 Elemente, entsprechend wiren dies
17.3 MegaByte.



- 73 -

7.3 Separation

Aus der formalen Zusammensetzung des Vektors z 14Bt sich die Autonomie
der Differentialgleichung fiir r zeigen; daraus erwichst die Moglichkeit
einer von der Gesamtlosung von R unabhingigen Teillssung fiir die
Submatrix Rer. Diese Separation fiihrt formal zu einer Einsparung, die
allerdings erst im Zuge einer sequentiellen Losung bedeutsam wird.

Wichtiger ist jedoch die Moglichkeit einer abtrennbaren, kondensierenden
Berechnung von X.(t) und %,(t), wenn gilt

D21D;: Ku - Kz; = 0. (7 A 4‘)

Die Erfiillung dieser Bedingung spart etwa 36% Speicherplatz ein; weitere
numerische MaBnahmen, wie entkoppelnde Transformationen des konden-
sierten Teilsystems, werden nun moglich und fiihren zu erheblichen
Absenkungen von Rechenzeit und Speicherbedarf:

Mk, + D%, + K*'x, = g} ’ (7.15)

mit D" = Dy,DiiDis - Das, (7.16)
K*-': D21D1§,K12‘K22, (717)

gs = f2-DDiif, . (7.18)

7.4 Entkopplung

Eine erste Stufe der Entkopplung ist durch Ritz-Vektoren realisierbar, die
entsprechend ihrer Anzahl das nicht entkoppelte Restsystem reduzieren.
Bei vollstdndiger Beriicksichtigung aller Systemfreiheitsgrade wird zwar
eine Einsparung von Speicherplatz erzielt, nicht jedoch eine wesentliche
Rechenzeitreduzierung.

Beschriankt man die Betrachtung auf die ersten n Freiheitsgrade, sind
Ritzvektoren vorteilhaft einsetzbar [33], vorausgesetzt, es liegt eine
Abschitzung zwischen Erregerspektrum und Eigenverhalten vor. Dies ist
in der Regel nur sehr schwer durchfiihrbar; insbesondere wenn das Eigen-
verhalten im Rahmen von Optimierungsprozessen teilweise stark verdndert
wird. Aus diesem Grunde ist das Verfahren im Rahmen dieser Arbeit nicht

eingesetzt worden.

Die vollstindige Entkopplung und damit die maximale Einsparung von
Speicherplatz und Rechenzeit erhdlt man mit Hilfe der modalen Analyse,
wenn schwache Dampfungen vorausgesetzt werden konnen. Da im Rahmen
dieser Arbeit nur von werkstoffbedingter Dampfung ausgegangen wird,
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und sich das Eigenverhalten von gedampftem und ungedidmpften System
nur geringfiigig unterscheidet, ist die Anwendung in folgender Form
zuldBig: '

Mit der M-orthonormierten Eigenvektormatrix X
X'MX=1 (7.19)

des ungeddmpften Systems iiberfiihrt die Koordinatentransformation

x2(t) = X o@(t), (7.20)

p(t) = X" M x,(t) (7.21)

nach einer Linksmultiplikation mit X' Gleichung (7.15) in
 + X'D'X¢ + Q% = X'gs . (7.22)

Q® ist die Diagonalmatrix der Eigenfrequenzen. Die spiter diskutierte
Entkoppelbarkeit von X'D*X vorausgesetzt, bietet die mit dieser Trans-
formation verbundene Vollentkopplung eine Rechenzeitersparnis von bis zu
95% [81. Veranschaulichen 1daBt sich dies durch die Betrachtung des zu
berechnenden Gleichungssystems. Mit den bekannten Kovarianzmatrizen
von Auslenkung und Erregung, sowie der Auslenkungsgeschwindigkeit und
Erregung degeneriert die Bestimmung der Kovarianzmatrix auf die Losung

24

von Teilsystemen mit je vier“* zu bestimmenden GroBen. Deren Anzahl

entspricht den Freiheitsgraden des urspriinglich kondensierten Teilsystems.

Die erzielte Einsparung des erforderlichen Speicherplatzes sei anhand des
oben verwendeten Zahlenbeispiels verdeutlicht. Gegeniiber urspriinglich
(6 n2+ n)® Gleitkommazahlen ist durch die Modaltransformation der Speicher-
bedarf auf 1on?+9n gesunken. Bei angenommenen 10 Knoten bedeutet dies
einen Riickgang. von 2907 auf 8.5 kiloByte.

Fiir die erforderliche Bestimmung der Eigenwerte und -vektoren kann auf
leistungsfihige und numerisch stabile Verfahren, wie z.B. das JAcoOBI-
Rotationsverfahren zuriickgegriffen werden. Insbesondere dieses 4Bt sich
im hier vorliegenden Fall diagonaler Massenmatrizen durch vollsténdige
Ausnutzung der vorhandenen Rechnermoglichkeiten so stark beschleunigen,
daB die fiir die Transformation aufgewendete Rechenzeit im Verhéltnis zur
verfahrensbedingten Einsparung nicht negativ ins Gewicht fallt.

24 Aufgrund der Symmetrie der Kovarianzmatrix reduziert sich die Zahl
der Unbekannten auf effektiv drei.
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7.5 Déampfung

Eine vollstdndige Entkopplung des Systems ist im Fall viskoser Diampfung,
wegen des fehlenden Bezuges zur Massen- und Steifigkeitsmatrix, im

allgemeinen nicht moglich. Notwendige Bedingung fiir eine Diagonalisierung
von X'D*X ist

K*'M™"D*= D*M"K". (7.23)
Neben der modalen Dampfung

D=aK+p M (7.24)

wird die Bedingung bei einem eigenwertproportionalen Ansatz, mit den
Lehrschen DampfungsmaBen D;, erfiillt.

D = diag ( 2 Djw; ) . (7.25)

Bei einer Wertung dieser Dampfungsansdtze ist zu beachten, daB das
gewdhlte Modell das gesamte mechanische System beschreiben mufl und
daB die Bedingung (7.14) erfiillt werden sollte. Beide Nebenforderungen
konnen nur von der modalen Dampfung erbracht werden. Unter mechani-
schen Gesichtspunkten féllt besonders ins Auge, daB die zweiparametrige
modale Dampfung relativ unflexibel angepaBlit werden kann. In der Praxis
werden die Parameter nur auf das geddmpfte Verhalten in der ersten
Eigenform angepaBt. Dieses Faktum ist bei Verwendung Lehrscher
Dampfungen naturgemé&B besser.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Dampfung als materialbedingt und
somit als sehr schwach angenommen; folglich ist der sich einstellende
Fehler bei der Verwendung eines einfacheren Dampfungsmodells klein.
Eine génzliche Vernachldssigung der Dampfung ist jedoch aufgrund der in
Abschnitt 3.3 angefiihrten Notwendigkeit fiir Existenz und Stationaritét
der gebildeten stochastischen Integrale nicht zuléassig.



7.6 Sequentielle Losung

Betrachtet man nun den Wandel in der Struktur der urspriinglichen
LIAPUNOV-Gleichung (in den folgenden Darstellungen sind Vorgaben mit
v, unbekannte mit u, bekannte mit b und nicht betroffene GroBen mit x
angedeutet)

A R + R AT+ GG =0
vlv|v|v| uuuul [uulufulv|fo|vlo]| |o]o]|o]o
oorouuuu+uuuuvov0+oooo_o
vivlv|v| ul ufulul Jululufu] v|x]vle] [ofo]o|lo] ™ ~°
0|0 OV uujuju ufujuflujf viofviv 0/|0(O0|vV

eroffnet die Erfiillung der Bedingung (7.14)

viv|v|v|fufujufu ujujujujvio|o|o ojo|o]0
0010uuuu+uuuuvovo+oooo=o
olv|vi|v|ufujufu ufufujufvixrjvio ojofo |0 !
ojo|Oo(v]ulujulu ujujujujlvio|v|v o(oo|v

die Moglichkeit zu einer sequentiellen numerischen Losung, die bei Rger
beginnend '

<[efele

R
QIO (O

X . X |- XX
XXX [X

*R[X]S

slslele

mit den Resultaten Ryr und Rxr

xx]xl][x]xfx]x SToTaTo]
glo| 1] o|x[xfx|u ofololo] o
ol v v vfx[=Fx]ul *| +ItoTolol =

o} olo}x][x|x}x]b olo]o ]!

das kondensierte Teilsystem mit Rxx, Rxx und Rxx in modaltransformierter
Form |ost.

*PxExIxsExx]  [=ix[<]x]x]o}elo] [oleTo}e
bojolw|oflx|uulx| [xfululblix]olx]0:| fofoo}o
= v Rl o o 4 ] =1 =0
0 vi[-xfululx xjulu b"x -0: .Q-:Q ‘0 0
ool opx|[x]b[blx] [xpx[x]xix[o]v]x] [o]oe]x
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Sind diese Elemente der Kovarianzmatrix bis dahin ‘bekannt, kdnnen die
verbleibenden nacheinander mit Hilfe elementarer Matrizenoperationen
bestimmt werden, so daB kein weiteres Gleichungssystem geldst werden

muf.
vlivivivlfxjululu] txJulululixfe-toie] [o]olo]o
ofofrfoilx[b[b[b] Ix|xix[x|ix[o]v]o] fofolotes
ofx]x x|b{b|b| " pxixix:|xi{ix|1|v]e]|" lo]o:]ae}e] "
ofojopxix[blblb] pxixix[x|xfo|viv]| [0]0:]0r}x
3 b[b][v]o]a} olofo]o:
X {43 v [0 ojotolo] _ 0
;;xg A v TR ololofo] ~
- prx v oxix]  [ojefo:]x:

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, daB zwar nicht die Anzahl der
Unbekannten, jedoch der Speicherbedarf auf ca. sox und die Rechenzeit
auf ca. 30% gesenkt werden kann.

Fiir den Einsatz von Personal- und Kleinstcomputern stellen die mit dem
vorgestellte Verfahren verbundenen Einsparungen eine absolute Notwendig-
keit dar. Fiir die Berechnungen zu dieser Arbeit wurde ein Atari-sT-Rechner
mit 1MByte Zentralspeicher und FlieBkommaprozessor verwendet. Fiir
diese Rechnerklasse stellen Probleme, wie sie hier gelost wurden, eine
kapazitive Obergrenze dar.
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8 Einige optimale Querschnittsverliufe

Im folgenden Abschnitt werden Ergebnisse von materialminimierenden
Optimierungen dargestellt, bei denen die Bauteile unter stationirer
stochastischer Krafterregung stehen. In allen Beispielen wurde von den
gleichen Materialdaten ausgegangen:

Elastizititsmodul E= 21 % 10'* Nm™2
Dichte e = 7850 kgm™3
Querkontraktionszahl v = 0.3

Die Dauerfestigkeit des Werkstoffs wird mit 10 MPa angenommen. Die
Wahrscheinlichkeit des Uberschreitens dieses Werte solle 103 nicht iiber-
steigen; dies bedeutet, daB wihrend 1000 Betriebsstunden die tats&chliche
auftretende Spannung den Grenzwert kummulativ eine Stunde iiberschreitet.
Aus dieser Uberlegung folgt die maximale Standardabweichung zum 3.Sten
Teil des Dauerfestigkeitswertes; daraus ergibt sich die hochstzuldssige
=8 x 102 N°m™*

Spannungsvarianz Rgq, ..

Die Lasten werden in ihrem Zeitverhalten durch den Ausgang eines linearen
Filters zweiter Ordnung beinfluBt, dessen Eingangssignal weiBes Rauschen
ist. Die Filterparameter S,, a, und a, aus (4.02) werden aus der Resonanz-
frequenz wg, der Spektralleistung S,,.,. in der Filterresonanz sowie der
Varianz Pg,,s des Filterausgangs numerisch bestimmt. Zur Wahrung der
Vergleichbarkeit werden die beiden letztgenannten GroBen in den Beispielen
gleichgesetzt:

Smax = 1 !

Praus = 10.

Durch diese Vorgehensweise ist gewdhrleistet, daB sich der Filter ein
definierte Resonanzverhalten aufweist und daB die Gesamtleistung des
Filterausgangs gleich bleibt.

Der dimensionierende Koeffizient F zur Bildung der Last f in (7.07) wird
in den Stabbeispielen zu F=1 N gewadhlt, im Fall der Platten zu F =1kN.

8.1 Stibe

Im folgenden werden gewichtsminimale Querschnittsverldufe von einge-
spannten Stdben der Linge 1 m unter einer stochastischen Einzellast Fg
am Stabende gezeigt.

Fg

Abb.8.1: Lastfall 1

ﬁigﬂg‘ mﬁu

A

S et i

LA
1
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Fiir verschiedene vorgegebene Resonanzfrequenzen wg des Filters ergeben

sich folgende optimale Querschnittsverlaufe®®:

0.820

8.0186

WE 1 Hz M

Vol. 1.92 x10 *m° 0-000

min

Finsparung 31.3%

-0.020+"

0.026

S0H:z
2.16 10 “m°

WE

Vol.

min

Einsparung 38.77%

-0.026 s n , ;

8.03%

0,016
(x)F = 100 HZ H
Vol. = 2.6 x107"m®

min

Einsparung 45.9%

-0.833 0.2 -4 0.6 0.8 L.a

Abb. 8.2: optimale Wanddickenverldufe fiir unterkritische Erregungen

251n den Darstellungen werden die Querschnittsverlaufe, wie sie sich
durch einen Optimierungsschritt aus einem Stab konstanter Dicke einstellen,
mit angedeutet. Die Darstellungen erfolgen liber der Stabachse x; die ver-
wendeten Einheiten sind metrisch. Die Volumenersparnis des optimalen
Verlaufs wird als prozentuale Einsparung gegeniiber dem Volumen nach
den ersten Schritt mitangegeben.



_80_

Die obigen Verldufe sind derart, dal die dominante Erregerfrequenz unter-
halb der ersten Eigenfrequenz des Stabes liegt und somit unterkritisch
ist. Dies kommt auch durch die formgleiche Vergroflerung des optimalen
Verlaufes mit zunehmender Erregerfrequenz zum Ausdruck; die typische
Form kann als erste Grundform des Optimums dieses Belastungsfall
bezeichnet werden. Ein Beispiel einer lberkritischen Erregung (zwischen

erster und zweiter Eigenfrequenz des Stabes) ist im nachsten Bild zu

sehen:
Wp = 300 Hz
Vol. = 1.58 %10 *m*

min

Einsparung 23.3%

Abb. 8.3 : optimaler Wanddickenverlauf der zweiten Grundform

Das Volumen bei dieser liberkritischen Erregung ist gegeniiber dem unter-
kritischen Fall deutlich geringer. Diese Aussage deckt sich mit Ergebnissen
von LAUERT [311.

Liegt die Erregung oberhalb des dritten Eigenwertes, stellt sich ein
optimaler Verlauf ein, bei dem die auftretenden maximalen Spannungs-
varianzen durch Massenkonzentration®® am Stabende minimiert wird. Die
konstante Dicke unmittelbar vor der Massenkonzentration ist durch die

geometrische Restriktion bedingt.

800 Hz
6.61 10> m>

WE

Vol.

min

Einsparung 30.1 %

Abb.8.4 : optimaler Wanddickenverlauf der dritten Grundform

26 ynd nicht Steifigkeitanhzufung
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Das nichste Beispiel zeigt einen ungiiltigen, aber optimalen Verlauf. Bei
diesem liegt die dominante Erregerfrequenz oberhalb der sechsten Eigen-
frequenz des Stabes; die verwendete elementare Biegetheorie ist nicht

mehr anwendbar.

Wg 1SOO0OHz

3

4.6 x10 °m

Vol.

min

Einsparung 31.4 %

Abb.8.5 : optimaler Wanddickenverlauf auBerhalb der elementaren Theorie

ULLENBOOM [541]1 hat u.a. einen eingespannten Stab optimiert, der am
freien Ende transient durch eine Einzelkraft belastet wurde. Der Stab war
in Einzelelemente unterteilt; die Elementdicken waren linear verdnderlich.
Aus einer Optimierung, bei der die variierbaren Dicken an den Element-

nahtstellen bestimmt wurden, ergab sich folgender Wanddickenverlauf:

T T T T ~T T T T T

T xX
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 T
Abb.8.6: optminaler Stab nach ULLENBOOM

Unter stochastischer Erregung erhdlt man in der dritten Grundform einen

qualitativ dhnlichen Verfauf, wie Abb.8.4 zu entpehmen ist.

Fiir einen auf 70% der Lange verschobenen Lastangriffspunkt

Abb.8.7 : Lastfall 2 ;7

N\
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wird vom gleichen Autor folgender Querschnittsverlauf als optimal

angegeben:

C A} 2T
10 12

107

(0] 0,2 0,4 0.6 0,8 1,0

—

Abb.8.8: Optimum fir Lastfall 2 nach ULLENBOOM

I

Eigene Rechnungen ergaben folgende Verlaufe:

og = 250Hz wg = 800 Hz

Abb. 8.9 : Optima fur Lastfall 2 unter stochastischer Last

Beide dargesteliten Verldufe zeigen nur in sehr schwacher Form die von
ULLENBOOM angegebene Massenanhdufung im Krafteineinleitungspunkt.
Da im Verlauf der Optimierung diese Verdickung teilweise nahezu vollstéindig
verschwindet und die Optimierung zum Teil langsam ablauft, d.h. der
Gradient kein ausgepridgtes Gefdlle zeigt, spielt die Wahl des Abschalt-
kriteriums eine nicht unbedeutende Rolle. ‘
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Die drei folgenden Verldufe zeigen den Optmierungsverlauf, wie er sich bei
der beschriebenen, sukzessiven Steigerung der Elementzahl einstellt. Die
Vorgabe fiir den n#chsten Optimierungslauf wurde durch eine Spline-

Interpolation aus dem Optimum des Vorlaufs gewonnen?’.

115 Hz

Wg
Vol. = 8.98 * 10~5m>

min.

Einsparung 13%

Vol. = 8.29 % 1075m°

min.

Einsparung 2.4 %

0.004

Vol. = 7.89 x 107°m> 0. 000

min.

Einsparung 3.6 %

-0.004

0.2 0.4 0.6 D.® 1.0

Abb. 8.10: Optimierung mit steigender Elementzahl

27Die Einsparungen werden im zweiten und dritten Bild auf den Vorgidnger
bezogen. Die Belastung wurde gegenliber den vorangegangenen Beispielen
kleiner angesetzt; die Ergebnisse lassen somit nur gualitative Aussagen
zu.
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Es fadllt auf, daf3 die spline-erzeugten Vorgaben nach einem Optimierungs-
schritt das Optimum gut beschreiben und daB die erzielten Materialein-
sparungen in der zweiten und dritten Konfiguration gering sind. Eine
weitere Optimierungsstufe mit noch gesteigerter Elementzahl ist an dieser
Stelle nur in Ausnahmefdllen extremen Materialeinsparungszwanges, wie
z.B. in der Raumfahrt, sinnvoll. Bei einer Beschreibung der Zwischen-
konfiguration durch Splines mit anschlieBendem Einzeloptimierungsschritt

ist der Rechenaufwand im Verhaltnis zum Nutzen wirtschaftlich vertretbar.

8.2 Rotationsymmetrische Platten

Die Optimierung der rotationssymmetrischen Platten erfolgt unter der
Fragestellung, wie sich die Verwendung der verschiedenen Plattentheorien
auf den optimalen Querschnittsverlauf auswirkt. Zu diesem Zweck wurden
auflen eingespannte Ringplatten (AuBenradius 1m, Innenradius O.im) einer
auf dem Innenring verteilten, stochastischen Last FE= 27tri'1E unterworfen,
deren Charakteristik zu Beginn dieses Kapitels erldutert worden ist.

i

A

|
|
i
]
!
Abb.8.11 : Lastfall 3

Unter Verwendung der beschriebenen Ringelemente konstanter Dicke
stellen sich die optimalen Querschnittsverlaufe fulr verschiedene Filter-

resonanzfrequenzen wg wie folgt ein?®:

Kirchhoff~Modell Mindlin-Modell

70.100 {1}
9.0S0
:70.000

1T6-050

0-2 0.4 0.6 o8 S0.100 G5 0.2 0.4 0.6 6.8

wg = SOHz

28 pje folgenden Darstellungen zeigen radiale Schnijtt durch die optimalen
Platten. Dije #@uBeren Konturen zeigen wie in Abschnitt 8.1 Zwischen-
ergebnisse nach den ersten Optimierungsschritten.

+ 100
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Abb. 8.12: optimale Ringplatten unter Lastfall 3

Bei der qualitativen Beurteilung dieser Verlaufe fallen zwei Aspekte

besonders auf:

1) Die Platten zeigen keine groBeren Dickenverlaufsunterschiede zwischen
beiden Modellen; mit Ausnahme der mit 350Hz erregten MINDLIN-Platte.
Diese Platte weist mehrere Massenanhdaufungen auf. Dieses kann z.B. eine

Folge der unterschiedlichen Eigenwerte nach beiden Theorien sein.

2) Bei hohen Frequenzen werden zunehmend geometrische Restriktionen
aktiviert. Dieses wird von anderen Autoren ebenfalls berichtet; beispiels-
weise gibt BURGER [101] folgende optimierte, gelochte Ringplatte an, die

am Innenring sprunghaft entlastet wird;

01 0,2 03 04 05 06 07 08 09 1D E

Abb.8.13 : optimale gelochte Platte nach BURGER

sie zeigt einen Dickenverlauf, der mit jenem vergleichbar ist, der sich bei
hohen Erregerfrequenzen einstellt. Dies stellt insofern kein iiberraschendes
Ergebnis dar, da die Transformation eines Sprungs in den Frequenzraum

einen sehr hohen Anteil hoher Frequenzen aufweist.
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Die nachfolgende Tabelle zeigt die erzielten Werte der in Abb. dargestellten
optimierten Ringplatten (KIRCHHOFF'sche Platten links, MINDLIN'sche
rechts):

Erreger- | optimales | Ersparnis erste zweite dritte
frequenz| Volumen Eigenfrequenz

Hz *x1072 m3 % Hz

50 4.42 1 4.60( 789 |1 78.0 218.9 | 214.7 (10791 1152

200 569 |1 5.59 | 72.7 | 73.2 296.7 | 2931 | 13721 1380

350 705 1 7.28 | 66.3 | 65.5 375.0 | 183.1 | 16601 1431

500 2871295 | 86.31 85.9 133.3 1 135.6 | 6421 680 | 150211585
1000 2611272 8751 87.0 128.1 | 132.8 | S411 604 | 127011408

Bei beiden Platten ist eine Volumenzunahme im unterkritischen und
Volumenabnahme im iiberkritischen Fall festzustellen. Die Ergebnisse sind
quantitativ kaum unterschiedlich. Eine Ausnahme bildete die Erregung mit
wp=350Hz: hier ist in einem Fall der Sprung von der unter- zur iiber-
kritischen Platte vollzogen worden.

Bei einer Belastung mit zwei ringformig angreifenden Lasten,

Abb.8.14: Lastfall 4

von denen eine am Innenring, die andere in der Mitte der radialen Platten-
breite angreift, lauft der Optmierungsprozef in andere Dickenkonfigurationen,
als die obige Tabelle vermuten [dBt. Wi&hrend die optimale Platte unter
einer Ringlast fiir wg=350Hz ihre erste Eigenfrequenz unterhalb wg hat,
ergibt unter Verwendung des MINDLIN'schen Modells die unterkritische
Platte w,=427.1Hz fiir die zweifache Ringlast das geringste Volumen; es
liegt 7% iiber dem der oben angegebenen Platte.
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+ — + 0.100

Abb. 8.15 : optimierte Ringplatte im Lastfall 4 mit wgp=350Hz

Wird die Filterresonanzfrequenz auf SO00Hz erhoht, findet ein deutlicher

Ubergang zum Ulberkritischen Optimum statt:

I-06.050

6.100
Abb. 8.16 : optimierte Ringplatte im Lastfall 4 mit wp=S00Hz

Dieser zeichnet sich durch sehr hohe Unstetigkeit am Plattenrand aus; die
Krafteinleitungsringe sind nicht explizit erkennbar. Dieser Dickensprung
ist als deutlicher Schwachpunkt der verwendeten Ringstreifendiskretisierung
zu erkennen; diese Platte ist aus technischen Griinden schlecht realisierbar,

und die verwendete Plattentheorie ist zur Beschreibung nicht ausreichend.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden mechanische Bauelemente unter stochasti-
scher Belastung beziiglich ihrer Wanddicke optimiert. Ziel war es, ein
Bauteil zu schaffen, welches bei minimalem Volumen eine vorgegebene
Betriebszuverldssigkeit erzielt. Dieses ist durch die Vorgabe einer maximalen
Spannungsvarianz geschehen; sie l&Bt sich.iiber Konfidenzintervalle oder
die Tschebyschew'sche Ungleichung aus der geforderten Zuverldssigkeit
gewinnen. Desweiteren wurden geometrische Restriktionen, insbesondere in
Form einer minimaler Wanddicke, verwendet.

Die Berechnung sollte unter der Annahme von Spektren stattfinden, die
realen Prozessen, wie z.B. Fahrbahnunebenheiten, nahekommen. Zu diesem
Zweck wurde ein Filter zweiter Ordnung verwendet. Fiir dieses konnte
gezeigt werden, daB die deterministische harmonische Erregung als Grenzfall
der stochastischen Erregung dargestellt werden kann.

Die Berechnung der Auslenkungs- und Geschwindigkeitsvarianz fiir
kontinuierliche Stédbe ergab, daB die Auslenkungsvarianz ein gutes Konvergenz-
verhalten zeigt. Daraus konnte geschlossen werden, daB3 eine ausreichende
Genauigkeit bereits unter Beriicksichtigung weniger Eigenwerte moglich
ist. Auffallenderweise zeigte die Geschwindigkeit;svarianz keine Konvergenz.

Eine Untersuchung an einem Einmassenschwinger ergab sehr unterschiedliches
Einschwingverhalten stochastisch erregter Systeme. Insbesondere fielen
starke Antwortvarianziiberh6hungen in der Anlaufphase auf, welches dem
Verhalten nach HENNING und HEINRICH widerspricht, das einige Autoren
auch fiir gefilterte Rauscherregung annehmen. Es zeigte sich, daB die oft
getroffene Stationaritdtsannahme insbesondere bei kurzzeitigen stochastischen
Belastungen fiir die Systemantwort nicht gilt.

Die Spannungsvarianz lieB sich mittels der Gestaltinderungs-Arbeits-Hypo-
these, auch bei Auftreten nichtlinearer Terme, auf die Kovarianzmatrix der
Knotenverschiebungen beziehen. Der sehr groBe Bedarf von Rechnerressourcen
zur Bestimmung dieser Matrix wurde durch dynamische Kondensation und
anschlieBende modale Entkopplung stark reduziert. Der vorgestellte
sequentielle Losungsweg ermoglicht die Berechnung auch auf Kleinst-
rechnern (PC).
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Die optimierten Verldaufe lieBen sich qualitativ mit jenen vergleichen, die
mit génzlich anderen Zeitverldufen der Last bestimmt wurden. Der Vergleich
optimierter Platten nach verschiedenen Plattentheorien ergab, daB sich
unter den getroffenen Lastannahmen keine bzw. keine wesentlichen Unter-
schiede in den Ergebnissen zeigen. Ein qualitativer Unterschied zu anderen
optimierten Bauteilen zeigte sich im Fehlen merklicher Massenanhdufungen
in Krafteinleitungspunkten. Eine Beschleunigung des Optimierungsprozesses
wurde durch das Verfahren steigernder Elementzahlen mit Splinevorgaben
erzielt.

Weitere Erkenntnisse aus dieser Arbeit sind:

1) Das Einschwingverhalten ist vor der Anwendung der Kovarianzanalyse
zu untersuchen, um die Giiltigkeit der Ergebnisse zu verifizieren.

2) Fiir die, Form eines optimalen Bauteils ist entscheidend, welche der
ersten Bauteil-Eigenfrequenzen durch das Frequenzspektrum der Last
dominant angeregt wird.

3) Optimierungsprozesse lassen sich durch gezielte MaBnahmen stark
beschleunigen, die sich selbststdndig dem laufenden OptimierungsprozeB3
anpassen.

Ausblick

Der Uibergang auf kompliziertere Strukturen oder anderen Fragestellungen,
wie der nach optimalen Auflagerpunkten, ist mit den angegebenen Verfahren
moglich. Hierfiir sind spezielle Anpassungen vorzubereiten.

Fiir die Berechnung der Kovarianzmatrix sind Verfahren zu entwickeln, die
durch wenige, das Eigenverhalten gut beschreibende, Approximationen, wie
z.B. Ritz-Vektoren, die Bestimmung der Dauerlosung mit geringen Rechen-
aufwand erlauben.

Fiir die Strukturoptimierung zeigen sich neue Aspekte, wenn zusdtzliche,
von Ingenieuren meist nicht beachtete, wirtschaftliche GroBen in die
Betrachtung einbezogen werden. Fiir diese Problemfédlle der "Vektor-
optimierung” sind die entsprechenden Werkzeuge zu libertragen.
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A2 Verschiedene Verfahren zur Bestimmung der Kovarlanzmatrix

Am Beispiel eines Einmassenschwingers sollen verschiedene Verfahren zur
Berechnung der Auslenkungsamplitudenvarianz demonstriert werden.
Vorausgesetzt wird eine Kraftanregung F, die stationidres, ideal weifles
Rauschen mit der Intensitat S, darstellt.

Die Bewegungsgleichung des Schwingers

m% +dx +cx = F(t)= E»E(t) (A.01)
wird durch z" = (  x x ), (A.02)
B'=( 0 F/m)=( 0 o), (A.03)
0 1 0 f
A = ( -c/m —d/m) - ( -X —8) (A.04)

in die Matrizendifferentialgleichung erster Ordnung uberfiihrt

zZ(t) = Az(t) + bE(L). (A.0S)

Spektraldichteuntersuchung:

Fir zumindest schwach stationdre Prozesse Iist von WIENER und
CHINTCHIN die Fouriertransformierte der Autokorrelationsfunktion als
Spektraldichtefunktion definiert worden. Aufgrund der Linearitdt der mathe-
matischen Momente |46t sich leicht zeigen, daB die Spektraldichte der
Systemantwort durch quadratische Multiplikation der Erregungsspektral-
dichte mit komplexer Frequenzgangmatrix des Schwingers berechnet

werden kann.

Das Spektraldichteverfahren nutzt diesen Zusammenhang aus; bestimmt
wird zunachst die Spektraldichtefunktion der Systemantwort und
anschlieBend durch inverse Fouriertransformation die Autokorrelations-
funktion. Bedingt durch die Stationaritdt des Gesamtprozesses kann diese

einparametrig angegeben werden.
In matrizieller Formulierung lautet dieses Verfahren:

- Bestimmung der Spektraldichtematrix durch

S,dw= Flw) Q F'(-w). (A.06)



Anhang - 102 -

Flo) =(iwl- A, (A.07)

Q = bSgb"=Sbb"; (A.08)

- Die inverse Fouriertransformation von Szz liefert die Autokorrelationsmatrix
Kzz, somit auch die Kovarianzmatrix Rzz

1 +00 .
Kez(t) = 5= [ Szz@ei®tdo,  (A.09)
- Q0
1 P
Raz =Kzz(o>-§7—[_lo Szz (W) dw. (A.10)

In der Losung dieses Matrizenintegrals treten in vielen Fdllen Integrale
der Form

+0

. 1 r_8gnQ)
S R A NI rRETa R (A
mit  gn(Q) = bo(iQ)27~2 + b, (iN)22~4 + ... + bn-y (A.12)
und  hn(iQ)= aoliQ)™+a, (i)™ 1 + ... +an=det (iQI - A) (A.13)

auf. JAMES, NICHOLS und PHILLIPS [ 25] geben als Losung an

_n(-n"*"r* M
I = ™ H: (A.14)
bo h12 h13 h14 ....... hln
b1 hzz h23 h24 ....... hzn
Mn = bz h32 h33 h34 ....... h3l’1 * ( A . 15 )
bn-1hnz hns hna v hnn
hys hiz hya hyg e hin
h21 h22 hza h24, ....... h2n
Hn = h31 h32 h33 h34 ....... h;n , . (A.16 )
P;n1 h;‘lz h;13 h‘n‘, ....... hnn
agzj-k fir1<j<n
. = (A.17)
hjk { 0 fiir alle anderen Fille.
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Fiir das angegebene Beispiel berechnen sich

1 io +8 1
H(w = ( )
© (X‘(l)z) +iwd - iw ’ (A.18)
0O O .
e - S°(o cpz)' (A.19)

Die Spektraldichtematrix der Schwingungsantwort ergibt sich zu

Szz2(0)= F(w) Q F'(—w)

S, ( 1 -iw )

T x- 0?2 s+ 3202\ 0 w2 (A.20)
Aus der inversen Fouriertransformation folgt die Kovarianzmatrix
] +C0
Rzz = 2 Szz(w) dow
-
1 ( 1/(x8) O )
= — 2 S
2 P70 0 ass
So F2
| 2¢ d ON (A.2
o s, 2 .21)
2md

Die Ausfiihrung dieses Verfahrens fiihrt zu Ausdriicken, die mit der System-
ordnung n stark anwachsen. Da der damit verbundene Rechenaufwand in
n® steigt, sind, nach MULLER und SCHIEHLEN [38], Systeme "nur bis zu
einem Freiheitsgrad von 7 mit ertréglichem Aufwand losbar”.

Kovarianzuntersuchung:

Die direkte Berechnung der Varianz einzelner GroBen kann auf zweierlei
Weise geschehen:

- durch Bildung des Erwartungswertes aus der Fundamentallosung der
Differentialgleichung unter Einbeziehung des auftretenden stochas-
tischen Integrals,

- durch Losung der aus diesem Erwartungswert weiterentwickelten

LJAPUNOV-schen Differentialgleichung.
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Im Gegensatz zur oben beschriebenen Spektralmethode sind hier beide
Wege zur Bestimmung Kovarianzmatrix des Systems auch bei instationédrer
Erregung geeignet. Insbesondere lassen sich Einschwingvorginge berechnen
sowie deren Dauer abschdtzen.

Direkte Berechnung der Kovarianz

Die Varianz der Schwingungsantwort wird nach Gleichung (3.32) aus der
Summe von nachschwingenden Anfangsbedingungen und Systemantworten
auf die Erregung mit weissem Rauschen gebildet. Deterministische Anfangs-
bedingungen x(0)= 0 und %(0)=0, sowie ein ab dem Zeitursprung existierender
und konstanter stochastischer Lastvektor b vereinfachen die Bestimmung
der Kovarianzmatrix zu

t
Rzz(t) = [ ®(t-1) b b O (t-1) dt . (A.22)
0

Die in dieser Losung enthaltene Fundamentalmatrix ®(t) kann fiir das

vorliegende Beispiel in geschlossener Form unter Einfiihrung von
w=74x-82/2 angegeben werden:

eAt

@(t)

cos(wt) + 23 sin(wt) R sin(wt)
© ©
o572

-% sin{wt) cos{wt) - .,imsin(wt) (A.23)

Die Integration liefert die Kovarianzmatrix Rzz(t)

1

b
Rez () = So 97 1| X! )
° 25

1 1 8 1 -

) 2 2 2 2
_edtf| 23T et | Bxet 40T a0 | O sin(20t)

_ 1 P4 1 _3 0o -—

4w? 28w2 40®  Bo? 4o

(A.24)
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Mit a=arctan(2w/3) ergibt sich

_2)1c8 0 Y —-82- -—COS(Z}”)—C?+E+°‘) -1+ cos(2wt)
- 2 -
0 25 -1+ cos(2ut) 5 +vYx cos(2mt +mt-a)

(A.25)

Die Ubereinstimmung mit der Spektraldichtelosung fiir t-> o ist leicht zu
erkennen; es fdllt jedoch auf, daB die stationdre Losung theoretisch nie
erreicht wird. HENNING und HEINRICH [23] schlagen deshalb vor, den
stationdren Zustand bei Erreichen von 95% der theoretischen Ldsung
anzunehmen. Die Einschwingzeit betragt demnach

Tg = % (A.26)
Die folgenden Diagramme zeigen das Einschwingverhalten der Kovarianzmatrix.
Die Zeitachsen sind auf Tg, die Ordinaten auf die stationdren Losungen

N 1
normiert’.

-]
«w
_‘I.
-]
[
L]
N..
o
-]
-]
U}
-
o
&8
]
ad !

.11. ] 1.5 7.0 ° 0.3

-

D = §/(2/%)=0.1 D = 0.05

1 Die Diagramme Rxx sind auf Rxx(t-> %) normiert.
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/\/o}/\/\lﬁ_ : . /\/\/}Q,\

.0 1.3 2.0
T

Rxx

D = §/(24/%) = 0.1 D = 0.05

Vorteilhaft ist bei diesem Verfahren, daBl es bei allen Arten stochastischer
Erregung angewendet werden kann. Nachteilig bleibt hingegen der hohe
Aufwand, der fiir die einzelnen Losungsschritte erforderlich ist.

Bestimmung der Kovarianz durch Losung der LJAPUNOV-Differentialgleichung

Die Differentiation von Gleichung (A.22) ergibt die bilineare LJAPUNOV-
Matrizendifferentialgleichung

R =AR+RA" +Q, (A.27)

die sich ihrer Natur nach zur numerischen Losung, auch bei hoheren
Freiheitsgraden, eignet. Da die gewohnlichen Integrationsalgorithmen von

# = Ar + b (A.28)

ausgehen, ist eine Datenumorganisation notwendig.

Von CHEN und sSHIEH [111 wird ein Rechenprogramm zur direkten
Bestimmung von A und b vorgeschlagen. Bei n Freiheitsgraden des
Schwingers sind 4n? gekoppelte inhomogene Differentialgleichungen erster
Ordnung zu losen. Deren Losung stoft jedoch mit zunehmender Zahl von
Freiheitsgraden schnell an die Grenzen der zur Verfiigung stehenden
Rechnerkapazitat.
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Die modale Entkopplung stellt einen zweiten Lésungsweég dar. Analog zum
Verfahren in Kapitel 7 vereinfacht sich die Integration dann auf n Sitze
mit je vier gekoppelten Differentialgleichungen. Zwar ist nach jedem
Integrationsschritt eine Multiplikation der Zustandsmatrix mit der Modai-
matrix erforderlich, die durch die Vereinfachung eingesparte Zeit und der
eingesparte Speicherplatz rechtfertigen dies jedoch unter wirtschaftlichen

Gesichtspunkten.

Direkte Bestimmung der stationdren Losung (Kovarianzanalyse)

Die Dauerlosung kann aus der LJAPUNOV'schen Differentialgleichung leicht

gewonnen werden:

R=AR+RA +Q = 0. (A.29)

Fiir das Beispiel des Einmassenschwingers:

( O 1 )(Rxx Rx,'()+(Rxx Rx)'( )( 0 "'x) +(0 0 )S _ 0
‘\ =% -8 /\Rxx Rxx Rixx Rix 1 =8/ Ao /70

(A.30)

Daraus folgt: Rux = > So 7 (2%38), (A.31)
Rix = Pxx =0, (A.32)

Rxx = @2 So /7 (25). (A.33)
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A3 Numerische Gradientenbestimmung

Der Gradient einer Funktion ist definiert durch

of(x) = ( lim fEraxse)- F0, lim £+ axgen) - F00 )

aX>0 AX,y aX5>0 A Xp
(A.34)
Ndherungsweise kann dieser durch den Differenzenquotienten
vF(x) = ( f(x+ax,e)- flx-axe) fx+axgey) - F(x-axqey) )'
aX, : 5Xp
(A.35)

ersetzt werden. Zur Minimierung der Fehler werden

vf die ax; sehr klein gewdhlt; jedoch darf die sichere
Rechengenauigkeit und die Verfahrensgenauigkeit fiir

TN f nicht unterschritten werden. Diese Approximation
/I»Ax—»-zxx«I\ erfordert bei n variierten Parametern 2*n Funktions-

aufrufe und kann somit sehr zeitaufwendig sein.

In den ausgefiihrten Optimierungsldufen zeigte sich, daB die Gradienten-
bildung mehr als 75% der Gesamtrechenzeit beansprucht. Zum Zweck der
Rechenzeitersparnis wird daher eine vereinfachte, auf der -einseitigen
Differenzenquotientenbildung basierende Gradienten-

vf bildung benutzt. Der systematische Fehler kann

zwar nicht beseitigt werden, jedoch sind seine

Folgen im Mittel sehr gut kompensierbar, wenn

aXx

die Richtung der Parametervariation durch einen
symmetisch gleichverteilenden Zufallsgenerator £ vorgegeben wird

vF(x) = ( f(x+sign(E)ax,e,) - f(x) f(x+sign(Eaxe,) - f(x) )'
sign(g,)ax, et ’ sign(€,) ax, '
(A.36)

Eine zusidtzliche Beeinflussung der Variationsbreite s x; durch einen Zufalls-
zahlengenerator ist hingegen nicht sinnvoll, da dies leicht zu numerischen
Schwierigkeiten durch die begrenzte Berechnungsgenauigkeit der Digital-
rechner fiihrt. In der Praxis stellten sich die Variationsbreiten als sehr
glinstig heraus, die zu sicheren Anderungen der Funktionswerte in der
GroBenordnung einer Potenz iiber der sicheren Verfahrensgenauigkeit

fiihren.

Die Resultate, die unter Verwendung der zufallsgesteuerten, einseitigen
Differenzenquotienten erzielt wurden, weichen zwar geringfiigig von denen
ab, die mit dem symmetrischen Differenzenquotienten ermittelt wurden,
filhren aber bei den vorliegenden relativ glatten Funktionen zu gleichen
Ergebnissen. Dieses wird jedoch in nur 70% der Rechenzeit erreicht.
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