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Zusammenfassung

Zur Beschreibung des Materialverhaltens metallischer Werkstoffe bei stoBartiger Belastung rei-
chen herkémmliche viskoplastische Stoffgesetzte nicht aus. Insbesondere die Schidigung durch
Mikrodefekte wie Mikroporen, Mikrorisse und Mikroscherbinder, die durch viskoplastische
Stoffgesetze im allgemeinen nicht beriicksichtigt werden, kann bei hohen ProzeBgeschwindig-
keiten nicht mehr vernachldssigt werden.

Grundlage der Materialbeschreibung in dieser Arbeit ist eine Kontinuums—Damage-Theorie,
die unter Verwendung von internen Variablen thermodynamisch konsistent formuliert ist. Visko-
plastische Deformationen werden durch ein Uberspannungsmodell mit isotroper und kinemati-
scher Verfestigung beschrieben. Die Materialschiddigung durch Mikroscherbinder wird durch
einen Schédigungstensor erfaf3t, zur Beriicksichtigung von Mikroporen wird eine skalarwertige
interne Variable eingefiihrt, die als Porenvolumenanteil der in einem représentativen Volumen-
element als gleichmiBig verteilt angenommenen Mikroporen interpretiert werden kann.

Die Parameteridentifikation erfolgt mittels Evolutionsstrategie, durch die parallele Evolution
von Teilpopulationen auf unterschiedlichen Rechnern wird die Zahl der Zielfunktionsaufrufe
deutlich gesteigert.

Ausgangspunkt bei der numerischen Simulation des Deformations- und Schédigungsverhaltens
ist das Prinzip der virtuellen Arbeit. Durch geometrische und physikalische Linearisierung
wird unter Verwendung einer Update-Lagrange Formulierung und des isoparametrischen
Konzepts ein Finite-Elemente-Algorithmus zur Losung des nichtlinearen Problems entwickelt.
Die Simulation des vertikalen StoBes zeigt die Einsetzbarkeit des vorgestellten Kontinuums—
Damage-Modells.

Summary

Usual viscoplastic material laws are not sufficient to describe the material behaviour of
metals under impact loading. Generally, they do not take into account the damage caused
by imperfections such as micro pores, micro cracks and micro shear bands, which cannot be
neglected at high velocity deformations.

The constitutive behaviour of materials is described by a continuum damage theory, which is
consistent with the second law of thermodynamics. Microstructural changes are described by
internal variables. Viscoplastic deformations are considered using a flow rule of overstress type
with isotropic and kinematic hardening. The damage caused by micro shear bands is described
by a second order tensor. The influence of micro pores is taken into account by means of a
scalar variable, which can be read as the void ratio in a representative volume element with a
uniform distribution of voids.

The evolution strategy is used to identify the material parameters. The number of target function
calls is increased by the parallel evolution of several populations on different computers.

Starting point of the numerical simulation of the deformation and damage behaviour is
the principle of virtual work. A finite element formulation will be developed by means of
geometrical and physical linearization together with an updated Lagrangian formulation and
the isoparametric concept. The simulation of a vertical impact shows the application of the
presented continuum damage model.
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1. FEinleitung

Bei vielen Losungsvorschldgen zur Beschreibung des Verhaltens stoBartig belasteter Strukturen
wird eine Losung in einem Nahfeld S, in der N#he der Beanspruchung unterschieden
von derjenigen im iibrigen Gebiet Sy. Im allgemeinen wird dabei angenommen, da8 die
Deformationen in S,, inelastisch verlaufen. Der Spannungszustand ist dreidimensional, und
die Auswirkungen von Wellenausbreitungen sind zu beriicksichtigen. Im Gegensatz dazu wird
in Sy elastisches Verhalten angenommen, und der Spannungszustand ist entweder ein- oder
zweidimensional, so daB die iiblichen Naherungen der Balken-, Platten- oder Schalentheorien
eingefiihrt werden konnen.

Das Versagen solcher Strukturen unter dynamischer Beanspruchung wird hiufig durch das Ver-
halten im Nahfeld beschrieben. Zwar gibt es auch Ausnahmen hiervon, z. B. wenn als Folge
einer Wellenfokussierung ein Versagen in Sy beobachtet wird. Da die wesentlichen Eigenschaf-
ten dieser Welle jedoch durch die Losung in der Nahe der Beanspruchung beschrieben werden,
kommt insbesondere der Beschreibung des Materialverhaltens und der numerischen Simulation
des Verformungsverhaltens in S,, eine besondere Rolle zu.

Untersuchungen des senkrechten StoBes eines stumpfen zylindrischen Korpers auf eine Platte
(Abbildung 1) zeigen, daf die Platte in einem Nahfeld .S,, in der Nihe der Beanspruchung im
wesentlichen zwei Versagensmechanismen aufweist. So ist einerseits “plugging” als Folge von
Scherbandbildung zu beobachten, andererseits aber auch “spalling” durch Riflbildung als Folge

von Zugwellenausbildungen und deren Reflexion [1+25:94]

Zur Beschreibung des Materialverhaltens metallischer Werkstoffe bei Hochgeschwindigkeitsde-
formationen, also bei groBeren Dehngeschwindigkeiten (|é¢| > 10%s~!), reichen herkémmliche
viskoplastische Stoffgesetze nicht aus. Insbesondere kann die Schidigung durch Mikrodefekte
wie Mikroporen, Mikrorisse und Mikroscherbénder, die durch viskoplastische Stoffgesetze im
allgemeinen nicht beriicksichtigt werden, bei Hochgeschwindigkeitsdeformationen nicht mehr
vernachlissigt werden. Denn schon bei moderaten ProzeBgeschwindigkeiten kann die durch
den versetzungsbedingten Abbau von Spannungskonzentrationen an Mikrodefekten entstehen-
de Wirme nicht mehr schnell genug abgefiihrt werden, es kommt zur lokalen Entfestigung. Bei
hoheren ProzeBgeschwindigkeiten konnen die Spannungskonzentrationen an Mikrodefekten
nicht mehr abgebaut werden, so daf3 lokale Scherungen oder Briiche entstehen, wihrend bei
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TENSILE CRACK
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&

Abbildung 1: Vertikaler StoB auf eine Platte [94]

sehr grofien Prozeflgeschwindigkeiten eine homogene Defekterzeugung zu beobachten ist.

Entstehung und Wachstum von Mikrodefekten ist nicht nur bei Hochgeschwindigkeitsdefor-
mationen zu erkennen, die Defekte treten hierbei jedoch sehr rasch und schon bei kleinen
Dehnungen auf, wihrend sie bei langsamen Prozessen erst nach sehr groen plastischen Defor-

mationen relevant werden (417,

Die Kontinuumstheorie ist eine phdnomenologische Feldtheorie, die ausgehend von makro-
skopischen Phianomenen (experimentellen Ergebnissen auf der Makroebene) mathematische
Modelle zur Beschreibung des Materialverhaltens formuliert.

Der Kontinuumstheorie liegt die Modellvorstellung zugrunde, da3 ein Kérper aus unendlich
vielen Massenpunkten besteht, also stetig mit Masse gefiillt ist und jedem Massenpunkt ein
Punkt im Raum zugeordnet ist.

In Erweiterung dieser Modellvorstellung entstand das Modell eines geschddigten Kontinuums,
bei dem mit Hilfe einer geeigneten Homogenisierungsvorschrift die auftretenden Mikrodefekte
gemittelt werden. Da sich der Begriff des Kontinuums nicht ohne weiteres mit einem durch
Poren, Scherbinder oder Risse geschéadigten Werkstoff vereinbaren 148t, ist der Giiltigkeitsbe-
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reich solcher Kontinuums-Damage-Modelle begrenzt. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit
zwischen Mikro- und Makrodefekten unterschieden. Die Kontinuums-Damage-Theorie liefert
neben der Beschreibung der CAUCHY-Spannungen, der Temperatur oder der Entstehung und
des Wachstums der Mikrodefekte auch Kriterien fiir die Entstehung eines Makrodefektes sowie
dessen Anfangsgestalt, so dafl die Beschreibung der Ausbreitung des entstandenen Makrode-
fektes mit Methoden der Bruchmechanik 85 erfolgen kann.

Als Grundlage dieser Arbeit dient ein von BRUHNS, DIEHL & FORNEFELD [1733,42] entwickel-
tes Kontinuums-Damage-Modell. Es handelt sich dabei um ein thermodynamisch konsistent
formuliertes Stoffgesetz vom Uberspannungstyp mit besonderer Beriicksichtigung der Schidi-
gung durch Mikroscherbénder.

Im Rahmen dieser Arbeit wird durch die Beriicksichtigung der Schidigung durch Mikroporen
ein weiterer Schidigungsmechanismus beschrieben, um die Anfangsphase des “spalling” bes-

ser simulieren zu konnen.

Nach einer Ubersicht iiber die verschiedenen Betrachtungsweisen zur Beschreibung des Mate-
rialverhaltens metallischer Werkstoffe in Kapitel 2 wird in Kapitel 3.1 auf das Deformations-
verhalten bei Hochgeschwindigkeitsuntersuchungen eingegangen.

In Kapitel 3.2 wird das Kontinuums-Damage-Modell von BRUHNS, DIEHL & FORNEFELD vor-
gestellt und anschliefend in Kapitel 3.3 um die Materialbeschreibung von Porenentstehung
und Porenwachstum erweitert. Dabei wird auch der experimentellen Beobachtung Rechnung
getragen, dal eine Riickbildung des Porenvolumens durch die auf eine Zugwelle folgende
Druckwelle erfolgt.

Eine Zusammenstellung aller fiir die Materialbeschreibung benétigten Evolutionsgleichungen
ist in Kapitel 3.4 gegeben.

Die in den Evolutionsgleichungen enthaltenen Materialfunktionen und Parameter ermoglichen
die quantitative Materialbeschreibung. Aufgrund der Komplexitét des vorgestellten Materi-
almodells und der dadurch bedingten Rechenzeit zur Bestimmung eines Zielfunktionswertes
kommt der verwendeten Anpassungsstrategie eine besondere Bedeutung zu.

Die verwendete Evolutionsstrategie wird in Kapitel 4 beschrieben. Durch die Nutzung vieler
vernetzter Workstations als virtuelle parallele Maschine kann die Anzahl der Zielfunktionsauf-
rufe deutlich erh6ht werden.

Die Charakteristiken bei der Materialbeschreibung durch das vorgestellte Kontinuums-Damage-
Modell lassen sich am besten an einachsigen Spannungszustinden verdeutlichen. Kapitel 5
zeigt das Materialverhalten beim einaxialen Zugversuch, erldutert die Einfliisse der unter-
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schiedlichen internen Variablen und zeigt den EinfluBl der Schidigung durch Mikroporen und
Mikroscherbéander. Zudem wird das unterschiedliche Verhalten der Schadigung bei Zug- bzw.
Druckbelastung verdeutlicht und der Einfluf} auf die Materialantwort dargestellt.

Die in der Literatur vorgestellten Ergebnisse von Hochgeschwindigkeitsdeformationen werden
immer auch vom Strukturverhalten der Proben beeinfluBt. Mit Hilfe einer Finite-Elemente-
Formulierung fiir axialsymmetrische Strukturen zur Berechnung von physikalisch und geome-
trisch nichtlinearem Materialverhalten (Kapitel 6) 146t sich bereits eine Vielzahl experimenteller
Untersuchungen bei hohen Deformationsgeschwindigkeiten simulieren. Das Deformations- und
Schidigungsverhalten beim vertikalen Stofl wird anhand eines Aufstauchversuches (TAYLOR~
Test) sowie des StoBes eines zylindrischen Korpers auf eine Kreisplatte simuliert (Kapitel 7).
Da der groBte Teil der Rechenzeit fiir die Zeitintegration des Stoffgesetzes aufgewendet wird,
werden in Kapitel 7.4 verschiedene implizite und explizite Integrationsverfahren auf ihre nume-
rische Effizienz untersucht. Durch die Vorabintegration der Evolutionsgleichung fiir das MaB
der ProzeBgeschwindigkeit und die anschlieBende Integration des reduzierten Differentialglei-
chungssystems 148t sich die Rechenzeit weiter verringern.

Fiir den interessierten Leser sind die Materialfunktionen und Parameter, die Aufbereitung des
Kontinuums-Damage-Modells zur Beschreibung einachsiger sowie axialsymmetrischer Proble-
me und die kinematischen Grundlagen der kontinuumsmechanischen Beschreibung im Anhang

angegeben.



2. Modelle zur Beschreibung des Materialverhaltens

Je nach Betrachtungsebene kdnnen zur Beschreibung des Materialverhaltens unterschiedliche
Modelle zur Anwendung kommen. Auf atomarem Niveau beobachtet man unterschiedliche
Gitterstrukturen und Defekte in Form von Leerstellen, Versetzungen oder Fremdatomen.
Auf Mikroebene beobachtet man das Korngefiige eines polykristallinen Korpers, Defekte
treten in Form von Mikroporen, Mikroscherbindern und Mikrorissen sowie Korngrenzen,
Verunreinigungen und Einschliissen auf. Betrachtet man eine Struktur, so beobachtet man
Defekte wie Makrorisse und Locher.

Die einzelnen Ebenen der Betrachtung eines Korpers und die zur Beschreibung der beobachteten
Erscheinungen moglichen Idealisierungen (Modelle) sind:

o Makroebene (Kontinuumstheorie, bruchmechanische Modelle)
e Mesoebene (Kontinuums-Damage-Modelle)
e Mikroebene (metallphysikalische Modelle, mikromechanische Modelle)

o Atomebene (metallphysikalische Modelle, atomare Modelle)

Der Kontinuumstheorie liegt die Modellvorstellung zugrunde, da3 ein Kérper aus unendlich
vielen Massenpunkten besteht, also stetig mit Masse gefiillt ist und jedem Massenpunkt ein
Punkt im Raum zugeordnet ist. Diesen Punkten werden dann bestimmte physikalische Eigen-
schaften zugeordnet. Die Zustandsbeschreibung eines Kdrpers erfolgt an einem infinitesimalen,
reprasentativen Volumenelement (RVE). Die Kontinuumstheorie ist eine phanomenologische
Feldtheorie, die ausgehend von makroskopischen Phdnomenen (experimentellen Ergebnissen
auf der Makroebene) mathematische Modelle zur Beschreibung des Materialverhaltens formu-
liert.

‘Um diese Idealisierung durchfithren zu konnen, mufl das betrachtete Volumenelement AV
grof} genug sein, so dafl die Fehler der Gitterstruktur sowie die auftretenden Mikrodefekte als
statistisch homogen angenommen werden kénnen (/AV ist groB gegeniiber Korndurchmesser
d sowie Abstand und Grofle der Defekte) und klein genug, um das Verhalten der Materie in
AV durch Mittelwerte ausreichend genau zu beschreiben (3/AV ist sehr viel kleiner als die
charakteristische Linge I, des Korpers und der Belastung, z. B. kritische Wellenldnge einer
Schockwelle beim Stofiversuch). [16]
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Abbildung 2: Verschiedene Ebenen der Betrachtung eines Korpers (16

Ein solches reprisentatives Volumenelement AV ist in Abbildung 2 dargestellt.

Die Mittelung der auf der Mikroebene beobachteten Defekte wie Mikroporen, Mikro-
scherbander und Mikrorisse mit einer geeigneten Homogenisierungsvorschrift ermoglicht die
Beschreibung der Schidigung auf der Mesoebene mit Kontinuums-Damage-Modellen.

2.1 Homogenisierung

Betrachtet man das représentative Volumenelement AV eines Polykristalls in lokalen Koordi-
naten (Abbildung 3) und nimmt idealisierend an, da AV eine endliche Anzahl an Defekten
aufweist (die einzelnen Punkten 3., € AV zugeordnet werden kénnen), so 148t sich das Verhal-
ten in AV durch Mikrofelder beschreiben. Sie enthalten jeweils einen quasihomogenen Anteil
sowie einen Anteil aufgrund lokaler Storungen an den einzelnen Mikrodefekten (BRUHNS [161),
Die Mittelwertbildung dieser Mikrofelder bezeichnet man als Homogenisierung, die Mittelwer-
te der quasihomogenen Anteile beschreiben das versetzungsbedingte, viskoplastische Verhalten
in AV, die Mittelwerte der lokalen Storungen charakterisieren die Materialschddigung.
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AV

Abbildung 3: Reprisentatives Volumenelement AV mit Scherband S, und 3D-
Gitterfehler C.,

Der Mittelwert H eines Mikrofeldes H,, kennzeichnet also das zugehdrige Feld auf der Ma-
kroebene (MAUGIN [751);

H(%,t) = Z%fﬂm(i’,t) f(g)dav’ . (2.1)
AV

Dabei ist f( %) eine spezielle Gewichtsfunktion, die es ermdglicht, H( &, ) als eine Reihe von
Momenten von H,, darzustellen. Die Bestimmung der Mikrofelder erfordert die Losung des
entsprechenden Randwertproblems und ist deshalb auf Fille mit speziellen Symmetrieeigen-
schaften beschriinkt (siche z. B. BISCHOFE-BEIERMANN [61),

DieHL [33] fijhrt die entsprechend geniherten Mikrofelder deshalb a priori ein:

o2 Ha®) () (22)

Hon(#,t) = Honom(&,8) + >
Mit der gewichteten Mittelwertbildung erhélt man daraus den Mittelwert H
H = H+ H® +divH' + ... (2.3)

mit den Momenten H-. Die Reihenglieder hdherer Ordnung kdnnen als makroskopische Zu-
standsgrofien der Kontinnumstheorie zur Beschreibung lokaler Spannungs- und Temperatur-
erhdhungen an den Mikrodefekten verwendet werden.
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Durch die Beriicksichtigung von Momenten hoherer Ordnung 148t sich die Genauigkeit der

Approximation systematisch verbessern.
Bei einer Theorie nullter Ordnung, die in Kapitel 3.2 Verwendung findet, ergeben sich durch

die Mittelwertbildung z. B. die externen Variablen Spannung o, Temperatur © und die verset-

zungsbedingten Verzerrungen €, zu
g =< 9 qhom >+ 2.0

o
€, =< €, qhom > T €,



3. Ein Kontinuums-Damage-Modell zur Beschreibung des
Hochgeschwindigkeitsverhaltens metallischer Werkstoffe

3.1 Hochgeschwindigkeitsverhalten metallischer Werkstoffe

3.1.1 Experimentelle Ergebnisse und deren physikalische Interpretation

Die experimentellen Untersuchungen zum Materialverhalten metallischer Werkstoffe bei Hoch-
geschwindigkeitsdeformationen beschiftigen sich, neben der Messung von phinomenologi-
schen Groflen wie mittlerer Spannung und mittlerer Dehnung, hauptséchlich mit der Messung
von Anderungen der Materialstruktur. Die Bestimmung der Materialstruktur erfolgt erst im
AnschluB an den Belastungsprozef3. Hierbei werden in der Regel die gleichen Verfahren wie
bei quasistatischen Prozessen verwendet..

Plate

impact — 10
Hopkinson ) - ®
Tensile = =]
Bar K6
| 3 'kr. - 7
1 ".'T -é— —~ 6
[ P - Cm
} | ¢ o
=X
~ 3
r 2
\ 1
10 =i 0
100 1w0* 102 1e® 102 10
STRAIN RATE (s™")

Abbildung 4: Bereich der Spannung, Dehnung und Dehngeschwindigkeit der verschie-

denen experimentellen Untersuchungen [25]
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Abbildung 5: Schematischer Versuchsaufbau bei “Plate impact” Experimenten [28)

Im folgenden werden die wichtigsten Experimenttypen zur Untersuchung von Hochgeschwin-
digkeitsdeformationen (“Plate impact”, ‘“Tensile bar” und “Exploding cylinder”) kurz vorge-
stellt. Eine umfassendere Ubersicht der experimentellen Untersuchungen findet man z. B. bei
CURRAN [25) Jipn (50) oder ForNEFELD [42]

Die unterschiedlichen Bereiche von Spannung, Dehnung und Dehnungsrate, die sich mit den

einzelnen Versuchen abdecken lassen, sind in Abbildung 4 schematisch dargestellt.

Plate impact

“Plate impact” Experimente [20:25,56,37] erreichen Dehngeschwindigkeiten bis etwa 10851
und liefern bereichsweise einen ebenen Verzerrungszustand. Abbildung 5 zeigt den schemati-
schen Versuchsaufbau.

Die auftreffende Platte hat etwa die halbe Dicke der Zielplatte, der Durchmesser wird so
gewdhlt, daB Wellenreflexionen der Plattenrdnder erst eintreten, nachdem die Schidigung
auf Mikroebene stattgefunden hat. Aufgrund des dreiachsigen Spannungszustandes ist die
Bestimmung der Spannungs—-Dehnungs-Beziehung nur unter zusétzlichen Annahmen moglich.
Der Versuch wird daher in der Regel zur Untersuchung von Wellenphinomenen verwendet,
insbesondere zur Untersuchung von “spalling” [1993

CURRAN ET AL. (28] ermitteln mit diesem Versuchsaufbau die Entstehungsrate der Poren pro
Volumeneinheit als Funktion der Spannung.

Tensile bar

“Tensile bar” Experimente (HOPKINSON-Bar, SHB-Test) sind besonders weit verbreitete
Methoden zur Untersuchung von Hochgeschwindigkeitsdeformationen. Der urspriinglich fiir
Druckversuche entwickelte Versuchsaufbau 1afit sich durch Modifikationen auch fiir Zug-,
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Abbildung 6: Unterschiedliche Ausfiihrungen des HOPKINSON-Bar (50!

Scher- und kombinierte Beanspruchung verwenden.

Abbildung 6 zeigt die unterschiedlichen Ausfithrungen der SHB-Tests, bei denen die Probe
zwischen zwei sich elastisch verhaltenden Stiben eingespannt ist. Der eine Stab dient zur Last-
einleitung, der zweite zur Messung der durchlaufenden Welle. Die Linge der Stibe muB so
gewihlt werden, dafl Wellenreflexionen nur in der Probe auftreten. Mit Dehnungsmefstreifen
an den beiden Stidben werden reflektierte und transmittierte Wellen gemessen und daraus die
mittlere Spannung in der Probe bestimmt.

Exploding cylinder

“Exploding cylinder” Experimente (CFC-Test) werden zur Untersuchung der Scherbandaus-
breitung bei sehr hohen Deformationsgeschwindigkeiten verwendet. Eine mit Sprengstoff
gefiillte zylindrische Probe wird durch die Detonation dynamisch aufgeweitet. Bei einer vorge-
gebenen Dehnung wird die Aufweitung durch den begrenzenden Zylinder der Versuchsanord-
nung (siche Abbildung 7a) gestoppt. Dabei werden fiir einige Mikrosekunden Dehnraten von
103-10%s~1 erreicht.
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Abbildung 7: “Contained fragmented cylinder” (CFC-Test) zur Untersuchung der

Scherbandausbreitung (93]

Gemessen wird die Anzahl, die Grofe und die Verteilung der entstandenen Scherbander in ver-
schiedenen Schnitten und Abstédnden von der Oberflache, siche Abbildung 7b. Im Unterschied
zu anderen Experimenten zur Scherbandentwicklung werden durch die Probengeometrie keine
Spannungskonzentrationen erzeugt, die erreichbaren Dehnungen liegen deutlich iiber denen bei
“Plate impact” Experimenten.

Aus den verdffentlichten experimentellen Ergebnissen (z. B. von HARDING [46] ) ist ersichtlich,
dafBl die Proportionalititsgrenze op und die Spannung mit steigender Dehnrate zunimmt, bei
groflen Prozefgeschwindigkeiten iiberproportional. Mit steigender Temperatur nehmen oy
sowie die o(e) Kurven hingegen ab. Die Versetzungsdichte steigt mit der Dehngeschwindigkeit
und der Dehnung. Mikroporen bilden sich bei Hochgeschwindigkeitsversuchen, im Gegensatz
zu langsamen Prozessen, bereits bei kleinen Dehnungen. Insbesondere duktile Materialien
zeigen durch die Reflexion der Belastungswellen eine ausgeprégte Schiadigung durch Poren,
sprode Werkstoffe neigen eher zur Rifbildung. Unter hoher Druckbelastung neigen alle
untersuchten Werkstoffe zur Bildung von Scherbandern.
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Die bei den Experimenten im Mikrobereich beobachteten Deformationsmechanismen lassen
sich im wesentlichen zwei Gruppen zuordnen:

e Versetzungsmechanismen

e Schidigungsmechanismen

Andere Mechanismen, die auch bei Hochgeschwindigkeitsdeformationen zu beobachten sind,
sind z. B. Phasenumwandlungen (541 | Rekristallisation oder Diffusion [2].

3.1.2 Versetzungsprozesse

Die Bewegung von Versetzungen ist der wichtigste Mechanismus bei der plastischen Verfor-
mung metallischer Werkstoffe (KRONER [64:68] StrCk [951), Versetzungen sind StSrungen
des regelmiBigen Gitteraufbaus (siche Abbildung 2), die das Abgleiten von Gitterebenen er-
leichtern und so die FlieBgrenze eines Werkstoffs absenken.

Je nach Art der dominierenden Versetzungshindernisse lassen sich unterschiedliche Zusam-
menhinge fiir die Schergeschwindigkeiten angeben, man unterscheidet (BRUENS [161):

o athermische Versetzungsbewegungen, bei denen die Versetzungen durch Hindernisse
wie 3D-Gitterfehler oder Korngrenzen behindert werden und nur durch Erhéhung der
dufleren Lasten liberwunden werden kénnen (Spannungsaktivierung). Die zugehdorige
Versetzungsbewegung tritt sofort dann auf, wenn die FlieBspannung erreicht ist.

e thermisch aktivierte Versetzungsbewegungen, bei denen die Versetzungen durch
Punktfehler oder andere Versetzungen behindert werden und eine Erhdhung der Tem-
peratur ausreicht, um durch Klettern oder Quergleiten die Hindernisse zu iiberwinden
(thermische Aktivierung). Dabei tritt die durch thermische Aktivierung erreichbare Ver-
zerrungsgeschwindigkeit in jedem Fall verzégert gegeniiber der Spannungsinderung auf.

e durch viskose Diampfungsmechanismen kontrollierte Versetzungshewegungen, bei
denen bei sehr hohen Spannungen in der Gleitebene die Versetzungen von diskreten
Hindernissen kaum noch beeinfluit werden, jedoch eine Wechselwirkung der diskreten
Hindernisse mit dem reguldren Gitter auftritt.

Durch die Entstehung neuer Versetzungen wird die Fahigkeit metallischer Werkstoffe, sich
plastisch zu verformen, anfénglich gesteigert. Mit wachsender Dichte der Versetzungen ftritt
jedoch eine gegenseitige Beeinflussung der Storungen im Gitter auf, es kommt zur isotropen
Verfestigung.

Aufgrund der Gitterverzerrungen bei plastischen Deformationen wird im Werkstoff elastische
Energie gespeichert, durch die eine weitere Behinderung von Versetzungsbewegungen ausgeht,

es kommt zur anisotropen bzw. kinematischen Verfestigung (961
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Abbildung 8: Schematische Darstellung typischer Versagensmechanismen (1091

3.1.3 Materialschiadigung

Durch die Entstehung, das Anwachsen und die Vereinigung entstehender Defekte kommt
es zur Schidigung des Materials. Ausgeldst werden solche Mikrodefekte in der Regel
durch lokale Spannungs- und Temperaturkonzentrationen an Gitterfehlern der Mikrostruktur.
Im Verlauf eines typischen Prozesses fiihrt die Entstechung und das Anwachsen solcher
Schédigungsprozesse schliellich zur Bildung eines Makrodefektes und spéter zum Versagen.
Typische Versagensmechanismen bei Hochgeschwindigkeitsdeformationen sind in Abbildung 8
schematisch dargestellt. Die auf der Mikroskala beobachteten Defekte lassen sich drei
Schidigungsarten zuordnen, es entstehen bzw. wachsen

e Mikroporen,
e Mikroscherbinder und
e Mikrorisse

Je nach Werkstoff und Belastungsart treten die einzelnen Schiddigungsformen besonders
ausgeprigt auf, dies wird bereits durch die Auswahl unterschiedlicher Materialien fiir die
Abbildungen 9-11 deutlich.

Poren
Insbesondere bei duktilen Materialien unter dynamischer Belastung beobachtet man die
Entstehung von nahezu kugelférmigen kleinen Offnungen. Diese Mikroporen entstehen durch
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Abbildung 9:  Schliffbild einer Aluminiumplatte nach stoBférmiger Belastung 122!

das Aufbrechen des Matrixmaterials durch die sich bildenden Zugwellen. Im Laufe des
Belastungsprozesses kommt es zum Wachstum und zum Zusammenschluf} dieser Defekte und
schlieBlich zur Entstehung eines Makrorisses.

Abbildung 9 zeigt die nahezu kugelférmige Porenbildung im Schliffbild einer Aluminiumplatte
nach einer sto3formigen Belastung (SHOCKEY, CURRAN & SEAMAN [92] ).

GURsON [451 entwickelt eine FlieBbedingung fiir den geschidigten Teilbereich unter der An-
nahme eines idealplastischen Matrixmaterials mit kugel- bzw. zylinderférmigen Poren, Mo-
difikationen dieses Ansatzes findet man z. B. bei TVERGAARD UND NEEDLEMAN [98) oder
LAMMERING ET AL. 6], KOHNKE [61] koppelt ein dhnlich aufgebautes Porenwachstumsmo-
dell von COCKS UND ASHBY 2] mit einem MakroriBmodell zur Beschreibung der Schidigung
bei langsamen Prozessen. CURRAN, SEAMAN & SHOCKEY [2422] peschreiben Porenbildung
und Wachstum durch ein allgemeines Evolutionsgesetz, das sowohl Leerstellendiffusion als
auch mechanische Entfestigung durch wachsende Mittelspannung und plastische Deformation
beriicksichtigt.

Scherbiinder

Bei hohen Druckbeanspruchungen kommt es besonders héufig zu Scherbriichen. Untersuchun-
gen der Mikrostruktur zeigen die Fragmentierung des Bauteils, insbesondere durch Scherbénder
und Risse (Abbildung 10).
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Abbildung 10:  Schliffbild einer Stahlplatte nach stoBférmiger Belastung [92]

Scherbinder sind in das Material eingelagerte, stark verzerrte Flichen (“deformed bands™)
mit einer reduzierten Aufnahmeféhigkeit von Schubbeanspruchungen. Bei vielen Stihlen
bewirken lokale TemperaturerhShungen teilweise gleichzeitig lokale Phasenumwandlungen,
so daBl Scherbdnder in Stahl hiufig auch als weile Zonen zu erkennen sind (“rfransformed
bands™) [1] Risse breiten sich entlang der Scherbéander aus, so daB die Kenntnis des Verhaltens
der Scherbinder auch fiir die Bruchmechanik von Bedeutung ist.

Parameter zur Beschreibung von Scherbindern sind z. B. die Anzahl und Fliche pro Volu-
menelement AV, deren Wachstumsrate, Dicke sowie Scherwinkel. Durch die Auswertung von
Schliffbildern nach dem CFC-Test und Korrelation der Messungen von Spannung und Dehnung,
ermitteln SHOCKEY ET AL. [92:23] ein proportionales Anwachsen der Scherbandentstehungs-
rate mit der plastischen Dehnrate. Die Scherbandwachstumsrate verhalt sich proportional zur
plastischen Dehnrate und der Scherbandgrofe.
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Abbildung 11:  Schliffbild einer Armco Eisenplatte nach stoBférmiger Belastung 192

Risse

Im Gegensatz zu duktilen Materialien entstehen bei sproden Werkstoffen durch die bei dyna-
mischer Belastung auftretenden Zugwellen hauptséchlich Mikrorisse.

Das Schliffbild einer Armco Eisenplatte nach stoformiger Belastung in Abbildung 11 zeigt
eine Vielzahl kleiner Spaltrisse. Das Verhalten solcher Mikrorisse 148t sich sehr gut an durch-
sichtigen Materialien verfolgen, KALTHOFF ET AL. 151 verwenden z. B. Polycarbonatproben.
Die experimentelle Auswertung erfolgt analog zur Untersuchung von Mikroporen durch die
Auswertung von Schliffbildern.

SHOCKEY ET AL. (921 benutzen zur Beschreibung der Mikrorisse das gleiche Evolutionsgesetz
wie auch fiir Mikroporen. GERARD UND BASTE (43) entwickeln konstitutive Bezichungen fiir
Werkstoffe mit Mikrorissen und beriicksichtigen dabei den EinfluB von Offnen und Schlieen
der Mikrorisse.

Die meisten Untersuchungen zu Rissen bewegen sich allerdings auf Makroebene und beschifti-
gen sich mit der Ausbreitung von Makrorissen, z. B. KALTHOFF 571,
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3.2 Das Kontinuums-Damage-Modell von BRUHNS, DIEHL &
FORNEFELD

Das Kontinuums-Damage-Modell ist Teil eines baukastenartig aufgebauten Materialmodells
zur Beschreibung der bei Hochgeschwindigkeitsdeformationen beobachteten Erscheinungen.

Bei der Beschreibung von Hochgeschwindigkeitsdeformationen unterscheidet man zwei Pha-

sen:

e Phase 1, von { = O (Beginn der Belastung) bis ¢ = ¢* (Zeitpunkt der Entstehung
eines Makrodefektes), kann mit den Methoden der Kontinuumsmechanik durch eine
Kontinuums-Damage-Theorie beschrieben werden.

e Phase 2, fiir ¢ > ¢* , erfordert zusdtzlich die Betrachtung des Wachstums des
entstandenen Makrodefektes mit den Methoden der Bruchmechanik und 146t sich durch
eine Fragmentierungstheorie beschreiben.

Abbildung 12 zeigt die Unterteilung des Materialmodells in einzelne Bausteine.

Gerade bei StoBvorgdngen mit kurzzeitig ablaufenden Prozessen ist bei der Formulierung
von Materialmodellen zur Beschreibung dieser Vorginge zu beachten, da8 hierbei Deforma-
tionsmechanismen beobachtet werden, die neben Scher- und Abgleitvorgingen bzw. anderen
Schidigungsmechanismen die gesamte Skala der Verzerrungsgeschwindigkeiten beinhalten
(BRUENs [111), Bin Materialmodell zur Beschreibung von StoBvorgingen muf also nicht nur
das Deformationsverhalten schneller Prozesse wiedergeben konnen, sondern auch das langsa-
mer Prozesse.

Die vorliegende Fassung der Kontinuums-Damage-Theorie beriicksichtigt nur thermisch akti-
vierte Versetzungsmechanismen und die Schidigung durch Mikroscherbénder sowie Mikropo-
ren. Sie wird in Anlehnung an die Arbeiten von DIeHL [33] und FORNEFELD (421 mit Version 1.2
bezeichnet. Diese, durch einige Vereinfachungen aus dem allgemeinen Werkstoffmodell her-
vorgegangene Fassung des Kontinuums-Damage-Modells , ist giiltig fiir den Bereich

thermisch aktivierter versetzungsinduzierter Deformationen
Dehnungsraten von ca. 10~4s™! — 105571
der Schiadigung durch Mikroscherbénder und Mikroporen sowie moderater schidigungs-

induzierter Deformationen
hinreichend monotoner und radialer Prozesse (ohne lange Haltezeiten bei hohen Tempe-

raturen).
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Abbildung 12: Baukasten des Materialmodells

Das Kontinuums-Damage-Modell ist gekennzeichnet durch die additive Aufspaltung der
Verzerrungsrate in reversible und verschiedene irreversible Anteile sowie die Einfiihrung
zusitzlicher interner Variablen, welche Anderungcn der Materialstruktur infolge inelastischer

Deformation erfassen. Dazu werden folgende Variablen eingefiihrt:

e Variablen der versetzungsinduzierten Prozesse

€ .. mittlere Verzerrung von AV infolge thermisch aktivierter Versetzungsbewegungen

k  mittlere Versetzungsdichte in AV (isotrope Verfestigung)

X kinematischer Verfestigungstensor infolge thermisch aktivierter Prozesse

u  Verhiltnis der Dichte der beweglichen Versetzungen zur Gesamtversetzungsdichte

(MaB fiir die ProzeBgeschwindigkeit)
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e Variablen der schiadigungsinduzierten Prozesse
o’ Spannungskonzentrationstensor (Mittelwert der lokalen Spannungsspitzen an 2-
und 3-dimensionalen Gitterfehlern)
©° Mittelwert lokaler Temperaturkonzentrationen in der Nihe eines Mikrodefektes
Z° Scherband-Schidigungs—Tensor
& Variable zur Beschreibung der Porenschiadigung

mittlere Verzerrung eines repréasentativen Volumenelementes AV infolge mikrolo-
kalisierter Scherungen

€® _ mittlere Verzerrung eines repriasentativen Volumenelementes AV infolge mikrolo-
kalisierter Porenbildung und Porenwachstum

miftlere Verzerrung von AV infolge lokaler Versetzungsbewegungen an Span-
nungskonzentrationen

Die Thermodynamik stellt den Zusammenhang zwischen allen Variablen dar, da das zu wihlen-
de thermodynamische Potential (hier wird die freie Enthalpie verwendet) und das Wirmelei-
tungsgesetz von den internen Variablen abhéngen. Im einzelnen werden Evolutionsgleichungen
fiir folgende Variablen bendtigt:

e Variablen zur Beschreibung des thermoelastischen Verhaltens

€. elastische reversible Verzerrung
1 Entropie
g WirmefluB

Fiir diese Variablen werden im folgenden Evolutionsgleichungen angegeben, die zum Teil noch
an Nebenbedingungen (FlieBbedingung, Belastungsbedingung) gekniipft sind:

e Die Fliefbedingung dient dabei zur Festlegung, unter welcher Belastung inelastische
Forménderungen im Werkstoff auftreten (siche auch Abbildung 13).

e Die Belastungsbedingung muf erfiillt sein, damit plastisches Flieen moglich ist (eine
Belastung fiihrt dann von einem plastischen Zustand zu einem anderen plastischen
Zustand).

e Die internen Variablen sind kiinstliche, mathematische Gréfien, die die Vorgeschichte des
Materials beschreiben. Zu Beginn des betrachteten Prozesses (¢ = 0) sei das Material
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Abbildung 13: Darstellung isotroper FlieBbedingungen im Hauptspannungsraum

“ohne Vorgeschichte”, so daB die internen Variablen den Anfangswert Null erhalten.

e Die Prozef3variablen haben im Gegensatz zu den internen Variablen keinen EinfluB auf
die innere Energie und koénnen daher auch als “energieneutral” bezeichnet werden. Zu
den ProzeBvariablen zéhlen z. B. v und €, .

Die Einfiihrung der Variablen £ und €9, erfolgte bereits im Vorgriff auf die Erweiterung des
Modells zur Beschreibung von Porenschidigung in Kapitel 3.3.

Abbildung 14 zeigt qualitativ das iiber die Nebenbedingungen gesteuerte zeitliche Einsetzen
der schidigungsrelevanten internen Variablen und deren Einflul auf die Spannung bei einem
Zugversuch mit konstanter Dehnrate. Zum Vergleich ist der Spannungsverlauf ohne Beriicksich-
tigung der Schidigung sowie bei ausschlieBlicher Beriicksichtigung von Scherbandschiadigung
eingezeichnet.

Da die Nebenbedingungen fiir die Schidigung im ( g°, ©°)-Raum formuliert werden, ist der
qualitative Verlauf der lokalen Spannungskonzentrationen ebenfalls aufgetragen. Bei einer Deh-
nung €, erreichen die Spannungskonzentrationen einen Wert, der zur Bildung von Mikroporen
fiihrt. Durch einen weiteren Anstieg von g entstehen bei einer Dehnung €, durch den Ten-
sor Z° beschriebene Mikroscherbiinder. Der EinfluB reiner Scherbandschédigung (¢ = 0) auf
die Spannung tritt verzdgert auf, da die schidigungsinduzierte Verzerrungsrate &?_ iiber eine
eigene FlieB- und Belastungsbedingung gesteuert wird und erst bei gréferen Spannungskon-
zentrationen (Dehnung €, ) einsetzt.
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Abbildung 14: Zeitliches Einsetzen der schidigungsrelevanten Variablen

Das Verhiltnis der Dichte der beweglichen Versetzungen zur Gesamtversetzungsdichte
N, mob
= 3.1
u N (3-1)

14Bt sich als MaB fiir die ProzeBgeschwindigkeit interpretieren. Fiir die Prozegeschwindig-

keit selber, die bestimmte Versuchsbedingungen charakterisiert, lassen sich unterschiedliche
Definitionen einfiihren. Prrzer [82) schligt vor,

PG = o'-a’ ‘ (3.2)
als ProzeBgeschwindigkeit zu verwenden. DIEHL [33) benutzt

PG = maz{0, |&|+x.,©9} . (3.3)
dies entspricht im wesentlichen einem Ansatz der Form

PG = /e & (3.4)

mit einer Einbeziehung von Temperaturdnderungen zur Beschreibung nicht-isothermer Prozes-
se. Negative ProzeBgeschwindigkeiten beim Abkiihlen werden ausgeschlossen. Diese Definition
ist bei einaxialer Formulierung jedoch nicht identisch mit

PG = maz{0, |{|+x.,9} , (3.5)

siche FORNEFELD [42],
ROTT [85) verwendet als ProzeBgeschwindigkeit

PG = |é&-n| , (3.6)
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bei der Anwendung von FE-Formulierungen auf Grundlage der Weggréf8enmethode ist dann
jedoch eine zusitzliche Tteration nétig, so dal WESTERHOFF (193] als ProzeBgeschwindigkeit

PG = |é-nl (3.7)

einfiihrt.
Um insbesondere fiir die Anpassung der Materialfunktionen einen einfachen Ansatz fiir die
ProzeB3geschwindigkeit zu erhalten, wird im Rahmen dieser Arbeit

PG = maz{0, [&yln. + X, ©} (3.8)

verwendet, dabei sind ¢;,, die Eigenwerte von € (|éy,|,... ist damit der betragsmiBig grofte
Eigenwert). Dies fiihrt bei einachsigen Spannungszustéinden auf die Gleichung (3.5).
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3.3 Ein Ansatz zur Beschreibung der Schidigung durch Poren

Die bei duktilem Material auftretende Materialschidigung durch Mikroporen 148t sich durch ei-
ne schwache Verteilung von kleinen kugelférmigen Poren charakterisieren (BARBEE ET AL. 3]
FELDMULLER [41). Abbildung 15 zeigt die schwache Verteilung von nahezu kugelformigen
Poren im Schliffbild einer CK15 Zugprobe (FELDMULLER [41]).

Abbildung 15:  Schliffbild einer CK15 Zugprobe [41]

Ist der Abstand zweier benachbarter Poren in einem représentativen Volumenelement AV sehr
viel grofler als ihre charakteristische Linge, konnen Wechselwirkungen vernachldssigt werden.
Weiterhin konnen die Mikroporen als gleichmiBig verteilt in AV angenommen werden.

Ein solches reprisentatives Volumenelement ist in Abbildung 2 dargestellt.

Durch die Wellenausbreitung und deren Reflexion beim Stofversuch treten sowohl Druck- als
auch Zugspannungen in einer Struktur auf. Dabei ist zu beobachten, daB die durch eine Zugwelle
entstehenden Mikroporen sich durch die anschlieende Druckwelle wieder etwas zuriickbilden.
Abbildung 16 zeigt die Porenvolumenverteilung im Umfeld des Stofles zu verschiedenen
Zeiten. Das Porenvolumen erreicht seinen maximalen Wert nach ¢ = 2.8us und verringert
sich anschlieend wieder (gestrichelte Kurve).
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Abbildung 16: Porenvolumenverteilung zu verschiedenen Zeiten nach DAVISON,
STEVENS & Kipp [31]

3.3.1 Der Spannungskonzentrationstensor a°

Die lokalen Spannungen o°, wie auch die mittleren Spannungen o, sind im allgemeinen
nicht koaxial. Die Ursache fiir die Nichtkoaxialitdt von &° und & ineinem ansonsten isotropen
Polykristall ist in den durch die Schidigungsvariablen Z° und £ beschriebenen Mikrodefekten
zu sehen.

Die anisotrope Verkniipfung von &° und & soll unter Verwendung von Darstellungssitzen
fiir Tensorfunktionen durch eine isotrope Verkniipfung von &° mit & sowie den Schidi-
gungsvariablen o°, Z° und £ approximiert werden. [33]

Beschriankt man sich dabei auf Polynome und tensoriell hochstens lineare Terme und
vernachléssigt die mit (tr &) zu erzeugenden Anteile, so erhilt man einen Ansatz der Form

g° =

1o

& (3.9)

mit 20_‘ =dyo + dg(g°-g+¢-g°) +d3(ZO'¢_5'_+Q'ZO) + d4(§g+g§) . (3.10)

Beschrinkt man sich auf eine skalarwertige Variable zur Beschreibung der Schidigung durch
Poren, z. B. £ als Porenvolumenanteil, vereinfacht sich (3.10) zu

no

g=dig+dy(g’a+a-ag°)+d3(2°-a+6-2°)+2dsfa . (3.11)
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Um auch langsame Prozesse, bei denen versetzungsbedingt ein Abbau der Spannungskonzen-
trationen an Mikrodefekten erfolgt, beschreiben zu kénnen, wird der Ansatz (3.9) phinomeno-
logisch begriindet um einen Abklingterm erweitert:

g° =

o

¢ - & . (3.12)

Dieser Abklingterm ist so einzufiihren, daB er bei schnellen Prozessen vernachlissigbar ist und
bei langsamen Prozessen den Abbau der Spannungskonzentrationen an Mikrodefekten durch
lokale Versetzungsbewegungen bewirkt.

Da die Nebenbedingungen fiir die Schidigung im (& °, ©°)-Raum formuliert werden, ist ein
hinreichend groBer Wert von [ o°| notig, damit ein Anwachsen der Schidigung stattfinden
kann. Bei zunehmender Schidigung nimmt die Spannung aber ab, folglich wiirden auch (setzt
man voraus, da8 D positiv definit ist) die Spannungskonzentrationen abnehmen, und es wiirde
zu einem Stillstand der Schidigung kommen. Deshalb wird ein weiterer Wachstumsanteil
eingefiihrt, der ein Anwachsen von ¢ mit der plastischen Leistung bewirkt:

3
i
1o

g+ (g€, M- g . (3.13)

DreHL [33] schligt hierzu einen Ansatz fiir M der Form
M= Kds o® (3.14)

vor, der im Rahmen dieser Arbeit iibernommen wird. Dieser Ansatz ist allerdings in Verbindung
mitdem Abklingterm & °* nicht in der Lage, bei langsamen Prozessen Bildung und Anwachsen
von Poren zu beschreiben (die Nebenbedingungen fiir die Schadigung durch Mikroporen werden
ebenfalls im (a°, ©°)-Raum formuliert), wie sie bei grofien plastischen Deformationen zu
beobachten sind. Hierzu miilte entweder
— der mit der plastischen Leistung gekoppelte Wachstumsanteil so formuliert werden, daf3
er bei sehr groBen plastischen Deformationen auch bei langsamen Prozessen gegeniiber
dem Abklingterm dominiert und so wieder ein Anwachsen der Spannungskonzentrationen
bewirkt,
- die Nebenbedingungen fiir die Schidigung durch Mikroporen im ( &, ©)-Raum formu-
liert werden oder
— die Evolutionsgleichung fiir £ um einen verzerrungsgesteuerten Wachstumsanteil erwei-
tert werden.
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3.3.2 Die Evolutionsgleichung fiir die Beschreibung der Schidigung durch
Mikroporen

Aufgrund der in Kapitel 3.3 beschriebenen Erkenntnisse soll hier eine skalarwertige innere
Variable £ zur Beschreibung der Schidigung durch Mikroporen eingefiihrt werden, die als
Porenvolumenanteil interpretiert werden kann.

Dabei soll nicht zwischen Entstehung und Wachstum der Mikroporen unterschieden werden, die
Evolution der Schiddigung durch Poren verlduft, wie auch die der anderen Schadigungsvariablen,
spannungskontrolliert im ( o®, ©°)-Raum.

Als Fliefbedingung G ,,, fiir die Evolution der Schidigung durch Poren wird deshalb eine
DRUCKER—PRAGER—FlieSbedingung [3¢J der Form

— o/,. g0/ o _
Gpp = Va¥-ag" + v, tra h

pp =0 (3.15)

gewihlt (siehe auch Abbildung 13). Um neben dem Entstehen und Wachstum von Mikro-
poren bei Zugbelastung auch eine Verminderung des Porenvolumens bei Druckbelastung zu
ermdglichen, wird die Evolution des Porenvolumenanteils £ durch einen Wachstums- und einen
Erholungsterm beschrieben, die an unterschiedliche Belastungsbedingungen gekniipft sind.
Fiir die Bildung bzw. das Wachstum neuer Poren wird gefordert, da3

LC — BGDP .. a‘.U

DP1 60'0

>0 und trg®>0 (3.16)

spontan
ist. Eine Verringerung des Porenvolumens soll mdglich sein, wenn

LCyp = Cor. 4o

P 540 >0 und trg®<0 (3.17)

spontan

ist. Die Evolution des Porenvolumenanteils £ 1468t sich dann durch eine Gleichung der Form

é = [dDPI]DP <LCDP1>DP1 - [dDPZ]DP é’ (LCDP].)Dpz (3'18)
mit
_ Jdpp Jfalls G, >0

[dDPl]DP - 0 s sonst

LC Jfalls LC,,, >0 und trg®°>0
(LCDPI)DPL = { 0 or . SODSt PP

dppe Jfalls G, >0
[dppz]pp = 0 . sonst

LC ,fals LC >0 und tre®<0
(LCD"l)DN - {0 o , sonst o




28 3. Ein Kontinuums-Damage-Modell

beschreiben.

Der Ubergang von Mikro- zu Makroschadigung ist flieBend, da die Abmessungen eines
Mikrodefektes, der noch mit Hilfe der Homogenisierungsvorschrift ausreichend gut durch
Mittelwerte beschrieben werden kann, vom Material und dem aufgebrachten Spannungszustand
abhingig ist.

ScHIessE (861 entwickelt ein Bruchkriterium fiir elastisch—plastisches Materialverhalten, das
den Materialzustand einschlieBlich des Spannungszustandes beriicksichtigt. Ausgangspunkt
ist die Bilanz der beim Bruch umgesetzten Energiebetrige. Bei Schidigungsfortschritt wird
elastische Energie freigesetzt und durch die VergroBerung der Oberflachen wird die potentielle
Oberflichenenergie erhtht. Kommt es zu einem instabilen Schiadigungsfortschritt, d.h. zum
Bruch, nimmt die gesamte potentielle Energie ab. Er fithrt dazu eine kritische, elastische
Schadigungs—Verzerrungs—Energiefreisetzungsrate ein, weist aber auch auf die Schwierigkeiten
zur Bestimmung der in den Bruchkriterien auftretenden Materialfunktionen hin.

Hiufig wird als Kriterium fiir das Entstehen eines Makrodefektes ein kritisches Porenvolumen
definiert. Auch wenn die Definition einer solchen kritischen Schidigung kein akzeptables
Bruchkriterium liefert, da der Belastungszustand véllig unberiicksichtigt bleibt, erscheint es
zur Festlegung des Uberganges von Mikro- zu Makroschidigung ausreichend.

KONKE [60] geht von einer oberen zuléssigen Grenze fiir den Porenvolumenanteil von €. = 0.20
aus, FELDMOLLER (411 ermittelt bei seinen Messungen an Stahl CK15 einen Wert von
£. > 0.15 . Auch TVERGAARD & NEEDLEMAN [98] und PERzYNA [81] gehen davon aus,
daB} ein Verschmelzen der Poren bei einem Porenvolumen von £, = 0.15 beginnt.

Dieser Wert wird auch im Rahmen dieser Arbeit als kritischer Wert fiir das Porenvolumen
angenommen, bei dem der Giiltigkeitsbereich der Materialbeschreibung durch ein Kontinuums-
Damage-Modell endet.

3.3.3 Materialfunktionen zur Beschreibung der Evolution des
Porenvolumenanteils &

e Der Ausdruck v, trag® beschreibt den Einflufl des lokalen hydrostatischen Spannungs-
zustandes auf die Porenbildung. Bisher gibt es keinen Hinweis auf eine Abhingigkeit
dieser Einfliisse von anderen Grofen, weshalb hier

v, = konst. (3.19)

angesetzt wird.
e Die Funktion h,,, soll den Einfluf} des “adiabatic heating” erfassen.
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Mit d—c’%{’— < 0 konnen dann auch Mikroporen bei niedrigen lokalen Spannungen, aber
hohen Temperaturkonzentrationen entstehen. Dies wird erreicht durch einen Ansatz der
Form:

h, (@) = —Noro (3.20)

L + X, ©°
e Um einen glatten Kurvenverlauf £ (t) zu erhalten, miissen die Funktionen d,,,, und d .,

mit der FlieBfunktion G, verschwindende Funktionen von G, sein. Dies l4fit sich
durch einen Ansatz der Form

dyp ~ arctan(&) (3.21)

Xe

erreichen.
Mit der in der Viskoplastizitit iiblichen Terminologie lassen sich die Materialfunktionen
dpp, » dpp, dann als beschrinkte Uberspannungsfunktionen bezeichnen, der Quotient
Gpp/X, ist die zugehorige Uberspannung. Um die in Experimenten beobachtete
Abhingigkeit des Porenwachstums von der Temperatur zu beriicksichtigen, werden fiir

die Materialfunktionen d ., und d, ., folgende Ansitze gewihlt:
Ualy GDP
dDPl (ea o )@ ?5) = (191(@) + '192(@) 5) aICtan( X ) 3 (3'22)
£l
0 o] GDP
d,,, (0, 0°,0°% = 95(0) arctan(——) . (3.23)

£2

3.3.4 Die Evolutionsgleichung fiir die schiadigungsinduzierte
Deformationsrate €9,

Die Volumeninderung eines repridsentativen Volumenelementes ergibt sich aus der ersten
Invarianten des Dehnungstensors € :
dv
tr(e) = ln( )
(€) dve

- (3

- (&) (2

= tr(e.) + tr(ey)
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Da die durch Versetzungsprozesse sowie durch Scherband-Schidigung induzierten Verzerrun-

gen isochor verlaufen, sind die inelastischen Volumeninderungen ausschlieBlich auf verinderte

Porenvolumen zuriickzufiihren.
Man erhilt:

tr(€,,) = t(g,) =

Mit der Interpretation der Schiadigungsvariable £ als Porenvolumenanteil

p* = p°(1-¢)

erhdlt man die schédigungsinduzierte Deformationsrate €9 _ :

o £

Sor T 5I-gt

(3.24)

Dieser Definition liegen die Volumina in der fiktiven Zwischenkonfiguration B* (siche Kapitel 7)

zugrunde, damit auch groBe reversible Volumeninderungen, wie sie bei Hochgeschwindig-

keitsdeformationen auch bei kleinen elastischen Gestaltsanderungen aufgrund grofer Driicke

auftreten, keinen EinfluB auf die Schadigungsvariable £ haben.
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3.4 Zusammenstellung der Evolutionsgleichungen fiir Modell 1.2
Evolutionsgleichungen fiir die Schadigungsvariablen
Der Spannungskonzentrationstensor g ° :
g° = D& + Kds(g-¢,,) a° —~ ma® (3.25)
Do=dig+dyc’ a+a-a°)+d3(Z2° a+8-2°) +2dst 5
Der Scherband-Schidigungs-Tensor Z° :
2’ = (4], (LC,) (ma(@)? + (s +w) Z°) (3.26)
G, = g’ a” —v,tra® —h, 20 (3.27)
LC, = (2" -v,1)(g°+ma®) > 0 (3.28)
Der Porenvolumenanteil £ :
é = [dDPI]DP (LCDPI)DP1 - [dDPQ]DP g <LCDP] )DPZ (3'29)
Gpp = Va¥-ag” + v, ttg® — h,, 2 0 (3.30)
a®
LCop = (\/—? + Vop 1 )+(8°+m g%) > 0 (331)
Die durch Porenbildung/Porenwachstum induzierte Verzerrungsrate g; P
e = —§—— 1 (3.32)
sor T 314"
Die durch Scherband-Schidigung induzierte Verzerrungsrate €9 _ :
. a’
Q(i)s = [dps]ps €LCoHs)) “;," (3.33)
Gps = o g ~ Vps 1@’ = hpg 2 0 (3.34)
LCDS = (220’ ~ Vps l)(go +m Qo) >0 (3'35)
Die Temperaturkonzentration ©° :
e° = [dev]v <3‘36)
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Die lokale versetzungsinduzierte Verzerrungsrate €9, :

of
o s

€, = v [®v.)y o] (3.37)

G, = a”-ec® —h, 20 (3.38)

Evolutionsgleichungen fiir die Variablen der Versetzungsmechanismen

Die thermisch aktivierte Verzerrungsrate € . :

€vr = Y7 [®7]7 TET}% (3.39)
Fo = (¢'-X)(g'-X) -9, 20 (3.40)

Der kinematische Verfestigungstensor X . :

X, = c &, (3.41)
Die Versetzungsdichte « :

k= Ko €, (3.42)
Die Evolutionsgleichung fiir die innere Variable &, :

5, | -

a, = grad©® — — G4 (3.43)

q

Das MaB u der Proze3geschwindigkeit :
2
i = —c(a+PG)u-— T (@ + PG)? (u—ug (PG)) (3.44)

mit: PG = maz{0, |épl|... + X, ©} (3.45)
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Variablen zur Beschreibung des thermoelastischen Verhaltens

Die reversible Verzerrung €, :

€. = (M(0-00) + Nsta)l + Mo (3.46)
Die Entropie 7 :
pn = /\1(@ —@0) + Atra + wk (347)

Der Wirmeflu g (MAXWELL-CATTANEO-Wirmeleitungsgleichung):

Tq G+ G = —kgrad® (3.48)
Diese Verallgemeinerung der FOURIER'schen Wiarmeleitungsgleichung verhindert, dal sich
lokal aufgebrachte Temperaturdnderungen unendlich schnell ausbreiten und kann deshalb die
auftretenden instationéren Zustéinde besser beschreiben.

Aus der allgemeinen Form des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik

pi=6-€.,— g é;+pOH+pOn+divg—pr (3.49)
ergibt sich in Verbindung mit dem speziellen Ansatz fiir die freie Enthalpie g

pg = 10O-09% + 20-00e + (1 Z°N)(re)? + 31 2°Du e’

+1160°%+ 916 + 10267 — 105€2

2
L (ra®)? — Lpatra®® + pagN, (&) 2° + ——L2 trZ” >
2(1+pstr2°)
k — -—
-vig-X, —no-X - pv1(K) — py2(k) (@—@0) - %'Tq—@ Qg Oy (3.50)

und den zuvor angegebenen Evolutionsgleichungen unter Vernachldssigung volumenverteilter

Wirmequellen:
PCox® + XOtrd = (1—v3Kk— vy K Og — VoCr) @€ .+ €} .
. dg ; pOg pog
+a—‘"-€1‘3}= +p 3_6-6 + pg©° [dev]v + [dz]z«LCz» 9Z° "aZo

+um(trg®)? + pym a®-a® — divg (3.51)
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4. Parameteridentifikation — Ein Optimierungsproblem

Die in Kapitel 3.4 aufgefiihrten Evolutionsgleichungen enthalten zur quantitativen Beschrei-
bung des Materialverhaltens der betrachteten metallischen Werkstoffe Materialfunktionen und
Materialparameter (siche Anhang A). Die Bestimmung dieser Materialparameter erfolgt in
der Regel durch Anpassung an experimentell gewonnene Daten. Aufgrund der Kopplung des
zugrundeliegenden Differentialgleichungssystems ist eine sukzessive Ermittlung der Material-
koeffizienten oft nicht moglich und es mufl zur Ermittlung einzelner Parameter das gesamte
Differentialgleichungssystem integriert werden.

Die Forderung der moglichst genanen Ubereinstimmung von Experiment und Modell fiihrt auf
ein Optimierungsproblem.

4.1 Das Optimierungsproblem

Als Optimierungsproblem bezeichnen wir die Aufgabe, einen Extremwert (z. B. ein Minimum)
einer Zielfunktion f zu finden:

F(&) =minf(3) (1)

dabei ist ¥ € G C R" das globale Minimum.
Als allgemeine Zielfunktion zur Bestimmung von Materialparametern inelastischer Stoffgesetze

erhilt man
[(@) =S wi (ri(8)) (4.2)
1=1
mit:

w;  Wichtungsfaktoren
r;  Residuen

Parametervektor, Z£€§
zuldssiges Gebiet, G C R"

«Q\ 8
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und als Restriktionen z. B. :

Z, untere Schranke
Z,  obere Schranke
Eine analytische Betrachtung dieser Extremwertaufgabe ist bei komplexen Werkstoffmodellen

nicht moglich.
Die Verfahren zur Losung dieses Optimierungsproblems lassen sich in zwei Gruppen einteilen:

e deterministische Verfahren sowie
e stochastische Verfahren

4.1.1 Deterministische Verfahren

Bei deterministischen Verfahren zur Optimierung wird die Suchrichtung
#® _, gD (4.4)

durch eine mathematische Vorschrift festgelegt.
Bei Abstiegsverfahren wird z. B. folgende Vorschrift verwendet

204D _ 20 L o0 30 (4.5)
mit;
a'®)  Schrittweite

d®  Suchrichtung

Je nach Wahl von d(*) erhilt man unterschiedliche Gradientenverfahren, von denen hier nur

einige erwdhnt werden:

d®) = —vy ( k) ) Verfahren des steilsten Abstiegs
d® = —v2f(8*) 1. vi(3*®) NEwTON-Verfahren

d = g vzt Quasi-NEWTON—Verfahren
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Entsprechend gibt es verschiedene Moglichkeiten fiir die Wahl der Schrittweite o(*) (ArRMIIO-
Verfahren, Bisektions—Verfahren etc.).

Diese Verfahren der freien Minimierung bilden die Grundlage der Verfahren zur Losung von
Optimierungsproblemen mit Schranken. Als Verfahren sind hier insbesondere zu nennen:

e projizierte Gradientenverfahren, z. B. GAUSS-SEIDEL Verfahren, NEWTON—ihnliche
Verfahren, Verfahren von BERTSEKAS 5!

e projizierte LAGRANGE-Verfahren, z. B. Sequentielle Quadratische Optimierung (SQP) (871,
Sequentielle Nichtlineare Optimierung (SNP)

Eine Ubersicht dieser Verfahren sowie deren Anwendung zur Strukturoptimierung fiir Stab-
tragwerke findet man bei MAHNKEN L731,

Voraussetzung fiir die Anwendung dieser Verfahren ist jedoch die Stetigkeit der Zielfunktion f
bzw. die der bendtigten Ableitungen im betrachteten Gebiet G. So spricht man von

CO-Stetigkeit, falls  f(#™) stetig ist,
Cl-Stetigkeit, falls ~ Vf(2*)) stetig ist,
C2-Stetigkeit, falls ~ V2f(&™) stetig ist

und so fort.

Sofern diese Stetigkeiten nicht gesichert sind, fehlt die Voraussetzung fiir die Anwendung der
oben genannten Verfahren. Ansonsten verfiigen deterministische Verfahren iiber die schnellste
Konvergenz, insbesondere wenn man bereits eine gute Anfangsniherung fiir das Optimum
kennt.

4.1.2 Stochastische Verfahren

Im Gegensatz zu deterministischen Verfahren sind stochastische Verfahren absolut konvergenz-
sicher, die Konvergenzgeschwindigkeit gegen das Optimum ist jedoch gering.

Stochastische Verfahren stellen keine Stetigkeitsanforderungen an die Zielfunktion, so daf sie
universell eingesetzt werden kdnnen. Die wichtigsten Verfahren sind:

e Evolutionsstrategien
e Genetische Algorithmen
e Monte~Carlo-Methoden

Die Monte—~Carlo—-Methoden zihlen zu den direkten Suchmethoden. Es wird eine stochastisch
verteilte Wolke zuldssiger Punkte erzeugt und der Punkt mit dem bestem Zielfunktionswert wird
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als Optimum angenommen. Modifikationen dieser Methode konstruieren aus der Punktwolke
ein kleineres Suchgebiet und wiederholen den Vorgang. Zu dieser Klasse von Verfahren li8t
sich auch die “Complex Methode” nach Box 961 zihlen, bei der sich an einen stochastischen
Schritt (zuféllige Ermittlung einer Wolke zuldssiger Punkte, aus der ein Polyeder aufgespannt
wird) ein deterministischer Schritt anschlieit, bei dem der schlechteste Zielfunktionswert tiber
den geometrischen Schwerpunkt der restlichen Ecken des Polyeders gespiegelt wird. Tritt im
Spiegelpunkt keine Verkleinerung des Zielfunktionswertes auf oder liegt dieser auerhalb des
zuldssigen Gebietes G, so wird er zum Schwerpunkt hin verschoben.

Evolutionsstrategien zur Optimierung technischer Systeme nutzen die Auswahlverfahren der
biologischen Evolution. Dabei werden zufdllige Varianten (Mutationen) der vorgegebenen
Startparameter erzeugt, und in einem anschlieBenden Aussonderungsprozefl (Selektion) — die
Populationsgrofie wird in der Regel konstant gehalten — werden unvorteilhafte Parametersétze
aussortiert.

Unterschiede gibt es in der Wahl der Qualititsfunktionen, die eine Bewertung / Selektion
der Losungen durchfithren, sowie den beteiligten Verfahren zur Erzeugung neuer Parame-
tersitze [89];

o Zufillige Auswahl zweier Parametersitze aus der Population

e Verinderung zufillig ausgewihlter Parameter dieser Parametersitze (Mutation)

e Vertauschung einzelner Parameter dieser Parametersitze (Rekombination)

e Vertauschung einzelner Parameter eines Chromosoms des Parametersatzes (Inversion)

e Ersetzung eines Parameters mit dem Wert 0 durch den Wert eines anderen Parameters

(Translokation)

Belegung zufillig ausgewihlter Parameter mit dem Wert 0 (Deletion)

Getrennte Entwicklung einer Teilpopulation (Isolation)

Spiegelung einzelner, zufillig ausgewihlter Parameter an der Mitte des zugelassenen
Wertebereiches dieses Parameters (Intrachromosomale Rekombination)
Erzeugung eines neuen Parametersatzes durch zufillig wechselnde Ubernahme der

Parameter der so modifizierten Parametersitze (crossing over)

Diese Verfahren werden durch bestimmte Verfahrensparameter gesteuert, die sich im Laufe
der Evolution ebenfalls indern. RECHENBERG [84 spricht in diesem Zusammenhang von einer
lernenden Population.

Um die Moglichkeit der Inversion sinnvoll einsetzen zu konnen, miissen die Parameter innerhalb
eines Parametersatzes so zu Chromosomen zusammengefafit werden, daf sie entweder die
gleiche GroBenordnung haben oder aber in einem bestimmten Zusammenhang stehen. Hat die
Kombination Parameter p; grof3 und Parameter p, klein den gleichen Effekt wie Parameter p;
klein und Parameter pj grof}, kann man die Mdglichkeiten der Inversion gut nutzen.
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Einen Uberblick iiber die verschiedenen Varianten der Evolutionsstrategien sowie eine Eingrup-
pierung findet man bei SCHONEBURG '88) sowie bei SCHWEFEL 111 . BraascH 97 vergleicht
die 1/5-Erfolgsregel nach RECHENBERG %) und die (), u)-Strategie nach SCHWEFEL (9]
und stellt einen Algorithmus zur Vektorisierung dieser Optimierungsverfahren vor.

Genetische Algorithmen versuchen, ebenso wie Evolutionsstrategien, die Vorgénge der biolo-
gischen Evolution in mathematische Modelle und Algorithmen zu fassen. Der Hauptunterschied

liegt in der Codierung der Chromosomen. Genetische Algorithmen (48,881

speichern den Para-
metervektor in bindrer Codierung ab. Dies fiihrt zu Problemen bei der Steuerung der Mutationen,
denn die GroBe der Spriinge im Parameterraum 148t sich kaum den praktischen Gegebenheiten

des Optimierungsproblems anpassen.

4.2 Identifikation der Modellparameter mit Hilfe der Evolutionsstrategie

Aufgrund der Komplexitiit des entwickelten Materialmodells ist es sehr schwierig, Aussagen
tiber die Stetigkeit der Zielfunktion sowie deren Ableitungen zu treffen, so daB die Anwendung
von deterministischen Verfahren zur Identifikation der Modellparameter fragwiirdig erscheint.

Im Zeichen zunehmender Rechnerkapazititen hat sich auBerdem der Blickwinkel deutlich
vom Anspruch der maximalen Konvergenzgeschwindigkeit (und ‘damit Spezialisierung) weg
in Richtung Konvergenzsicherheit (also Universalitit) bewegt, so dal ein in MaBlen erhohter
Rechenaufwand heutzutage von eher untergeordneter Bedeutung ist.

Insbesondere die heutige Rechnerstruktur — viele Workstations in einem Netzwerk statt eines
GroBrechners — bietet den Vorteil, mehrere Rechner in einem Netzwerk zu einer parallelen
virtuellen Maschine zusammenfassen zu kénnen. Die Rechenleistung wird dann nicht mehr
durch die Leistungsfahigkeit besonders aufwendiger und teurer Chip—Technologie, sondem
durch die Anzahl der beteiligten Workstations bestimmtund ist nahezu unbegrenzt. In der Regel
stellt die Programmierung paralleler Systeme hohe Anforderungen an den Entwickler, gerade
aber fiir die Anwendung der Evolutionsstrategie bieten sich auch sehr einfache Umsetzungen
an.

Bei dem hier vorgestellten Algorithmus fithren dabei alle Rechner eine eigenstiindige Evolution
jeweils einer Population (Gruppe von Parametervektoren) durch. Von Zeit zu Zeit wird ihre
Population (durch Mutation/Selektion verbesserte Parameterkombinationen) in einer Datei
abgelegt. Ein gesonderter ProzeB (Master-Slave Prinzip) liest diese Dateien, kombiniert
bzw. selektiert und erstellt eine neue, verbesserte Population. Diese wird von den einzelnen
Evolutionsprozessen eingelesen und als neue Startpopulation verwendet. Diese Vorgehensweise
ermdglicht auch die Einbeziehung deterministischer Verfahren, einzelne Slave Prozesse konnen
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die Konvergenzgeschwindigkeit gegen ein (in der Regel lokales) Minimum vergréBern. Bei
der anschlieBenden Suche nach besseren Losungen mit stochastischen Verfahren miissen die
Verfahrensparameter so eingestellt werden, daf} diese Nebenminima auch wieder verlassen
werden kdnnen.

Durch diese Vorgehensweise wird der Kommunikationsaufwand auf ein Minimum reduziert,
und auch der Ausfall eines beteiligten Rechners bzw. eine Instabilitdat des Netzes beeinflussen
den Optimierungsprozefl nicht. Kein Proze8 muf} auf einen anderen warten, keine spezielle
Software oder Programmierkenntnisse sind erforderlich, und auch auf heterogenen Netzwerken
ist diese Vorgehensweise ohne Probleme durchfiihrbar.

Die fiir die Identifikation der Modellparameter erforderlichen Versuche sind noch nicht
vollstéindig an einem Material durchgefiihrt worden. Dies liegt zu einem groBen Teil daran,
daB in der Regel fiir experimentelle Untersuchungen jeweils speziell ein Material gewihlt
wird, das die zu untersuchende Eigenschaft besonders ausgeprigt zeigt. Die Anpassung erfolgt
deshalb an ein fiktives Vergleichsmaterial [42}, welches das Verhalten einer groBen Klasse
metallischer Werkstoffe reprisentiert.

Erleichtert wird die Identifikation der Modellparameter durch den modularen Aufbau des
Stoffgesetzes und die Trennung von versetzungsinduzierten sowie schédigungsinduzierten
Prozessen. So konnen in einem ersten Anpassungsschritt der EinfluB der Schiddigung und
die in Verbindung damit in Kapitel 3.2 eingefiihrten internen Variablen vernachlassigt werden,
wodurch sich das komplizierte Stoffgesetz erheblich vereinfacht. Aufbauend auf den fiir die
Materialschddigung durch Scherbdnder ermittelten Materialparametern werden nun die neu
hinzugekommenen Parameter abgeschitzt.

Betrachten wir dazu zuerst einen einaxialen, homogenen Zugversuch. Als erstes wird festgelegt,
bei welchem Wert der Spannungskonzentration ° Porenentstehung/Porenwachstum beginnen
soll. Mit diesem Wert und der zu diesem Zeitpunkt vorhandenen Temperaturkonzentration ©°
lassen sich die Werte in der FlieBbedingung (3.15), v, , sowie b,

h’D Po

hor (&) = T 00
€0

abschitzen und ihre Wertebereiche fiir die Optimierung eingrenzen. Der Einflul der Poren auf
die Spannungskonzentrationen wird in einer ersten Naherung zu Null gesetzt (Materialfunktion
d4 =0 )

Xa
d4(§) = = Xs19 ’
( 1 + X.slBg )
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so daB in der ersten Optimierungsphase nur die Parameter der Materialfunktion d,

dpp, (0,°,0%8) = (9:1(O) + 95(6)¢) al"Ctan(G_DP_)

/

€1
. _ ;
mit: Gpop = Vaa” +v,, g’ — h,, 20

ermittelt werden miissen.
Erfolgt die Anpassung zunichst nur fiir ein Temperaturniveau, entféllt die Abhidngigkeit der
Parameter 91 (0©), 92(0) von der Temperatur ©.

Entsprechend wird unter Zugrundelegung einer homogenen Druckbeanspruchung bei der
Bestimmung der Parameter der Materialfunktion d,,,,

1prs(©, 2°,6%) = 94(®) arctan(=22)
£2

vorgegangen.

Die so ermittelten Materialparameter sind im Anhang A aufgefiihrt.
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5. Materialverhalten

Anhand einfacher Belastungszustinde lassen sich die Effekte, die ein Materialmodell beschrei-
ben kann, am besten aufzeigen. Im folgenden werden Ergebnisse von einaxialen Testrechnungen
mit dem entwickelten Kontinuums-Damage-Modell dargestellt.

Neben der Spannungsantwort beim einaxialen Zugversuch und dem Verlauf der internen
Variablen wird das unterschiedliche Verhalten der Schidigung bei Zug- und Druckbelastung,
sowie der Einfluf} einer Anfangsschadigung untersucht.

Einfache, nicht monotone Prozesse wie Geschwindigkeitwechselversuche, zyklische. Bela-
stungsprozesse, Kriech- und Relaxationsrechnungen ergénzen die Materialbeschreibung.

5.1 Einaxiale Zugversuche mit konstanter Dehnungsrate

Die folgenden Abbildungen zeigen den Einflufl der Schadigung durch Mikroporen und Mi-
kroscherbdnder auf das Materialverhalten beim einaxialen Zugversuch mit konstanter Deh-
nungsrate (durchgezogene Linien). Zum Vergleich wurden die Ergebnisse der viskoplastischen
Rechnung (Beriicksichtigung von Versetzungsmechanismen, Prozeflgeschwindigkeit und Tem-
peratureinflufl) gestrichelt dargestellt.

Die Beriicksichtigung der Schadigungsmechanismen fithrt zu den in Abbildung 17 dargestellten
Spannungsverlidufen, die Evolution der internen Variablen wird in den Abbildungen 18 bis 25
gezeigt.

Gemeinsam ist allen Berechnungen:

Berechnung bis zu einer Dehnung von €/e, = 60 ( — € ~ 8.5%).

Die Ausgangstemperatur betrigt ©¢ = 300 K.
Die FlieBspannung betrigt o, = 300 MPa.
Darstellung der viskoplastischen Vergleichsrechnung mit Berlicksichtigung von Tempe-

raturdnderungen durch gestrichelte Linien.

Dehngeschwindigkeitsbereich von 10 Zehnerpotenzen (¢ = 10~*s~! bis ¢ = 10%s™1).
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_________________ é=10%s""1
-------------------------- ¢ = 10%s"!
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Abbildung 17: Vergleich der Berechnungen mit und ohne Schédigung bei homogenen
Zugversuchen mit konstanter Dehnungsrate

Deutlich zu erkennen ist der Einflufl der Dehnungsrate auf die Spannungs—-Dehnungs Beziehung
und die Zunahme der Proportionalitidtsgrenze bei sehr groBen ProzeBgeschwindigkeiten, wie
sie auch in den Experimenten (z. B. bei HARDING [461y zu beobachten ist.

Bei Prozessen mit einer Dehngeschwindigkeit ¢ > 102s~! kann eine deutliche Entfestigung
durch die Schiadigung beobachtet werden (Abbildung 17), langsamere Prozesse zeigen bei den
dargestellten Dehnungen keinen Einflul der Schidigung auf die Spannungs—Dehnungs—Kurve.

Die kinematische Verfestigung X wird durch die Mikroschddigung kaum beeinfluflt, die
mittlere Versetzungsdichte x verringert sich bei hohen ProzeBgeschwindigkeiten mit zuneh-
mender Dehnung. Die Temperatur steigt von ©g = 300K auf fast 330K (bei é = 10°s~! und
e = 8,5%).
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Abbildung 18: Evolution der kinematischen Verfestigung X _
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Abbildung 19: Evolution der mittleren Versetzungsdichte «
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Abbildung 20: Temperaturverlauf © mit und ohne Schiadigung

Im Mittelpunkt der schidigungsrelevanten Gréfien steht die Entwicklung der Spannungskon-
zentrationen, da diese (zusammen mit den Temperaturkonzentrationen ©°, Abbildung 21) iiber
die im (¢, @°)-Raum formulierten Nebenbedingungen die Scherbandentwicklung und die Ent-
stehung bzw. das Wachstum der Mikroporen steuern. Bei kleineren ProzeBgeschwindigkeiten
bauen sich die Spannungskonzentrationen sehr schnell ab, so dafl keine Schidigung auftritt.

Die interne Variable €}, beschreibt lokale Versetzungsbewegungen und bewirkt iiber den
Abklingterm m & ° in der Evolutionsgleichung der Spannungskonzentrationen (siehe Glei-
chung (3.25) und die Materialfunktion m im Anhang A) einen Abbau der lokalen Spannungen
an Mikrodefekten. Sind die lokalen Spannungserh6hungen abgebaut, stagnieren die lokalen,
versetzungsinduzierten Verzerrungen €5, . Dies fithrt zu den Uberschneidungen der Kurven-
verldufe in Abbildung 23. Abbildung 22 zeigt, daB die bei langsamen ProzeSgeschwindigkeiten
auftretenden lokalen Spannungskonzentrationen durch lokale Versetzungen rasch abgebaut wer-
den. Hochdynamische Prozesse (é = 10%5~1, € = 10%s~1) laufen hingegen so schnell ab, das
es nicht zu lokalen Versetzungsbewegungen kommt.
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Abbildung 21: Evolution der Temperaturkonzentration ©°
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Abbildung 22: Verlauf der Spannungskonzentrationen o°
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Abbildung 23: Evolution von €},, infolge lokaler Versetzungsbewegungen

Bei moderaten Dehngeschwindigkeiten 10's~! < ¢ < 10%2s~! konnen die Spannungskonzen-
trationen nur langsam abgebaut werden, bei hochdynamischen Prozessen steigen sie stetig an,
und die Kriterien G, > 0 bzw. G, > 0 konnen erfiillt werden.

Dies fiihrt zum Einsetzen der Schidigung durch Porenentstehung/Wachstum sowie zur Bildung

von Mikroscherbidndern.

Abbildung 24 zeigt das allm#hliche Anwachsen des Porenvolumenanteils £. Bei ProzeBge-
schwindigkeiten unter 103s~! tritt in dem dargestellten Bereich bis 8.5% Dehnung keine
Bildung von Mikroporen auf.

Die Entwicklung der Mikroschidigung durch Scherbédnder ist in Abbildung 25 durch die Kom-
ponente Z° (siche Anhang B) des Scherbandschidigungstensors Z° graphisch dargestellt.
Die anderen Komponenten zeigen qualitativ den gleichen Verlauf, liegen jedoch zahlenmiBig
deutlich unter den Werten fiir Z°.
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Abbildung 24: Entwicklung des Porenvolumenanteils £
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Abbildung 25: Evolution der Scherbandschidigung Z°
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5.2 Vergleich von homogener Zug- und Druckbelastung

Das Materialverhalten metallischer Werkstoffe ist abhéngig von der Belastungsrichtung, ins-
besondere die untersuchten Schiadigungsmechanismen zeigen unter Zugbelastung ein anderes
Verhalten als unter Druckbelastung.

Bei Druckbelastung ist die Entstehung und das Wachstum der Mikroscherbénder deutlich stiarker
ausgepragt als bei Zugbelastung 921,

Mikroporen hingegen kénnen nur unter Zugbelastung entstehen bzw. wachsen, bei Druckbe-
lastung ist allenfalls ein SchlieBen der Poren méoglich. Im Experiment beobachtet man eine

Riickbildung des Porenvolumens bei groSen Driicken [311.

Der Betrag der Spannungen liegt beim Druckversuch auch bei groen Proze8geschwindigkeiten
noch iiber dem beim Zugversuch (Abbildung 26), da sich der Werkstoff stirker isotrop verfestigt
(Abbildung 27) und die Entfestigung bei grofen Deformationsraten weniger ausgeprégt ist, da
keine Schiddigung durch Mikroporen auftritt.

|J/0F|
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e et gy O |é| = 10551
30+
%. _______________________ I ————— |é] = 10451
Y T é| = 10351
204 el 1 EB 1) ot

-------------------------

10

}
1

foomf—t—+ ———t— ettt
100 200 300 400 50.0 600 |e/e el

Abbildung 26: Vergleich der betragsmi8igen Spannungen unter Zugbelastung (gestri-
chelte Kurven) bzw. Druckbelastung (durchgezogene Kurven)
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Abbildung 27: Evolution der mittleren Versetzungsdichte k (Zugkurven gestrichelt)
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Abbildung 28: Verlauf der Spannungskonzentrationen a° (Zugkurven gestrichelt)
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Abbildung 29: Evolution der Scherbandschddigung Z° unter Zugbelastung (gestrichel-
te Kurven) bzw. Druckbelastung (durchgezogene Kurven)

Durch die verwendete FlieBbedingung (Gleichung 3.27) fiir die Entwicklung von Z° setzt
die Schidigung durch Mikroscherbiander (Abbildung 29) beim Druckversuch (durchgezogene
Kurven) friiher ein und ist deutlich grofier als beim einaxialen Zugversuch (gestrichelte Kurven).
Dadurch, aber hauptséchlich durch die grofiere Versetzungsdichte x (Abbildung 27), vergréfern
sich auch die lokalen Spannungskonzentrationen o ° in Abbildung 28.

5.3 EinfluB von Anfangsschiddigung bei homogener Druckbeanspruchung

Die folgenden Abbildungen zeigen den EinfluB einer Anfangsschédigung in Form eines
Porenvolumenanteils von 5% auf das Materialverhalten bei homogener Druckbeanspruchung.
Dargestellt sind einaxiale Druckkurven ohne Anfangsschiddigung (durchgezogene Kurven)
sowie mit Anfangsschéadigung (gestrichelte Kurven).

Die Mikrodefekte bewirken eine zusétzliche Entfestigung des Materials bei Deformationsraten
von |é| > 10%s~1 (Abbildung 30). Das Porenvolumen (Abbildung 31) verringert sich
durch die Druckbelastung bei grofien Prozefgeschwindigkeiten und die in Abbildung 32
dargestellten Spannungskonzentrationen sind nicht mehr so grof3 wie unter Druckbelastung
ohne Anfangsschddigung, so dal auch die Schidigung durch Mikroscherbinder geringer ausfallt
(Abbildung 33).
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Abbildung 30:

Verlauf der Druckspannungen mit und ohne Anfangsporenvolumen
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Abbildung 31: Entwicklung des Porenvolumenanteils £
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Abbildung 32: Verlauf der Spannungskonzentrationen ¢°
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Abbildung 33: Evolution der Scherbandschidigung 2°
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5.4 Nichtmonotone Prozesse

Zyklische Rechnungen mit konstanter Dehnungsrate von |¢| = 10~2s~! (Dehnschwingbreite
von 2%) bzw. |¢| = 102s~! (Dehnschwingbreite von 3%) sind in Abbildung 34 dargestellt.
Geplottet sind jeweils die ersten 10 Zyklen (durchgezogene Linien) sowie gestrichelt die
Spannungs-Dehnungs-Kurven des 30. Zyklus (|¢| = 10~2571, innere Kurve) bzw. 15. Zyklus
(|é] = 102571, HuBere Kurve).

Man erkennt zuniéchst eine Verfestigung durch die VergroBerung der Versetzungsdichte und

dann eine thermische Entfestigung.

Abbildung 35 zeigt zwei Geschwindigkeitswechselversuche. Zum Vergleich sind die Ergebnisse
der konstant schnellen Rechnungen gestrichelt eingezeichnet.

Typisch fiir das Modell ist, dal die Kurve des Geschwindigkeitswechselversuches bei mode-
raten Belastungsgeschwindigkeiten, bei denen der Einflufl der Schéadigung gering ist, immer
unterhalb der konstant schnellen Rechnung verléuft. Dies liegt an der geschwindigkeitsabhéngi-
gen Evolution der versetzungsrelevanten internen Variablen.

o[*100M Pa]

________________________

Abbildung 34: Zyklische Rechnungen mit konstanter Dehnungsrate von
|é] = 107257 ! bzw. |¢| = 102571
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Abbildung 35:

“Strain-rate-jump-test ” mit bereichsweise konstanten Dehnungsraten
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Abbildung 36:

“Strain-rate-jump-test " mit bereichsweise konstanten Dehnungsraten
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Abbildung 37: Relaxationsverhalten nach einer Belastung mit é = 10~2s!
bis zu einer Dehnung von 0.5%

Bei schnelleren Prozessen hingegen, bei denen die Evolution der schidigungsrelevanten
internen Variablen aufgrund der geringeren Belastung nach dem Sprung der Prozegeschwin-
digkeit niedriger ausfillt, kann die o—e—-Kurve dadurch auch oberhalb der Rechnung des
durchgéngig schnellen Prozesses liegen (Abbildung 36).

Das durch das vorgestellte Kontinuums-Damage-Modell beschriebene Relaxationsverhalten
ist in Abbildung 37 anhand einer Beispielrechnung dargestellt. Nach einer Belastung mit
¢ = 10725~ 1 bis zu einer Dehnung von 0.5% wird die Dehnung konstant gehalten.

Der zunichst steile Abfall der Spannung geht rasch in eine flache o()-Kurve iiber. Sobald die
Uberspannung ganz abgebaut ist, bleibt die Spannung konstant.

Zum Abschluf wird das Kriechverhalten simuliert. Nach einer Belastung mit konstanter
Spannungsrate von & = 2.5 - 103MPas™! auf 0 = 500MPa ~ 1.60, wird die Spannung
konstant gehalten.

Man erkennt in Abbildung 38 die Zunahme der Dehnung (bezogen auf die Fliedehnung)
mit der Zeit, bei hoheren Haltespannungen sowie bei schnellerer Belastung nehmen die
Kriechdehnungen noch deutlich zu.
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Abbildung 38: Kriechverhalten nach einer Belastung mit & = 2.5 - 103MPa s™!

auf eine Spannung von o = 500MPa ~ 1.6 o,
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6. Erstellung einer Finite-Elemente-Formulierung

6.1 Formulierung des Gleichgewichts als Variationsproblem
Aus der lokalen Formulierung des Impulssatzes bezogen auf die Momentankonfiguration, d.h.
dive +p(Ff—d)=0 , (6.1)

erhilt man durch Skalarmultiplikation mit dem virtuellen Verschiebungsfeld 44 und Integration
iiber das aktuelle Volumen B das Prinzip der virtuellen Arbeit als schwache Formulierung des

Gleichgewichts:
/divg-aadvz/p(é—f).aadv . 6.2)
B B

Nach Anwendung des Divergenztheorems (GAUSSscher Integralsatz) (321, [59]

///divAdV://A-ﬁdA (6.3)
B o8B

mit: 321 div(AT-b)=b-divA+ A--grad b (6.4)

und dem Theorem von CAUCHY (Abbildung 39)

fdA=o -7 dA (6.5)
erhilt man:

/g--grad(d&’)dV=/i"6ﬂdA+/ﬂ(j’—é)‘5ﬂdV : (6.6)

B oB B

Aufgrund der Symmetrie des CAUCHY—-Spannungstensors o = ¢ © kann der Gradient von §4
im Integrand der linken Seite von Gleichung (6.6) durch seinen symmetrischen Anteil ersetzt
werden.
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X3

X2

Abbildung 39: Spannungsvektor  am verformten Korper

Die zu dem CAUCHYschen Spannungstensor energetisch konjugierte, virtuelle Verzerrungs-
grofie (siehe MACVEAN L721) ist also die Variation des ALMANSIschen Verzerrungstensors e :

/g-.sng:/E.aadAJrfp(f-&)-aﬂdv . (6.7)

B 1oJ¢] B

Bei dem nach CAUCHY definierten Spannungsvektor £ wird ein aktueller Kraftvektor auf
ein aktuelles, orientiertes Fldchenelement dA bezogen, man bleibt also konsequent in der
Momentankonfiguration B.

Der Zustand des betrachteten Korpers B zur Zeit t+At istim allgemeinen unbekannt. Wahrend
bei der linearen Berechnung angenommen wird, daf die Verschiebungen infinitesimal klein sind,
so daf} sich die Konfiguration nicht andert, muf bei den hier betrachteten, grofien Deformationen
immer die aktuelle Konfiguration betrachtet werden. Da sich die Konfiguration des Kdorpers
B laufend #ndert, erhdlt man die CAUCHYschen Spannungen zum Zeitpunkt ¢+ At nicht
einfach dadurch, dal man zur CAUCHYschen Spannung ¢ zur Zeit ¢ einen Spannungszuwachs
addiert, der allein aus der Verzerrung des Materials hervorgeht, da sich die Komponenten des
CAucHYschen Spannungstensors auch durch eine Starrkdrperrotation dndern. Durch die Wahl
geeigneter Spannungs- und Verzerrungsma@e, die invariant gegeniiber einer Starrkdrperdrehung
sind, 148t sich diese Problematik umgehen. Haufig wird dazu als SpannungsmaR der 2. PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensor S, und als energetisch konjugiertes VerzerrungsmaB der GREEN-
LAGRANGEsche Verzerrungstensor € verwendet:

/§K~-Jng=/i'-5ﬂ'dA+/p(f—ﬂ)-JﬁdV . (6.8)
B oB B
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Diese Form des Prinzips der virtuellen Arbeit ist Ausgangspunkt bei der Beschreibung von
Stof3- und Kontaktproblemen mit Hilfe der Methode der finiten Elemente (z. B. BATHE (41
HuGHEs [4?] | ZIENKIEWICZ UND TAYLOR [107:108] \WriGGERs [195] und ZHoNG [198]),

Um die Integration in Gleichung (6.8) durchfiihren zu kdnnen, wird das Gebiet B in diskrete
Teilgebiete, die finiten Elemente, zerlegt. Die Integration erfolgt dann auf Elementebene,
die unbekannten Groflen werden elementweise durch Ansatzfunktionen in Abhingigkeit der
Elementknotenwerte ausgedriickt. Die Diskretisierung in finite Elemente iiberfiihrt auf diese
Weise Gleichung (6.8) in ein linearisiertes Gleichungssystem der Form:

Mi+K di=F |, (6.9)

mit der Massenmatrix M, der Steifigkeitsmatrix K, dem Verschiebungsvektor # und dem
Lastvektor F' .

Eine andere Mdoglichkeit zur naherungsweisen Losung von Differentialgleichungen geht von
dem Prinzip der gewichteten Residuen aus (KORBER [82:62]  WEsTERHOFF [103]),

6.2 Numerische Losungsmethoden

Die Ermittlung des Gleichgewichtszustandes erfordert bestimmte Niherungen, da das Glei-
chungssystem aufgrund verschiedener Nichtlinearitédten nicht direkt 16sbar ist.

Das Gleichgewicht ist beispielsweise in Grofen der aktuellen Konfiguration formuliert, bei der
Beriicksichtigung von grofen Deformationen kann nicht mehr davon ausgegangen werden, daf3
diese ndherungsweise gleich bleibt, man spricht von geometrischer Nichtlinearitiit.

AuBerdem reicht die Kenntnis der aktuellen Konfiguration nicht aus. Um Gréfen wie die Span-
nungen zu bestimmen, bendtigt man zusitzlich Informationen iiber die Belastungs geschichte,
dies bezeichnet man als materielle oder physikalische Nichtlinearitdt.

Eine weitere Nichtlinearitit stellen sich dndernde Randbedingungen im Laufe der Belastung
einer Struktur dar, wie sie zum Beispiel bei Kontaktproblemen auftreten.

Zur Behandlung der verschiedenen Nichtlinearititen und zeitabhiangigen Phianomene verwen-
det man zweckmiBigerweise eine inkrementelle Formulierung. Hierbei wird die Last in vielen
kleinen Schritten aufgebracht und die Steifigkeitsmatrix zu Beginn jedes Lastschrittes neu be-
rechnet. Da die hierbei entstehenden Fehler akkumulieren wiirden, wird in jedem Lastschritt
eine Gleichgewichtsiteration durchgefiihrt.




62 6. Erstellung einer Finite-Elemente-Formulierung

Ein weit verbreitetes Verfahren, das auch hier zur Anwendung kommt, ist die modifizier-
te NEWTON-RAPHSON-Iteration, bei der die Steifigkeitsmatrix zu Beginn eines Lastschrittes
aufgestellt und wihrend der Iteration konstant gehalten wird.

6.2.1 Total-Lagrange Formulierung — Update-Lagrange Formulierung

In der Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit (6.8) sind alle auftretenden Grofen auf
die verformte Lage bezogen. Die Konfiguration zum Zeitpunkt t+At ist jedoch nicht bekannt,
so daf} diese Gleichung nicht direkt gelost werden kann. Eine Ndherungslosung kann ermittelt
werden, indem alle Variablen auf eine zuvor berechnete Gleichgewichtskonfiguration bezogen
werden und die dadurch erhaltene Gleichung linearisiert wird.

Da bei inkrementeller Vorgehensweise die Losungen zu den Zeiten 0, At, 2At, 3At,...,t be-
kannt sind, konnen alle diese Konfigurationen als Bezugskonfiguration verwendet werden. In
der Regel verwendet man aber entweder den unverformten Ausgangszustand (Total-Lagrange
Formulierung) oder die Konfiguration des zuletzt berechneten Schrittes (Update-Lagrange For-
mulierung).

Zur Unterscheidung werden zusitzliche Indizes auf der linken Seite der Tensoren eingefiihrt.
Der obere Index kennzeichnet die aktuelle Konfiguration, wihrend der untere die Bezugs-
konfiguration angibt. Sind beide Konfigurationen identisch, kann der untere Index entfallen.
Koordinaten und Verschiebungen tragen nur einen linken oberen Index zur Kennzeichnung der
Konfiguration. %4 bezeichnet also die Verschiebung von der unverformten Ausgangskonfi-
guration zur Zeit 0 in die unbekannte aktuelle Konfiguration zur Zeit t+At . Die Verschiebung
vom Zustand zur Zeit ¢ in die Lage t+ At wird dann mit @ = !4 — '4 bezeichnet
(BATHE M),

Total-Lagrange Formulierung
Bei der Total-Lagrange Formulierung wird der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor “*4§S
auf die Konfiguration zur Zeit 0 bezogen, die virtuelle Forménderungsarbeit ergibt sich damit

YAV

W = / H8S, - 6 Ge v . (6.10)
o3

Das Prinzip der virtuellen Arbeit lautet dann

/ HoS o 6 Ge AV = /“Agi- §i A+ /Op(“A(;’f —atE).ga AV (6.11)
°B %BB oB
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Update-Lagrange Formulierung

Bei der Update-Lagrange Formulierung wird der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
talS,. auf die Konfiguration zur Zeit ¢ bezogen, die virtuelle Forminderungsarbeit ergibt
sich damit zu

§W = / Halg L. gtale gy (6.12)
B

Das Prinzip der virtuellen Arbeit lautet dann

/ oS 5 e WAV = /“Aﬁ' 0 A+ / (A di).sa V. (6.13)
B ko) B

Beide Formulierungen liefern identische numerische Ergebnisse, die Verwendung der Total-
Lagrange Formulierung fiihrt allerdings zu einer komplexeren Verzerrungs—Verschiebungs-—
Matrix ', so daB im folgenden die Update-Lagrange Formulierung verwendet wird.

Setzt man richtungstreue Belastungen voraus, lassen sich die dufleren Belastungen aus der
Anfangskonfiguration des Korpers berechnen. Bei Verwendung verschiebungsbezogener iso-
parametrischer Elemente (Kapitel 6.2.4) konnen die bei kinetischen Berechnungen auftretenden
Trigheitskrifte als unabhéngig von der Deformation angenommen werden (el so daf3 die Mas-
senmatrix ebenfalls aus der Anfangskonfiguration berechnet werden kann und deshalb nur
einmal vor der inkrementellen Lésung ermittelt wird. Zudem kann bei den hier betrachteten
Problemen der EinfluB der volumenhaft angreifenden, &uBeren Lasten f vernachldssigt werden,
so daf} Gleichung (6.13) in folgende Form iibergeht:

/t+Att§K.' 5t+Att§_ thZ/;+A(§E_ 5 OdA—/Op t+At,b3l_5ﬂ OdV . (6.14)
B %58 3
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Abbildung 40: Approximation der Verschiebung i durch (*)

6.2.2 Inkrementelle Zerlegung der Verschiebungen, Spannungen und
Verzerrungen

Zur Durchfilhrung .der Gleichgewichtsiteration mit dem bereits erwihnten modifizierten
NEWTON-RAPHSON-Iterationsverfahren werden die Inkremente der Knotenpunktverschie-
bungen i durch die Folge (%) approximiert (Abbildung 40):

i = t+Atﬁ—tﬁ — t+Ati_t}—{' ~ ,&'(k) — ,l—i(k-l) _I_A,l—i(k) (615)

mitt k=1,2,3,... und @@ =20 . (6.16)

Bei der Variation der Verschiebung in Gleichung (6.14) entfillt dann die im jeweiligen
Iterationsschritt konstante GroBe 6§ 4®? und man erhilt

§i ~ 6d® = §a®V L 5Ad®) = saa® (6.17)
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Ebenso lassen sich die Spannungen inkrementell zerlegen, der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-
Spannungstensor **4}S _ kann somit durch

t+Att§K oo §}§k) — §K(k-1)+A§’£k) (618)
mit. k=1,2,3,... (6.19)

also durch einen bekannten Anteil S K(k'l) und einen Zuwachs A S IS’“ ) an gendhert werden.

Der GREEN-LAGRANGEsche Verzerrungstensor 148t sich in einen linearen Anteil ;e und einen
nichtlinearen Anteil ;1 aufspalten

e = 16 = e+ (6.20)
mit den Komponenten (in kartesischen Koordinaten):
tei; = 2w +eu) (6.21)
thi; = % tUn,i tUnj - (6-22)
Darin bezeichnet u; ; die Ableitung von u; = traty, — fu; nach der Koordinate 'x;.
Fiir die Variation & 4} ¢ ergibt sich daraus unter Verwendung von Gleichung (6.17)

§tte ~ §oe® = 6, +5,m® = §Ae® + 589" (6.23)

mit den Komponenten (in kartesischen Koordinaten):

8o = L(6Au) + 5A.ul) (6.24)
8l = 16Aul) (wl)+ Aul) + 1 (D + Al)) 688 (6.25)

Faf3t man die in Atu,(ﬂ linearen Anteile aus den Gleichungen (6.24) und (6.25) zu einer neuen
Variablen §A¢e(*) und die nichtlinearen Anteile in §A;7(¥) zusammen, ergibt sich

Al = 1(6Aul) +6aul) + 16808 WD + 1l aL)  (6.26)

JAt'r;g-c) = —%5Atu£fz Atu,(,_k,;- + %Atufzkz 5Atu£:3. . (6.27)
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Das Prinzip der virtuellen Arbeit in der geometrisch linearisierten Form lautet dann

fA S8 57, QY + /A 58 6Am™ 4V 4 /5,?“'1)-- §Am* QY =
tB EB tB

/ oty SAG®) %A - / Op tratef. sA &M 4V + /g,((k-n-- §AeM V.  (6.28)
%5 oB 3

Das Produkt A S (.. §A,n{* kann gegeniiber den anderen Termen vernachlissigt werden ']
und wird deshalb in der Iteration nicht berticksichtigt.

6.2.3 Einbeziehung der Materialgleichungen

Die bisher hergeleiteten Gleichungen sind noch unabhingig vom dem verwendeten Material-
modell. Die konstitutiven Gleichungen werden dazu benétigt, die Inkremente des 2. PIOLA-
KfRCHHOFF-Spannungstensors AS Aﬁk) in Gleichung (6.28) zu bestimmen.

Der Spannungszuwachs 14t sich durch numerische Integration mit dem expliziten EULER-
Verfahren ndherungsweise durch

AS, =~ {8 At (6.29)

K

berechnen.

Da das vorgestellte Kontinuums-Damage-Modell in CAUCHY-Spannungen formuliert worden
ist, muf} die substantielle Zeitableitung des 2. PIOLA-KIRCHHOFE-Spannungstensors aus diesen
berechnet werden. Aus

Jo = - F-'S_-FT , t<T<t+AL (6.30)
erhilt man die substantielle Ableitung des CAUCHY-Spannungstensors

o=y B (S BN+ (B[S F + E (8 F'+ F-[§ E"). (631)
Die dafiir bendtigte substantielle Zeitableitung des Deformationsgradienten F wird geméf
Gleichung (D.12) berechnet. Benétigt werden in Gleichung (6.29) die Spannungen zum
Zeitpunkt 7 = ¢ , fiir diesen Zeitpunkt gilt

F=1, F=L=D+W, /S =/o
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Mit der hier verwendeten objektiven Zeitableitung der CAUCHY-Spannungen gemé&f Gleichung
(7.3) und (7.5)

g =6- Q2o+ a- agtb, (6.32)
erhilt man
. t‘
tt_S}( = tt& +{g D, ~ tﬁttg + ({2 (L) {c — /o -(;2+ (LT) . (6.33)

Mit der Kontinuitatsgleichung ﬁ = —trD, sowie 2= W - W, ergibt sich dann

{8, ={¢+{gD, +uD)~ (D /g - g ;D- W g +/a /W . (634)
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Abbildung 41: Isoparametrisches 4-Knotenelement

6.2.4 Diskretisierung mit isoparametrischen finiten Elementen

Zur Aufstellung der Finite-Elemente-Matrizen miissen noch Ansatzfunktionen auf Element-
ebene formuliert werden. Grundgedanke der isoparametrischen finiten Elemente ist es, die
Koordinaten und Verschiebungen eines beliebigen Punktes innerhalb eines Elementes durch
die Elementkoordinaten und die Elementverschiebungen zu interpolieren. Die verwendete In-
terpolationsfunktion, die auch Formfunktion genannt wird, muf} die wesentlichen (geometri-
schen) Randbedingungen erfiillen, die natiirlichen (statischen) Randbedingungen werden von
vornherein im integralen Sinn erfiillt.

Als Ansatzfunktionen werden dazu vollstindige Polynomansitze gewihlt. Der Grad der
Polynome richtet sich nach der héchsten Ableitung m im Funktional des Variationsproblems.
Die Ansatzfunktionen miissen die Randbedingungen bis zur Ordnung m — 1 erfiillen, man
spricht von einem C™~!-Variationsproblem.

Die fiir das vorliegende Variationsproblem erforderliche C°— Stetigkeit erreicht man durch
LAGRANGEsche Polynome. Kubische HERMITE-Polynome wiirden zum Beispiel eine C!-

Stetigkeit gewihrleisten (621,

Bei der Diskretisierung mit isoparametrischen finiten Elementen werden fiir die Interpolation
der Koordinaten dieselben Formfunktionen h; verwendet wie fiir die Interpolation der
Verschiebungen. Die Formfunktionen sind noch abhiingig von der Anzahl der Elementknoten.
Es 148t sich keine generelle Aussage treffen, welches Element am effizientesten ist. MIEHE (vel
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bevorzugt bei komplizierten Materialmodellen ein bilineares 4-Knotenelement, wihrend
FORNEFELD 42} mit 8- oder 12-Knotenelementen bessere Ergebnisse erzielt.

Die Formfunktionen h; fiir den einfacheren Fall des in Abbildung 41 dargestellten bilinearen
4-Knotenelementes lauten:

hi = $ 1+ +n)
1 (1-81+n)
hs = $(1-6@1—-n)

he = $ (1+€)(1-n)

ha

Im Hinblick auf die Berechnung von axialsymmetrischen Problemen in Kapitel 7 wird bei der
Aufstellung der Matrizen bereits von einem Zylinderkoordinatensystem ausgegangen. Dadurch
erhilt man ein ebenes Problem mit den Verschiebungen

Uy = ul(xl)xs) y ug = 0 3 Uz = u3(xl>x3)

Fiir die Interpolation der Geometrie und der Verschiebung erhilt man

N

To = Zh;(&,n) Bia a=1,3 (6.35)
i=1
N

Ue = Y hi(6,m) e , a=1,3 (6.36)

i=1

dabei ist N die Anzahl der Elementknoten.

Die in Gleichung (6.28) auftretenden Groflen werden dementsprechend als Funktion der

Verschiebungsinkremente Aud) ausgedriickt:

N
Au® = S hie,pad® , a=1,3 . (6.37)
[s4 10

i=1
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Zur Berechnung ist noch die kovariante Ableitung der Inkremente der diskreten Knotenver-
schiebungen in krummlinigen Koordinaten (siche Anhang D) zu bilden:

i a (S o~ — L=
Grad A &® = 505 Aul®) g G = (Atu() -T2 Au,(y’“))‘g i
N . .
= 3 (halem.p 20 ~ T hiem) 26) G 5
i=1

Die zu integrierenden Terme in Gleichung (6.28) lassen sich damit auf Elementebene berechnen,
man erhalt:

Agék)--dAtg(") ~ A_S,fk)"fSAzg(k)

ASH®).6Am® =~ 0

S5 Acn® = [§ AGOITIBIIT (887 (B [A 4]
t+A8i'_ SA (k) — [5 A {i(k)]T[E]T[HAéﬂ

t+A% SAgk = [5 A ,ﬁ(k)]T [E]T [_E-| [t+At5(k)]

SEV-5 A e® = [§AGW] BT (8]

mit
[AS®] = [C][AelP] + {[d} At
[6 Ae®] = [B®][5AEM]

Grad Aa®] = [B][AE®)]
[Ae,M] = [Ae®] = [BPAEGD)

[4] = [d,, ]+ 18,5l +[3,,]+ (4]
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6.2.4 Diskretisierung it isoparametrischen finiten Elementen

Das Prinzip der virtuellen Arbeit aus Gleichung (6.28) 148t sich somit durch eine Matrizenglei-

chung auf Elementebene der Form

{ [BOricB® av. + [1BOT1sOBY v} (4 80) =

tBE EBE
—I—/[I_{]T[HAS'E] OdAe _ /[Bl(lc)]T[gK(k-l)] the _ {OP/[I_I]T[-H] the} [t+At,5(k)]
98, B, B,

— {At /[-Bl(l)]T[Q‘VT] th;} _ {At /[‘Bl(l)]T[t_iDs] td‘/e}
Be B,

- {a¢ (101, av} - {a¢ [1BO11G,) av.) (6.38)
B, B

beschreiben.

[Bl(k)] ist die lineare Verzerrungs-Verschiebungsmatrix im k-ten Iterationsschritt:

i -
: : e e
th1,1(1+tu§k,11)) thi tugc,ll) th2,1(1+tug,11)) e thn1 tug,f)
hi (" +u D) 0 ha(r'+udP) L. 0
k
(B, = ) ) (D) (-1
thyz ety g thy3(1+eugy’) tho 3ty 5 oo thna(Lviugy)
o le-] - k-
th]_’]_ tu({:;)+ th1,3 tug’1)+ th2,1 tug_k:;)z thN,3 t’ll,g‘ll):
- >3\ - -1
th1,3(1+tUE‘fP) th1,1(1+tug,3)) thz,3(1+tUS,P) thN,1(1+tUg,3))

[5,9[)] ist die Gradienten-Verschiebungsmatrix; da diese lediglich zur Berechnung der Stei-
figkeitsmatrix ben6tigt wird, muf sie bei der verwendeten modifizierten NEWTON~RAPHSON—

Iteration nur im 1-ten Iterationsschritt berechnet werden:

thi,1 0 tha1 0 tha1 0 oo thya 0

0 thi1 0 tho 1 0 tha1 ... 0 thn 1
[Bgl)] =z 0 r'hy .0 ' ha 0 . hy 0
this 0 4hys 0 4hgs O ... thys O

0 thy s 0 thaa 0 thss ... 0 thna
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Die Spannungs-Verzerrungsmatrix [C*] ergibt sich zu:

20k 2RI 2G ol
26k (o™ 2RI 1r (o’
[C*] =
2o Wi EYRET 2680
0 0.13(%)2 0

[S,%9"] ist die Spannungs-Metrikmatrix:

(S K11 tgll 0 0 (k-l)SKIS tgll

0 (g 11 ¢33 0 0

[sE=| 0 0 ENsFEY® 0
k-Dg K13 tgll 0 0 &g }?3 tgll

0 D513 133 0 0

2 0

(k—l)SKIS tg33

&1 S :3 tg 33

13 "

13

%(2G—0‘33—0'11)

0

0

0

Der Lastvektor [g] setzt sich aus einem viskoplastischen Anteil, schidigungsinduzierten

Anteilen sowie einem Temperaturlastvektor zusammen:

Dl o™ Wiy A L
N AN
D0 W A
e L N L I

Die Interpolationsmatrix [ H| enthilt die Formfunktionen h; :

hy 0 ha 0 hy O

[H]

0 hl 0 hz 0 hg e 0

Dll

@

D22

(]

- 2G
D33

<]

D13

e

L -
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Ng | 7§ w;

2 | —0.5773502691 89626 1.00000 00000 00000

0.5773502691 89626 1.00000 00000 00000

3 | —0.77459 66692 41483 0.55555 55553 55556

0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889

0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556

4 | —0.861136311594053 0.34785 48451 37454
—0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546
0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546

0.8611363115 94053 0.3478548451 37454

Tabelle 1: Stiitzstellen r; und Wichtungsfaktoren w; der GAUB~Quadratur Formeln fiir
die Ordnungen n, = 2, 3,4

Zur Integration der Gleichung (6.38) werden die globalen Koordinaten “c* auf die lokalen
Koordinaten £ und n transformiert. Man erhilt

/[...](t:z:l,ta:e‘) v, = 27r/:1 f: [...](&,n) '€, n) det[J] d€ dn (6.39)
i3

mit der JACOBI-Matrix J

8%zt 8%’
BE BE
[J] = (6.40)
9%zt 9%
a7 7 ’

Die partiellen Ableitungen nach z® in den Verzerrungs-Verschiebungsmatrizen miissen
ebenfalls durch die Ableitungen nach den lokalen Koordinaten £ und 7 ersetzt werden:

il
|

= [J] (6.41)
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Bei der numerischen Integration werden die Werte nur an diskreten Punkten, den Stiitzstellen,
ausgewertet. Bei isoparametrischen Verfahren hat sich die GAUB—Quadratur als besonders effek-
tiv erwiesen. Das Volumenintegral aus Gleichung (6.39) wird dann durch eine Summenformel
angendhert:

[
B,

1
27r/+ /+1*x1(§,n) det[J] dédn
-1 J-1
— (642)
21y > wiw; Y (ri,r;) det[J] ;

t=1 j=1 (rirs)

je nach der Ordnung n, erhélt man die Stiitzstellen »; und Wichtungsfaktoren w; aus Tabelle 1.

Aus den einzelnen Integralen erhilt man das linearisierte Gleichungssystem auf Elementebene:

/ [Bfl)]T[Q*][ljfl)] WV, = [k, inkrementelle Elementsteifigkeits-

B, matrix bei linearer Verzerrung

/ [BS:,)]T[ﬁ }50) " [1_353,)] WV, = [k,] inkrementelle Elementsteifigkeits-

B, matrix bei nichtlinearer Verzerrung
/ [H]T[*4E) A, = [7] duBerer Elementlastvektor

38,

/ [Bfk)]T[ S é"‘l)] Wy, = [F&9) Vektor der Lasten aus

", Elementspannungen

At [1BO17(d,,) 0V = (7]
B,

At [ (BT (d,,] 8V; = [75,]
B,

At/[ﬂfl)]T[é'Ds] Ve = [7y,]
B,

At [ BTG, ]V, = [7,]
/

0 / (HIT[H]V, = [m]
B,

viskoplastischer Elementlastvektor

Elementlastvektor
aufgrund Scherbandschidigung

Elementlastvektor
aufgrund Porenschadigung

Temperaturlastvektor

konsistente Elementmassenmatrix
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________ “-q---

%(tf}" + t+At[j)

t U t+al U

l 4
¢ : t+At
Abbildung 42: NEWMARKs Methode der konstanten mittleren Beschleunigung

Der Zusammenbau der Elementsteifigkeitsmatrizen, -massenmatrizen und -lastvektoren liefert
das geometrisch und physikalisch linearisierte Gleichungssystem:

M) [0 W] + (K, + K] [aTY)] =
(6.43)

[-ﬁt] - [ﬁ(k-l)] - {[RVT]} - {[RDS]} - {[RDP]} - {[Re]}

6.2.5 Zeitintegration der Bewegungsgleichungen mit dem NEWMARK-
Verfahren

Das verbreitetste Verfahren zur Zeitintegration der Bewegungsgleichungen dynamischer Pro-
bleme ist das Verfahren von NEWMARK 791, Das NEWMARKsche Integrationsschema ist eine
Erweiterung der linearen Beschleunigungsmethode.

Ausgehend von der Annahme einer konstanten mittleren Beschleunigung im Zeitschritt
[t,t+ At] ergibt sich die Vorschrift

t+ALy] LYy £ At2 s At2 t+at -
U = U+AtU+T(1—62) U+Tﬁ2 U (644)

BALET — 0 4 At(1 - 1) ' 4 At By tatff (6.45)

mitt B >050 und By >0.25(0.50+ B1)? . (6.46)
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Dies fiihrt zu einer Kombination der Zeitintegration der Bewegungsgleichungen mit der
Gleichgewichtsiteration.

Die Parameter 8; und [, konnen so gewihlt werden, dafl man eine hinreichende Integrations-
genauigkeit und Stabilitdt der Integration erreicht. Fiir die Parameter wird hier 8; = 0.50 und
B2 = 0.25 gewihlt, daraus ergibt sich die unbedingt stabile Methode der konstanten mittieren
Beschleunigung. Einen Vergleich anderer Parameterkombinationen zur Berechnung elastischer
StoBprobleme findet man z. B. bei WRIGGERS [1%4] | Eine Verallgemeinerung dieses Ansatzes
von NEWMARK findet man bei ZIENKIEWICZ & TAYLOR [108],
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7. Strukturverhalten — Simulation des vertikalen StoBes eines
zylindrischen Korpers

Zur Berechnung des Strukturverhaltens axialsymmetrischer Probleme ist das vorliegende Ma-
terialmodell in das Finite-Elemente-Programm FEAP [80,97,107,108] jmplementjert worden.
Dazu mufl das in Kapitel 3 entwickelte Stoffgesetz auf die Beschreibung von grofSlen
Deformationen erweitert werden. Das so entstandene Materialmodell wird mit Modell 1.2L.D
(LD fiir Large Deformation) bezeichnet.

Um die Trennung der reversiblen und irreversiblen Anteile auch bei groen Formédnderungen zu
erreichen, wird in Verbindung mit einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten
F eine Zwischenkonfiguration B* (Abbildung 43) eingefiihrt (LEE UND Liu [693 L gg [67]),
die jedoch nicht eindeutig ist, da noch eine beliebige Starrkdrperrotation von B* moglich ist.

Abbildung 43: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
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Abbildung 44: Spezielle Zwischenkonfigurationen

Um die Probleme der Mehrdeutigkeit der Zwischenkonfiguration B* zu umgehen, gibt es
mehrere Méglichkeiten, z. B. durch Wahl einer

e speziellen Zwischenkonfiguration B*, Aufteilung von F. = VR, in Streckung+Drehung
(LEE [68] )

e speziellen Zwischenkonfiguration B*, Aufteilung von F; = R.U, in Streckung+Drehung
~ isokline Konfiguration (MANDEL [741)

e speziellen Zwischenkonfiguration, R so wiahlen, daf die Rotationsgeschwindigkeit der
Zwischenkonfiguration verschwindet (WANG [1011)

e speziellen Zeitableitung

Im Gegensatz zu LEHMANN [71) orientieren wir uns an der Vorgehensweise der isoklinen
Konfiguration 131, Durch Einfilhrung einer zusitzlichen Gleichung fiir den plastischen
Spin W, (DAFALIAS [26:27:28] erreicht man eine additive Aufspaltung des Tensors der
Verzerrungsgeschwindigkeiten D :

D=D+D,; . (7.1)

Entsprechend kann eine weitere Zwischenkonfiguration eingefiihrt werden, um den inelasti-

schen Anteil des Deformationsgradienten Fj in einen versetzungsinduzierten und einen schadi-

gungsinduzierten Anteil aufzuspalten [30+83,861
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Uberlagerte Starrkorperrotation eines Materieelementes diirfen keinen Einfluf auf das Materi-
alverhalten haben. Dies fiihrt zur Einfiihrung einer mitrotierenden Zeitableitung. Eine verglei-
chende Ubersicht mitrotierender Zeitableitungen findet man bei WEGENER [102]

An die zu verwendende objektive Zeitableitung wird die Forderung gestellt, daB sie die “chain—
rule property* erftillen muf:

=z . JE v

o4 % = a4 (12)
(fiir ein beliebiges Potential = und einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe A).
Es werden folgende objektive Zeitableitungen eingefiihrt:

A=A-02A4A+AQ (1.3)

mt: R=W-W, - W, =~ W-W, (7.4)

und

a v

A = -A - -Atr.'l_)e . (75)

Die inneren Variablen aus Kapitel 3 werden dann in der Zwischenkonfiguration eingefiihrt und
miissen anschliefend in die Momentankonfiguration transformiert werden (siehe DIEHL [331),
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7.1 Zusammenstellung der Evolutionsgleichungen fiir Modell 1.2L.D

Evolutionsgleichungen fiir die Schiidigungsvariablen

Der Spannungskonzentrationstensor g ° :

6° = Dg + Kds(e+D,,) e® — mg° (7.6)
a a 1 g O O o 1 g O 0 o o
Dg=dgo +7dz(g gt+ag-o )+7d3(Z g+0-2°)+2di€a
e €
Der Scherband-Schédigungs-Tensor Z°
= 1), (200 (2 (2P + (uto)2°) &
(<]
G, = = o".g” - YZug® — h, >0 (7.8)
V.4 - ‘jéz g g ‘7é g z - .
1 2 o/ 20 0
LC, = 7 za_‘ —v,1|(g°+mg°) >0 (7.9)
Der Porenvolumenanteil € :
é = [dDPl]DP <LCDP1)DP1 - [dDPZ]DP§<LCDP1)Dp2 (7-10)
1 aof ol 1 0
Gpp = 7 gv-ag® + 7UDPtIa—. ~ hpp 20 (7.11)
€ (<]
1 g“' O, 0
LCom = —( =+ Vor1)=(8° +m %) > 0 (7.12)

Die durch Porenbildung/Porenwachstum induzierte Verzerrungsrate D, :

_ ¢
D,, = 3y—gl (7.13)

Die durch Scherband-Schidigung induzierte Verzerrungsrate D _ :

g
D, = [dpslps ULCHs M o'l (7.14)
1 v
G = — g% 0% — 2iyg® - h,, =0 (7.15)
DS ‘7‘32 KA Ds ~

LC,s = %e (:?7; QO"' VDSl) "(&O‘i‘m a’) >0 (7.16)
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Die Temperaturkonzentration ©° :
e = [dov ]v (7.17)
o
Die lokale versetzungsinduzierte Verzerrungsrate A, :
o 9 0-0’
'AVL = lje Yve [tbvz,]v ” ;0/" + AVL tI‘Qe (718)
1 a! o/
G, = —=ag”g” —h, 20 (7.19)
VA
Evolutionsgleichungen fiir die Variablen der Versetzungsmechanismen
Die thermisch aktivierte Verzerrungsrate D, :
g — A
QVT = 7T [QT]T ﬂa_/ _ 2" (720)
1
F, = 72 o -X)(e'-X)—-g 20 (7.21)
Der kinematische Verfestigungstensor X :
X, = %D, (7.22)
Die Versetzungsdichte x :
k= Ka-D,_ (7.23)
Die Evolutionsgleichung fiir die innere Variable &, :
v 1
&gy = J. grad® — p Qg (7.24)
q
Das Maf} u der Prozefigeschwindigkeit :
2
i = —c(a+PG)i— CZ (@ + PG)? (u— uyg (PG)) (7.25)
mit: PG = maz{0, |Dppl. + X ©} (7.26)
Die Evolutionsgleichung fiir den plastischen Spin W :
X ag-o"X
W, = vy [@TW]T - -Xr (7.27)

11X |
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Variablen zur Beschreibung des thermoelastischen Verhaltens

Die reversible Verzerrung E, :

1 1
B, = (b(0-60) + Zhatra)1 + 2l (7.28)
Die Entropie 7 :
JTpn = A(©—6q) + T}/\gtrg + wk (7.29)

Der WirmefluB q :
7,4 + G = — Jkgrad® (7.30)

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik lautet dann unter Vernachlassigung volumenverteilter
Wirmequellen :

Tpeoxd + 22018 - Mo (rg)(tD,) = Jg-D

A 7 D, + %g-D,,

3Kk _ 1 KB, _ Vacy m
VA VA J2 J2
g’-o’ + (91 + 7925)[‘113“]13}: <LCDP1>DH + 7‘9362[dDP2]DP (LCDH>DP2

(tre®)?

+‘7E(1_ )g“‘Dv‘r + lu’seo [dGV]V + ul

m

v

[—
w

t o (ﬂ? () + (pa+w) ZO) +(2° - 2°¢D,) - div§ (7.31)
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Abbildung 45: Rohr unter Innendruck

7.2 Axialsymmetrische Berechnungen ohne Trigheitseinfliisse

7.2.1 Elastische Probleme

Das Verhalten einer Finite—Element—Formulierung kann am besten an einfachen Strukturrech-
nungen mit bekannten elastischen Vergleichslosungen untersucht werden. Fiir das unendliche
dickwandige Rohr unter Innendruck sowie die axiale Scherung findet man unter bestimmten
Voraussetzungen analytische Vergleichslosungen in der Literatur (BRUHNS/LEHMANN [191),
In den folgenden Berechnungen werden jeweils ungeglittete Werte der Spannungen in den
Gauflpunkten (Zentralsymbole) den analytischen Losungen (durchgezogene Linien) gegeniiber-
gestellt. Bei grofien Elementzahlen werden nicht alle Gauf3punkte dargestellt.

7.2.1.1 Zylinder unter Innendruck

Ein klassisches Beispiel, das hdufig zur Untersuchung inhomogener Spannungszustinde
(bei gleichzeitiger geometrischer Nichtlinearitit) herangezogen wird, ist das unendliche
dickwandige Rohr unter Innendruck.

Die Berechnung erfolgte fiir eine Struktur mit sechs bzw. hundert 4-Knoten-Elementen und
einer Belastung von F' = 1IN. Dies entspricht einem Innendruck von p; = ﬁf{j—ﬂc =
31.83N/mm? (bei R; = 0.1lmm, R, = 0.7mm, H, = 0.lmm, F = 1IN ). Die Belastung
erfolgte in einem Lastschritt. Abbildung 46 gibt die Finite-Elemente-Losung im Vergleich zur

analytischen Spannungsverteilung wieder. Die Giite der Lésung 148t sich durch eine grofiere
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Abbildung 46: Dickwandiges Rohr unter Innendruck (links sechs, rechts hundert 4-
Knoten—Elemente)

Anzahl an Elementen oder aber durch die Verwendung von hoherwertigen, z. B. 12-Knoten-

Elementen, deutlich verbessern. Fast die gleiche Ergebnisgiite wie mit hundert 4-Knoten—

Elementen erhilt man auch mit nur zwei 12-Knoten—Elementen [42]

7.2.1.2 Axiale Scherung

Als weiteres Beispiel fiir ein linear elastisches Problem betrachten wir die axiale Scherung.

- e e e o, e e e e

Abbildung 47: Axiale Scherung
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Abbildung 48: FE-Berechnung mit 10 (links) bzw. 50 (rechts) Elementen in radialer
Richtung (Schnitt A-A)

Diese tritt z. B. dann auf, wenn eine Hiilse wie in Abbildung 47 in axialer Richtung belastet
wird.

Die Umsetzung der konstanten Schubspannung 7 in entsprechende Knotenkrifte ergibt :

. (i)Fl + (i)F,,.

— 2 .
SR, 5.3N/mm

mit: OF =0F, = 250N, R; = 5mm, R, = 20mm, H, = 1.5mm

Die Berechnung erfolgte mit einer Struktur von zehn bzw. fiinfzig Elementen in radialer
Richtung unter Benutzung eines 4-Knoten—Elementes. Die Belastung wurde in einem Schritt
aufgebracht.

Auch hier 148t sich eine Verbesserung der Ergebnisse durch Erh6hung der Elementanzahl in
radialer Richtung erzielen (Abbildung 48).
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7.2.2 Plastische Probleme — Zugstab

Zur Kontrolle des inelastischen Verhaltens wurde die Finite-Elemente-Simulation eines Zugsta-
bes mit der eindimensionalen Stoffgesetzintegration verglichen. Verwendung fand eine einfache
FE-Struktur mit einem axialsymmetrischen Element. Durch geeignete Lagerung wird ein ein-
axialer Spannungszustand erreicht.

Abbildung 49: FE-Struktur fiir den Zugversuch

Die Berechnungen wurden mit Beriicksichtigung der Schéadigung durch Mikroscherbinder
sowie Mikroporen durchgefiihrt und jeweils mit den Ergebnissen der einaxialen Stoffgesetzin-
tegration aus Kapitel 5.1 verglichen, Trigheitskrifte wurden vernachldssigt. Um eine nahezu
konstante ProzeBgeschwindigkeit zu erreichen, wurde die Verschiebung gleichméfig in 850
Lastschritten aufgebracht.

Gemeinsam ist allen Berechnungen:

e Berechnung bis zu einer Dehnung von e/e, =60 ( — €~ 8.5%).

Die Ausgangstemperatur betriagt ©g = 300 K.

Die FlieBspannung betrigt o, = 300 MPa.
Darstellung der FE-Ergebnisse durch gestrichelte Linien.

Darstellung der einaxialen Stoffgesetzintegration durch durchgezogene Linien.

Dehngeschwindigkeitsbereich von é = 1055~ bis é = 10%s~! sowie zum Vergleich die

quasistatische Kurve mit é = 10™4s!.

Der Vergleich der Spannungs-Dehnungs-Kurven in Abbildung 50 zeigt eine sehr gute Uber-
einstimmung von der Finite-Elemente-Simulation mit der direkten Integration der einaxialen
Formulierung des vorgestellten Kontinuums-Damage-Modells.
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== sTrT————e— e é=10%s"!
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Abbildung 50: Verlauf der Axialspannung o33 unter Beriicksichtigung von Schidigung

(FE-Ergebnisse gestrichelt, Stoffgesetzintegration durchgezogen)

Geringfiigige Abweichungen der Spannungen sind erst bei groferen Dehnungen sowie bei sehr
grofien ProzeBgeschwindigkeiten (¢ = 10%s~!) zu erkennen.

Die Vorhersage der kinematischen Verfestigung (Abbildung 51) stimmt bei beiden Berech-
nungsmethoden iiberein, bei der isotropen Verfestigung in Abbildung 52 zeigt sich ab einer
Dehnung von ca. 2% eine geringfiigige Abweichung zwischen FE-Simulation und Stoffgesetz-
integration, die mit steigender Dehnung grofler wird.

Dies liegt darin begriindet, daf die Dehnrate in Zugrichtung, und damit die Proze8geschwin-
digkeit, durch die verwendete Belastung nicht wirklich konstant gehalten werden kann. Da-
durch, daB die Dehnrate é33 mit zunehmender Dehnung leicht abnimmt, liegt auch die isotrope
Verfestigung der Probe bei der FE-Simulation unter der durch Integration der einaxialen Stoff-
gesetzformulierung berechneten Kurve.
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Abbildung 51:  Verlauf der kinematischen Verfestigung X33 (mit Schidigung)
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Abbildung 52: Verlauf der isotropen Verfestigung « (mit Schadigung)
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Abbildung 53:  Verlauf der Spannungskonzentration ¢°> (FE-Ergebnisse gestrichelt,
Stoffgesetzintegration durchgezogen)

In den folgenden Abbildungen sind die Verldufe der internen Variablen zur Beschreibung der
Materialschiadigung in Abhéngigkeit der Dehnung in axialer Richtung (¢3%) dargestellt. Auch
hierbei wird die gute Ubereinstimmung zwischen der Finite-Elemente-Simulation des Zugver-
suches und der einaxialen Stoffgesetzintegration deutlich.

Abbildung 53 zeigt den Verlauf der lokalen Spannungskonzentrationen o°33, diese bewir-
ken (zusammen mit den Temperaturkonzentrationen ©°) iiber die im (o°, ©°)~Raum formu-
lierten FlieB3- und Belastungsbedingungen die Evolution der Mikroschédigung durch Mikro-
scherbander und Mikroporen.

Abbildung 54 zeigt die Entwicklung des Porenvolumenanteils £, Abbildung 55 stellt den Verlauf
der Komponente Z°23 des Scherbandschidigungstensors Z° dar,
Wie beim Verlauf der isotropen Verfestigung liefert die FE-Simulation auch etwas geringere
Werte fiir die Schidigungsvariablen £ und Z°, da die ProzeBgeschwindigkeit bei der Finite-
Elemente-Modellierung mit zunehmender Dehnung leicht abfillt.
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Abbildung 54: Verlauf des Porenvolumenanteils &
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Abbildung 55: Verlauf der Schadigungsvariablen Z a33
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L

Abbildung 56: Ringelement fiir rotationssymmetrische Strukturen

7.3 Simulation des vertikalen Stofes eines zylindrischen Korpers

Mit Hilfe einer Finite-Elemente-Formulierung fiir axialsymmetrische Strukturen zur Berech-
nung von physikalisch und geometrisch nichtlinearem Materialverhalten (siehe Kapitel 6) a6t
sich bereits eine Vielzahl experimenteller Untersuchungen bei hohen Deformationsgeschwin-
digkeiten simulieren.

Dies wird im folgenden anhand zweier ausgewahlter Beispiele verdeutlicht. Im ersten Beispiel
wird ein Aufstauchversuch simuliert, bei dem ein zylindrischer Korper auf eine starre, glatte
Wand st68t (Abbildung 57a).

Das zweite Beispiel zeigt die numerische Simulation des Durchschlagversuches, bei dem ein
starrer zylindrischer Korper auf eine eingespannte Kreisplatte st68t (Abbildung 57b).
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(a) Aufstauchversuch (b) Durchschlagversuch
Abbildung 57: Simulation des vertikalen StoBes eines zylindrischen Korpers
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Abbildung 58: Ausgangskonfiguration und verformter Zustand zu verschiedenen Zei-
ten beim Aufstauchversuch (Verformungen 4-fach vergrofiert)

7.3.1 Vertikaler Stof eines zylindrischen Korpers auf eine starre, glatte Wand

Beim Aufstauchversuch st68t ein zylindrischer Korper gegen eine starre Wand. Der von
TAYLOR 1948 entwickelte Versuch wird wegen der einfachen Durchfiihrbarkeit hiufig als Ver-
gleichsmoglichkeit fiir numerische Simulationen verwendet [8:42:52:106]  Versuchsparameter
sind, neben unterschiedlichen Werkstoffen, die Auftreffgeschwindigkeit v und die Geometrie
der Probe.

Abbildung 58 zeigt die numerische Simulation des Deformationsverhaltens einer zylindrischen
Vollprobe mit 60.0 mm Linge und 20.0 mm Durchmesser, die mit einer Geschwindigkeit von
100m/s auf eine starre, glatte Wand trifft. Die Deformation des Korpers éndert sich zwischen
30 und 40us kaum noch; nach etwa 425 wechselt die Kontaktkraft das Vorzeichen und zeigt
damit an, daB der Zylinder sich wieder von der Wand ablgst.

Die Spannungsverteilung 33 (Spannung in Lingsrichtung beim Schnitt quer zur Lingsrich-
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Abbildung 59: Spannungsverteilung zu verschiedenen Zeiten beim Aufstauchversuch
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Abbildung 60: Temperaturverteilung zu verschiedenen Zeiten beim Aufstauchversuch
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tung) ist zu verschiedenen Zeiten in Abbildung 59 graphisch dargestellt. Deutlich zu erkennen
ist der rasche Abbau der Spannungsspitzen an der Kontaktfiiche. Der zeitliche Verlauf der
Spannungen im Kontaktbereich ist fiir zwei Stellen (im Zentrum des StoBes bei r = 0 mm und
am Randknoten bei » = 10 mm) in den Abbildungen 61 und 62 verdeutlicht.

el
Abbildung 61: Spannungsverlauf im Kontaktbereich an der Stelle r = 0 mm

60 1

' —>*—|o'l/o,
=751 —— 0-22/0.5-
—— 033/,

——|01%/0,
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Abbildung 62: Spannungsverlauf im Kontaktbereich an der Stelle r = 10 mm
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' t=0ps 't =22us "'t =50ps ' ¢ =78us 't =106us
Abbildung 63: Ausgangskonfiguration und verformter Zustand zu verschiedenen Zei-
ten beim Aufstauchversuch mit v = 207.4m/s

Abbildung 60 zeigt eine Erwdrmung um tiber 35°C durch die plastischen Deformationen
im Kontaktbereich. Warmeleitung wurde dabei vernachlissigt, da der betrachtete ProzeB im
Bereich von wenigen Mikrosekunden ablduft. Die Lange der zylindrischen Probe verkiirzt sich
bei der Deformation auf 57.7 mm.

Deutlich stirker wird die Erwidrmung bei grofieren Auftreffgeschwindigkeiten. Experimentelle
Ergebnisse des Deformationsverhaltens fiir StoBgeschwindigkeiten von v = 183.8m/s
bis v = 243.0m/s findet man bei Bois ET AL. 8], Abbildung 63 zeigt die Simulation
des Deformationsverhaltens einer zylindrischen Probe, die mit einer Geschwindigkeit von
v = 207.4m/s auf eine starre, glatte Wand trifft. Die Probe mit einer Ausgangskinge von
160.0 mm und einem Durchmesser von 81.0 mm hat sich nach 50us auf 150.1 mm und nach
106us auf 145.1 mm verkiirzt.

Die experimentellen Untersuchungen von BoIs ET AL. 8] fiir den Werkstoff 30 NCD 16,
mit einer etwas grofleren Proportionalititsgrenze als das verwendete Modell, ermitteln fiir
diesen Aufstauchversuch mit v = 207.4 m/s eine Probenldnge von 152.1 mm nach 50us und
147.0 mm nach 106 us.
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Abbildung 64: Temperaturverteilung zu verschiedenen Zeiten beim Aufstauchversuch
mitv = 207.4m/s

A 33 [m™ 1]

< 0.0
bis 0.4
bis 0.8

bis 1.2
bis 1.6
bis 2.0

. > 20

' t=22us 't =50us |t =78us ' ¢t =106us

Abbildung 65: Verteilung der Z°3% Komponente des Schidigungstensors Z° zu
verschiedenen Zeiten beim Aufstauchversuch mit v = 207.4m/s
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Die Temperaturverteilung in Abbildung 64 zeigt eine Erwidrmung um iiber 110°C. Die
Entwicklung des Schidigungstensors Z° ist am Beispiel der Komponente Z°32 in Abbildung 65
verdeutlicht.

7.3.2  Vertikaler Stof} eines starren zylindrischen Korpers auf eine Kreisplatte

Die numerische Simulation der Anfangsphase des Durchschlagversuches, bei dem ein starrer
zylindrischer Korper auf eine eingespannte Kreisplatte stot, ist in Abbildung 66 gezeigt.

Dargestellt wird das Deformations- und Schéadigungsverhalten einer 10 mm starken Kreisplatte
mit einem Durchmesser von 300 mm fiir zwei unterschiedliche Projektile. Die gleichschweren
Projektile (Masse m = 3.18 kg) mit dem Durchmesser 30 mm (Projektil 1, durchgezogene
Linien) und 20 mm (Projektil 2, gestrichelte Linien) stoen mit einer Geschwindigkeit von
100 m/s vertikal auf die am Rand eingespannte Kreisplatte.

Die Ergebnisse der Simulation sind jeweils fiir die Zeitpunkte 20us und 4045 nach dem Auf-
treffen dargestellt. Deutlich zu erkennen ist die stdrkere Durchbiegung der Kreisplatte beim
StoB des zylindrischen Korpers mit dem kleineren Durchmesser von 20 mm. Nach 40us hat
sich die Kreisplatte bereits 3.4 mm gesenkt, wihrend bei einem Durchmesser des stoflenden
Zylinders von 30 mm erst eine Durchsenkung von 2.5 mm zu verzeichnen ist (Abbildung 66).

Zur Veranschaulichung des Zustandes der Struktur sind fiir diese Zeitpunkte auch die
Spannungs- und Temperaturverldufe sowie die Verteilung der Schidigung in den Abbildun-
gen 67 bis 72 gegeniibergestellt.

Wihrend beim Stof des zylindrischen Kérpers mit 30 mm Durchmesser nur geringe Tempera-
turerhdhungen von maximal 40°C nach 40us (Abbildung 68) und nur eine geringe Schidigung
des Materials (Abbildung 69) zu erkennen ist, zeigt die Platte beim Stof8 des Korpers mit 20 mm
Durchmesser bereits eine deutlich ausgeprigte Schiddigung (Abbildung 72). Die Temperatur-
verteilung nach 40us in Abbildung 71 zeigt Temperaturerhhungen um iiber 100°C.

Die deutlich erhthte Temperatur sowie die Scherbandverteilung deuten bereits das als “plug-
ging” bezeichnete Ausstanzen eines Plattenteils in der zweiten Phase des Durchschlagversuches
an.
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Abbildung 66: Numerische Simulation des Durchschlagversuches mit v = 100m/s
(Verformungen 2-fach vergrofiert)
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Abbildung 67: Spannungsverteilung zu verschiedenen Zeiten beim Durchschlagver-
such mit v = 100 m/s (& 30 mm, m = 3.18 kg)

| t = 20us

Abbildung 68: Temperaturverteilung zu verschiedenen Zeiten beim Durchschlagver-
such mit v = 100m/s (& 30 mm, m = 3.18 kg)
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Abbildung 69: Verteilung der Z°33 Komponente des Schidigungstensors Z° zu

verschiedenen Zeiten beim Durchschlagversuch mit » = 100m/s
(@ 30mm, m = 3.18kg)




100 7. Strukturverhalten — Simulation des vertikalen Stoes eines zylindrischen Kérpers

o33 [MPa]
: t = 20us
< -3000

-3000 bis -2400

-2400 bis -1800

-1800 bis -1200
~1200 bis -600

FIIIIIIIT

Abbildung 70: Spannungsverteilung zu verschiedenen Zeiten beim Durchschlagver-
such mit v = 100m/s (& 20 mm, m = 3.18 kg)
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Abbildung 71: Temperaturverteilung zu verschiedenen Zeiten beim Durchschlagver-
such mit v = 100 m/s (& 20 mm, m = 3.18 kg)
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Abbildung 72: Verteilung der Z°3* Komponente des Schidigungstensors Z° zu
verschiedenen Zeiten beim Durchschlagversuch mit v = 100m/s
(@ 20mm, m = 3.18 kg)
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Abbildung 73: Spannungsverlauf im Kontaktbereich bei r = 10, 15, 20 mm
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Abbildung 74: Verlauf der kinematischen Verfestigung (Komponente X.?) im Kon-
taktbereich bei 7 = 10, 15, 20mm
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Abbildung 75: Temperaturverlauf im Kontaktbereich bei r = 10, 15, 20 mm
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Abbildung 76: Zeitlicher Verlauf der isotropen Verfestigung bei r = 10, 15, 20mm
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Abbildung 77: Schidigungsverlauf im Kontaktbereich bei » = 10, 15, 20 mm

In den Abbildungen 73 bis 77 sind die zeitlichen Verliufe von Spannung (Komponente o33),
Temperatur T, Schidigung (Komponente Z°3%), isotroper sowie kinematischer Verfestigung
fiir drei Stellen im Kontaktbereich angegeben. Gestrichelt eingezeichnet sind wiederum die
Verlaufe beim StoB des zylindrischen Kérpers mit dem Durchmesser 20 mm.

Ersichtlich ist, da die Schidigung im Abstand von etwa 5mm um den AuBenradius des
auftreffenden Projektils entsteht, in den anderen Bereichen der Platte ist sie vernachlissigbar,
so daB diese Kurven in Abbildung 77 bei Z°*~ 0.0m ™! liegen.
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7.4 Vergleich verschiedener Integrationsverfahren

Die Rechenzeit bei der numerischen Simulation des vertikalen Stofles wird im wesentlichen
durch die Zeitintegration des Materialmodells bestimmt. Daher kommt dem gewihlten Integra-
tionsverfahren zur Zeitintegration des Kontinuums-Damage-Modells eine besondere Bedeutung
bei.

Die zahlreichen Algorithmen zur numerischen Integration von Anfangswertproblemen der Form

{5} = {FH{yh?) (7.32)
mit
{y}(to) = {yo} (7.33)

lassen sich auf folgende Weise einteilen 1001 :

I. Klassifikation nach der Integrationsart:
1. explizite Verfahren
2. Predictor-Corrector Verfahren
3. implizite Verfahren

II. Klassifikation nach Anzahl der verwendeten vorangehenden Werte:
1. Einschrittverfahren
2. Mehrschrittverfahren
3. Extrapolationsverfahren

Die numerischen Integrationsalgorithmen berechnen den Funktionswert ©'+2t{y} zur Zeit
t* + At? im allgemeinen nach der Naherungsformel

m=—1

k !
t'+At'{y} —_ Zaj t“‘JAt'{y} + Z b, t’—m.At'{y} ) (734)
=0

Die Evolutionsgleichungen fiir das Kontinuums-Damage-Modell stellen ein Anfangswertpro-
blem dar, das numerisch integriert werden muf3. Nach Reduktion der Ordnung der Differential-

gleichung fiir das MaB der Proze3geschwindigkeit u
U = v

o= U = —c(a+PG)v—§(a+PG)2 {u—ug, (PG)} (7.35)
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erhélt man ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung. Faflt man die Gleichungen zu
einem n—-Tupel {y} zusammen, ergibt sich ein Anfangswertproblem gemaR Gleichung (7.32).

Dieses System enthilt noch eine gegenseitige Abhingigkeit der Raten von Temperatur O,
Spannung & und den schadigungsinduzierten Verzerrungsraten D und D . Separiert man
diese Gleichungen und eliminiert die schidigungsinduzierte Verzerrungsrate D . aus den
Gleichungen fiir ©, & und D _ ., erhilt man ein Gleichungssystem erster Ordnung der Form
(siehe auch Anhang C):

- oll \
( ( g ( 1)1,1 - D‘].'nl‘ — AgLCDPw
022 o 22 A
g Tz1)3 — Dot — ?BTLCDMO
[A]ad [A]a@ [A]UD . (1) vr (z1)
5 - v3,3 — D3 — AgLC,,,,
gt 31,3 +v31) — DI3

[A]ea [A]ee [A]eD @ ¢ =% 01+6,LC,, +63LC,,, ;

DL Ago' 1t LC ¢,
D2 Ao’ ?2 LC s,
(A7 (A7 [4]PP D3 490’ B LC,,
! i P LD};"S Jou \ Ao’ B LC,g, Jos1

das aufgrund der Belastungsbedingungen (7.12) und (7.16) nichtlinear ist. Sowohl die itera-
tive Losung dieses Gleichungssystems als auch die Integration des Differentialgleichungssy-
stems erfordert eine feine Unterteilung der Schrittweite, da die verschiedenen Bausteine des
Kontinunms-Damage-Modells nacheinander aktiviert werden und jeweils eine kleine Schritt-
weite zur Erfassung der Ubergiinge notwendig ist.

Die numerische Steifheit dieses Materialmodells resultiert im wesentlichen aus den Evoluti-
onsgleichungen fiir das MaB der ProzeBgeschwindigkeit u sowie fiir die Spannungskonzentra-
tionen g°. Dies liegt zum einen an der indirekten Abhéngigkeit der Evolutionsgleichungen
von u (iber die Materialfunktionen, siche Anhang A) und ist zum anderen durch die Evo-
lutionsgleichung fiir u selbst (Abhéngigkeit von der ProzeBgeschwindigkeit und damit von
der Temperatur) begriindet. Die sich aufgrund des Temperatureinflusses stindig verdndernde
ProzeRgeschwindigkeit PG erforderteine feine Unterteilung der Schrittweite bei der Integration
des Differentialgleichungssystems.
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Eine Reduzierung der Rechenzeit kann durch die Vorabintegration von 4 fiir einen gegebe-
nen Belastungsschritt und der anschliefenden Verwendung eines konstanten Wertes fiir die
Anderung des MaBes der ProzeBgeschwindigkeit (i = konst.) erreicht werden. Zur Integra-
tion der separierten Differentialgleichung fiir < wird ein Standard RUNGE-KUTTA-NYSTROM-
Algorithmus mit konstanter Schrittweite [297 sowie ein RUNGE-KUTTA-NYSTROM-Algorithmus
mit Schrittweitensteuerung benutzt. Letzterer fiihrte aber trotz erhohter Rechenzeiten nicht zu

genaueren Ergebnissen.

Unabhiingig von diesen Vereinfachungen bestimmt im wesentlichen der jeweils gewéhlte Al-
gorithmus zur Zeitintegration die erreichte Genauigkeit, Stabilitdt und Rechengeschwindigkeit.
Die Anforderung, Ergebnisse hoher Genauigkeit mit mdglichst geringem Aufwand zu erzielen,
hatte zur Folge, dal eine Vielzahl unterschiedlicher Varianten der Integrationsverfahren ent-
wickelt wurde.

Mehrschrittverfahren berlicksichtigen mehrere zuriickliegende Funktionswerte bei der Inte-
gration und erfordern dazu eine zusétzliche Startrechnung, die mit einem Einschrittverfahren
durchgefiihrt werden muf. Hauptnachteil der Mehrschrittverfahren bei der Integration des vor-
liegenden Kontinuums-Damage-Modells ist, dafl die Schrittweite wihrend des Rechenlaufs nur
schwer verindert werden kann (WALLER 1991, Aus Griinden der numerischen Effizienz kom-
men daher hier nur Einschrittverfahren zur Anwendung.

Das einfachste explizite Integrationsverfahren ist die explizite Einschrittformel nach EULER
(Polygonzugmethode):

ti+Ati{y} _ ti{y}+Ati t‘{y} ] (7.36)

Dieses Verfahren mit der Konsistenzordnung 1 eignet sich jedoch nicht zur Integration des
Materialmodells, da es sehr instabil ist.

Ein seit den 20er Jahren bekanntes Verfahren ist das klassische RUNGE-KUTTA—Verfahren
vierter Ordnung. Es handelt sich um ein einfaches aber wirksames explizites Verfahren, um
relativ genaue Ergebnisse in annehmbarer Zeit zu erhalten. Hier wird der Zeitschritt bei
gegebenem t{y} zur Zeit ¢ mit der Schrittweite A¢¢ zum néichsten Wert £ 2y} zur Zeit
t4+-At? iiber die Berechnung von 4 HilfsgroBen ausgefiihrt. Man kann zeigen, da fiir hinreichend
‘verniinftige’ Differentialgleichungen (d.h. {f}({y}, t) muB geniigend oft differenzierbar sein)
die so berechneten Werte t'{y} die wahre Losung beliebig genau annidhern, wenn die Schrittweite
At nurklein genug gewihlt wird. Die klassische RUNGE-KUTTA-Formel ist deshalb so populir,
da sie vierter Ordnung ist, das heiBt bereits durch Versechsfachung der Schrittzahl erhélt man
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im Idealfall ein 6* = 1296mal genaueres Ergebnis [47].

EinigermaBen zuverldssige Aussagen kann man jedoch nur iiber den Fehler pro Schritt
machen. Um Ergebnisse ernsthaft verwenden zu konnen, reicht die Kenntnis, ‘daB man die
Genauigkeit der numerischen Losung beliebig steigern kann, nicht aus. Man braucht eine
konkrete Fehlerabschétzung oder noch besser eine Fehlersteuerung, indem man die gewiinschte
Genauigkeit vorgibt und der Algorithmus die Ergebnisse mit dieser Genauigkeit liefert.
Eine grofere Genauigkeit erreicht man durch eine Schrittweitensteuerung. Hierzu wird der
entstandene Fehler abgeschitzt und mit einer vorgegebenen Obergrenze verglichen. Ist der
Fehler zu groB}, wird der Schritt mit einer kleineren Schrittweite wiederholt, andernfalls erhoht
man die Schrittweite fiir den néchsten Schritt. Diese individuelle Steuerung der Schrittweite
steigert stets auch die Effizienz des Verfahrens, da sich das numerische Verhalten fast aller
Differentialgleichungen mal schnell und dann wieder sehr langsam 4dndert, so daf eine konstante
Schrittweitenwahl nicht sinnvoll ist. (471

In den 60er Jahren wurden unter anderem von FEHLBERG [39:40] cingebettete Verfahren
entwickelt, die auch die Grundlage der moderneren Verfahren von DORMAND & PRINCE [3435]
sind. Das Prinzip beruht darauf, zwei aufeinander abgestimmte RUNGE-KUTTA—Formeln ‘auf
einmal’ zu berechnen, wobei cine der Ordnung ¢ und die zweite der Ordnung p ist. Eines der
Ergebnisse ist genauer als das andere, und ihre Differenz folglich eine Abschitzung fiir den
Fehler: -

{flo = {FIC{} 1)

{f}m = {f}(t‘{y} + Atl Z;T}_——(-)l amj {f}] 3 tl—mAt’) m = ]_, s-1
. s—1
1‘."+Ati{y} — t‘{y} + At‘l. Z bm {f}m (Ordnungq) (737)
m=0
. s—~1 R
CHAgY = Hy}+ Af Z b {f}om (Ordnung p)
m=0

Mit dieser Fehlerabschétzung kann die Schrittweite gesteuert werden. Die Formel der Ordnung g
wird als Ergebnis weiterverwendet, wihrend die Formel der Ordnung p nur zur Differenzbildung
und Fehlerabschitzung benutzt wird. Im allgemeinen Rechenschema ist s die Anzahl der
Zwischenschritte. Als Beispiel eines bewihrten neueren Verfahrens sei hier die Formel
RK5(4)7FS von DORMAND & PRINCE [34] genannt. Die Bezeichnung bedeutet ‘RUNGE-KUTTA
g=5. (p=4.) Ordnung mit s=7 Zwischenschritten, FSAL und S.’

FSAL bezeichnet die Eigenschaft ‘First Same As Last’ und heifit, daf} das Verfahren die Anzahl
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Bezeichnung q p s Bemerkung
RK4 4 12 *

FEHLBERG RK7(8) 7 8 13

DOPRI RK5(4)7FM 5 4 7 hohe Genauigkeit

DOPRI RK5(4)7FS 5 4 7 hohe Stabilitit

DOPRI RK5(4)Y7FC 5 4 7 Kompromif} aus M und S

DOPRI RK5(4)6M 5 4 6 hohe Genauigkeit
DOPRI RK6(5)8S 6 5 8 hohe Stabilitit
DOPRI RK6(5)8C 6 5 8 Kompromif3 aus M und S

Tabelle 2: Untersuchte explizite Integrationsverfahren

der Zwischenschritte s geringfiigig vermindern kann, indem das letzte berechnete Zwischen-
ergebnis eines erfolgreichen Schrittes ohne Neuberechnung als erstes Zwischenergebnis des
nichsten Schrittes verwendet wird. Der letzte Buchstabe dient der feineren Unterscheidung, fiir
welchen Spezialfall die Formel erstellt wurde (siehe Tabelle 2).

Implizite Integrationsverfahren zeichnen sich insbesondere durch ihre guten Stabilitiitseigen-
schaften auch bei grofien Zeitschritten aus. Ein groBer Nachteil bei der Integration nichtlinearer
Differentialgleichungssysteme besteht allerdings darin, daB in jedem Zeitschritt ein nichtlinea-
res Gleichungssystem geldst werden muf. Aus der Darstellung

{£1} = (AL
{fa} = (FH7490}, t-mar) (138)

Prady} = Gyl + Ay A+ A= {RY . 7 #0

erhilt man mit der Wahl der Koeffizienten zu m = j = 1 und v = 0.5 die bekannteste

* Dieses Integrationsverfahren ist kein eingebettetes Verfahren und besitzt daher keine Kontrollordnung. Die
Schrittweitensteuerung wird durch eine Vergleichsrechnung mit halbierter Schrittweite realisiert.
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Integrationsformel dieses Aufbaus, die Trapezregel. Die Wahl der Parameter zu m = j = 0.5
und v = 0 fiihrt auf eine implizite Mittelpunktsregel.

Implizite Verfahren

Trapezregel

Mittelpunktsregel

Tabelle 3: Untersuchte implizite Integrationsverfahren

Ein Vergleich der Rechenzeiten der untersuchten expliziten und impliziten Integrationsverfahren
unter folgenden Rahmenbedingungen

e Berechnung eines Aufstauchversuchs mit v = 100 m/s

o Diskretisierung mit 90 4-Knoten-Elementen

e Zugelassen wird ein relativer Fehler bei der Stoffgesetzintegration von 0.001

e Zeitschritte bei der Integration der Bewegungsgleichungen (Kombiniert mit der modifi-
zierten NEWTON-RAPHSON—Iteration) von At = 0.1us (die dann durch die Schrittwei-
tensteuerung je nach GréBe des relativen Fehlers noch feiner unterteilt werden)

e Vollstandiges Modell 1.2LD unter Beriicksichtigung des Temperatureinflusses und der
Schidigung fiir eine Ausgangstemperatur ©g = 27°C

e Rechenzeit ist die auf einer SUN SPARCstation20 benétigte CPU—Zeit

ist in Tabelle 4 aufgefiihrt.

Alle Verfahren sind mit einer Schrittweitensteuerung ausgestattet und liefern im Rahmen der
geforderten Genauigkeit gleichwertige Ergebnisse fiir den Spannungsverlauf sowie die internen
Variablen.

Wihrend das extrem steife, nicht modifizierte Differentialgleichungssystem sehr grofie Rechen-
zeiten bendtigt, erreicht man durch die betrachtete Modifikation eine starke Verringerung der
Integrationszeiten.

Besonders auffallend ist der gravierende Unterschied der Rechenzeiten der einzelnen Verfahren
bei der Integration des nicht modifizierten Systems, wihrend bei Vorabintegration von u
insbesondere die Verfahren von DORMAND & PRINCE eng beieinander liegen.



110 7. Strukturverhalten — Simulation des vertikalen Stofies eines zylindrischen Korpers
Integrationsverfahren | Rechenzeit Rechenzeit
ohne Modifikation | Vorabintegration
von i

RK4 197756 s 78 558 s
FEHLBERG RK7(8) 142938 s 36935 s
DOPRI RK5(4)7FM 51817s 11362s
DOPRI RK5(4)7FS 43709s 117555
DOPRI RK5(4)7TFC 42217s 12193 s
DOPRI RK5(4)6M 48606 s 113255
DOPRI RK6(5)8S 55060 s 13906 s
DOPRI RK6(5)8C 42914 s 13599 s
implizite Trapezregel 225945 s 446715
implizite Mittelpunktsregel 161239 s 437555

Tabelle 4: Gegeniiberstellung der Rechenzeiten verschiedener Integrationsverfahren
fiir die Berechnung eines Aufstauchversuchs mit v = 100m/s

Die eingebetteten, expliziten Integrationsverfahren von DORMAND & PRINCE erweisen sich fiir
das betrachtete Problem als die besten Verfahren.
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8. SchluBbetrachtung

Zur Beschreibung des Materialverhaltens metallischer Werkstoffe bei Hochgeschwindigkeits-
deformationen wurde das Kontinuums-Damage-Modell von BRUHNS, DIEHL & FORNEFELD um
die Beriicksichtigung eines weiteren Schidigungsmechanismusses erweitert, um insbesondere
die Anfangsphase des “spalling” als Folge von Zugwellenausbildungen und deren Reflexion
besser simulieren zu kdnnen.

Dazu wurde eine skalarwertige interne Variable als Porenvolumenanteil der in einem reprisen-
tativen Volumenelement als gleichmé8ig verteilt angenommenen Mikroporen eingefiihrt. Der
vorgestellte Ansatz ist auch in der Lage, eine Riickbildung des Porenvolumens durch die auf
eine Zugwelle folgende Druckwelle zu beschreiben.

Das entwickelte Kontinuums-Damage-Modell ist giiltig fiir die erste Phase eines Hochge-
schwindigkeitsprozesses bis zur Entstehung eines Makrodefektes. Es ist in der Lage, Prozesse
im Dehnratenbereich von 107451 bis 1035~ zu beschreiben, bei denen thermisch aktivierte
Versetzungsbewegungen vorliegen.

Die in den Evolutionsgleichungen enthaltenen Materialfunktionen und Parameter zur quan-
titativen Materialbeschreibung wurden mit Hilfe der Evolutionsstrategie ermittelt. Durch die
getrennte Evolution von Teilpopulationen auf verschiedenen Rechnern wurde ein weiterer
Baustein der biologischen Evolution, die Isolation, erfolgreich eingesetzt, um die Zahl der
Zielfunktionsaufrufe zu erhohen und die Daver der Anpassung zu verkiirzen.

Zur Simulation des vertikalen StoBes eines zylindrischen Korpers wurde ausgehend vom Prinzip
der virtuellen Arbeit eine inkrementelle Finite-Elemente-Formulierung entwickelt. Durch geo-
metrische und physikalische Linearisierung wurde unter Verwendung einer Update-Lagrange-
Formulierung und des isoparametrischen Konzepts der Algorithmus zur Losung des nichtlinea-
ren Problems formuliert.

Da der grofite Teil der Rechenzeit bei der Simulation des vertikalen Stof3es fiir die Zeitin-
tegration des Stoffgesetzes aufgewendet wird, wurden verschiedene explizite und implizite
Integrationsverfahren auf ihre numerische Effizienz untersucht. Die besten Ergebnisse werden
mit den eingebetteten, expliziten Runge—Kutta—Formeln von DORMAND & PRINCE erreicht.
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Durch die Vorabintegration der Evolutionsgleichung fiir das Maf} der ProzeBgeschwindigkeit
und die anschlieende Integration des reduzierten Differentialgleichungssystems konnte die
Rechenzeit fiir einen Aufstauchversuch drastisch gesenkt werden, ohne die Genauigkeit der
Ergebnisse zu verschlechtern.

Die Moglichkeiten der Ergdnzungen sind vielfiltig und sollten in erster Linie auf die
Einbeziehung von Makrodefekten und dem damit verbundenen Ubergang zur zweiten Phase
der Materialbeschreibung abzielen.

Durch die Einbeziehung von Reibung an den Kontaktstellen kann die Ubereinstimmung mit
den experimentellen Befunden noch weiter verbessert werden.
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Anhang A: Materialfunktionen und Parameter des Modells 1.2L.D

Zusammenstellung der fiir das Modell 1.2LD an fiktive einachsige Prozesse angepaften
Materialfunktionen und Materialparameter. Alle Materialparameter sind auf SI-Einheiten
bezogen, so daB jeweils nur die Maf3zahlen angegeben sind.

Es werden die folgenden Abkiirzungen benutzt:

¢ = z12°
¢ = 7 lel
e = zrle,l

Hierbei wird die Determinante J, bendtigt:

S=detV, = Jl=detV?=det(l+2E,)~1+2uE,
Mit Hilfe von (7.28) erhilt man:

T2 o~ 142 (3A2(® ~ ) + (3\s + )\4)71;tr_q)

2 —1

=

g 3)\2(@ - @0) + (3)\3/0 + )\4/0)(1 +

Entwickelt man die Funktion f (%) in eine Taylorreihe um 7, = 1 und bricht diese nach dem
linearen Glied ab, so erhélt man

f(&) = fQ) + ff(I)(%-1)

ki) Z°
~ 3X(0 — Oq) + (3)\3/[) + /\4/0)(1 + %)trg

1+ k| Z°] (1 +k2) 2°0)?
und damit eine quadratische Gleichung fiir 7. :
k1129 k112 )>
1+ ko2~ (1+ k2}27)?
2k: 12 + k1|27 ))
1+ ko2 7 (L + k2]27)27) .
Bei der Berechnung kieiner Deformation kann der EinfluBl der Determinante 7. vernachlassigt

JE+ % (2trg(3,\3,0 + Ap) (1 +

= (1 + 6)\2(@—@0) + 2trg'(3)\3/0 + )\4'{))(2 +

werden:

F = 1
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1) Materialfunktionen zur Beschreibung thermisch aktivierter Versetzungsmechagismen:
e Der FlieBflachenradius g,

97(5,0,u) = TO(k,0) TM(k,0) T, (u)

mit:
F(O) @ — 1 t 6 1 1 thl K _|_ tha EZ 2
T1 (K'! ) - gTO - th4 arc a,n(xgtﬁ —6—0- —_ + 1 + thlz -
@ -
F:(rll) (%,©) =1 — x,, arctan (Xgm K (@_0 - 1))

X
FTz(u) = tha + uxs::a

Xgn =1.6-1077 ¥, =18.10"6  x  =344-1071

Xgea = 0.33 Xy = 2 Xgs = —0.253
X,er = 0.1196 X e = 0.517 X0 = 0.64
Xgt10 = 10-8 9ro = 6-10'®

e Der Gleichgewichtswert der ProzeBgeschwindigkeit u
‘ N2 4
ugo (PG) = up — 2(up — Uoo) (U(PGJ) + (uo — Uoo) (U(PG))

mitt  U(PG) = XL log(l + Xuo PG)

u2
ug = 1072 Uoo = 0.0

Xos = 2.6034 - 101 Xup = 10.177

e Die Uberspannungsfunktion @

2,(%) = 1 - o)

Xis = 25
¢ Die plastische Verzerrungsrate vy,

7T(K:’ u) = X u;é (u) (Xu + Xio e Xew 4 X4 e Xis N)
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L 1 O
X, = 1.47 X, = —0.4387 X, = 9.424 1076

X,, = 0.3008 X,s = 5.6233 1077 X.r = 0.83283

e Die Materialfunktion c,.

er(K) = X (eC(K) - 1)
C(K‘) = Xon + Xot2 g Xeta ™ + X ts e Xets ™
Xon = 0832 X, = 3.535 Xos = 1.099 - 1076

X..s = 3.687 Yoz = 4.68-1077 X.s = 107

e Die Funktion K (k, ©)

K

K(,©) = K(k) = (1 - )

K-maa:

Kmaz = 1.0+ 10°

2) Materialfunktionen zur Beschreibung der Schiadigung
¢ Die Materialfunktionen aus der Evolutionsgleichung fiir o°

dl(c’ u) = Xsol e—x"O2u ~ Xa03S
dQ(C) = X504 e~x505<
X
d3(<) = n X508
( 1 + XaO'Ig)
X
d4(g) - = X510
(1 + XB].BQ-)
ds(s) = Xs00 —
(1 + Xelog)
Xal2 €
m(s,€e) = _
( ) (1 + Xalag)XB14 (1 + X.15 € ) 816
Xoor = 13 Xoon = 10° Xy = 71076
Xoos = 6-1078 X.os — 2.3.107°
Xs0s = 10° Xopor = 3.5 105 Xoog = 5.5
X.00 = 1.2 X.o10 = 6.6 - 10-3 Xoors = 2

Xao12 = 2° 107 Xao1s = 2° 1076 X014 = 3
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Xoors = 1 Xoo1e = 1

Xoo17 = 9 10-3 Xoors = 1- 1077 Xoors = 16

¢ Die Materialfunktionen aus der Evolutionsgleichung fiir Z°

h
hz(eo) = —1 T ;021@0
d
dz(Cagz) = =

1+ %, 007 arctan(g,)
Z2

9 = Gz/h'zu

G, =

1 o/ o/ 1 0
Ze g - VAL —h, 20

v, =310 h,, = 1.75 - 1012 d,, = 1.06667 - 10718

Xz =2 Xz2 =08 Xzs =3

e Die Materialfunktionen aus der Evolutionsgleichung fiir €7 .

h
" _ pSso
DS (C) 1+ %Xm arcta.n(xzs C)

dpgol
dDS(C)gDS) = #S;C a‘rCta‘n(XZ?gDS)
zZ6

9ps = Gpg / Ppso

— 1 o/ o/ 1 ]
GDS = 72 g g - szStrg - h’DS 20

vy =3-10% hpse = 3.5 - 1012 dpg, = 3.674235- 10715

Xzq =35 Xzs =1 Xze = 0.1

Xzr = 10°

e Die Materialfunktionen aus der Evolutionsgleichung fiir £

h
hop(8%) = T 60
£0

dppi (©, 8°,0%€) = (91(8) + 92(O) €) a.rctan(%)

£1

G
dpp, (0, a°,0°% = 9;3(6) a.rctan( DP)

Xea
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Vpp = 1.39 1072 Bppe = 1.33-108
91(0) =2.2.1076 92(0) =4.5-107° 93(0) =6-1073
Xeo = 8.7 Xe = 4.2-107 Xe = 3-107

e Die Materialfunktionen aus der Evolutionsgleichung fiir €€,

zVe'-e - Vh

®,. () = 9 = N

Yy = 0.6124 h, =3-10°

e Die Materialfunktionen aus der Evolutionsgleichung fiir ©°

T, (u) e°
1 + Ta(u) ©° ) v

dev(uieoagv) = Tl(u) (1 -

Ti(u) = X, (1 + x@e“xea“)
Tr(u) = Xeoo wres
Xo, = 1072 Xo, = 7.5 -10* Xos = 5+ 102

Xea = 2-10% Xes = 4
3) Materialfunktionen zur Beschreibung des thermoelastischen Verhaltens
e Die Materialfunktionen zur Beschreibung des Einflusses der Schadigung auf das thermo-
elastische Verhalten

k
w(¢, o) = 71;72 (1 _'_122( )¢ ()\3/0 (UQ')?' + )\4/0 tf_O_'Q)
A3(Q) _ M(6) k1€ —v 1+v 1
= =14+ —— 3 A =— 5 A = =
)\3/0 )\4/0 1 + k¢ 3/0 E 4/0 E 2G
k1 = 300 E=21-10" (Agp = —1.4338821 - 10~12)

ko = 1000 v =0.30111524 (Agp = 6.1957868 - 10712)
e Die Materialfunktionen aus der Differentialgleichung von u
PG = m'a'a:{ O 3 |DEW ,mu: + Xul é) }

c=5-100 a=10"* X, = 107°
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¢ Die Parameter aus der Wirmeleitungsgleichung
p=17.5-10° Ay =10"5

7, = 2.53-10~8 k=12

Lo = 6.76 - 10~° 3 =3.5-10"17
e =1.1-108 vy = 1.677- 10712
vy =1.66-10"4

4) Materialfunktionen fiir den inelastischen Spin
D (-E") = @, (-7;1‘-)

Yrw (u) = X0 u:_-,cl; (u)

Xeo = 0.979

Cor = 480

1 = 6.76 - 10~°
pa = 107

vz =5.10"11
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Anhang B: Spezialisierung des Modells 1.2 auf einachsige
Makro-Spannungszustinde

Fiir die Betrachtung von einachsigen Makro-Spannungszustéinden kdnnen die in Kapitel 3.4
aufgefiihrten Evolutionsgleichungen vereinfacht werden.
Fiir die Matrixdarstellung der Tensoren erhélt man bei einem einachsigen Spannungszustand:

o 0 0 a® 0 0 1 0 0
c=1000}|, g=[024 0}, X, =X.|0 -5 0
0 00 0 0 a3 0 0 -3
e 0 0 Z° 0 0 1 0 0
e=|0¢ 0], 2°=[0 23 0|, € ,=€ps]|0 —% 0
0 0 ¢ 0 0 Z 0 0 -3
1 0 0 q
.Q(:,L =€y, |0 _% 0 , g= 10
0 0 -3 0

Eine ausfiihrliche Umformung aller Evolutionsgleichungen wiirde den Rahmen dieser Arbeit
sprengen. Die Spezialisierung der Evolutionsgleichung der durch Scherbandschéddigung in-
duzierten Dehnung €9 . wird hier, exemplarisch fiir alle anderen Gleichungen, ausfiihrlich
angegeben. Aus der allgemeinen Gleichung

o.l

—é-GDS = [dDS]DS «(LCDS») H_;_,—H

erhilt man die Evolutionsgleichung fiir einachsige Spannungszustinde, indem man fiir o die
Matrixdarstellung eines einachsigen Spannungszustands

g:‘.

o o9
o OO
oo O

vorgibt. Daraus ergibt sich:

fro = o
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2
' = lrg)l = | 0 -1 8
g = g—3 Q) 4+ = —30 !
0 0 —§J
2
lg'll” = (50 + §0* + §0*) = 3o

'l = /% lol

Damit folgt fiir die xx-Komponente von €9 _

€z2Dps = éODs = [ DS ps {{ LCDS)
\f o]

[dos]lps ULCps)) Slgn(a)

Evolutionsgleichungen fiir die Schiidigungsvariablen

Der Spannungskonzentrationstensor g ° :

6° = (dy+2dy0®+2d3Z° +2d4€)6 + Kdsoé,.0° — mo

0 __ . o _ o
6, = Kdsoé,p0y — moy

Der Scherbandschidigungstensor Z° :

Z'o

[ds1; (2C,) ($ma0® + (na+w)2°)

23 = [dy]: (IC.) (huso® + (ma+w)Z3)

G, = 3(0°—03)® — v, (c°+20%) — h, 20
Ic, = (%(a°—ag)~vz)(d1+2d20°+2d3 Z°+2d,8) 6

+ (% (a°—ag)-—uz)Kd5aéwa
3 (0°—ad) +2v, )Kd50'éwag > 0

Der Porenvolumenanteil £ :
é = [dDPl]DP (LCDPI)Dpl - [dom]opé (LCDPI)DPZ

A/ 5 |o°— o] + vpp (0°+200) — hyp > 0
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LC,,, = (\/gsign(a"—og) + UDP) (d1 +2d20° +2d3 Z° + 2ds &) &
+ (\/_-g-—sign(o0 —~0,) + Z/DP)de gé,.0°
- (\/%_sign(a" —ag) ~ QUDP) Kdsoé, oy > 0
Die durch Porenbildung/Porenwachstum induzierte Verzerrungsrate €9, :
&
3(1-¢)

0
€pp

Die durch Scherband-Schadigung induzierte Verzerrungsrate €9 _ :

& = /2 ldpslns (LCKs)) sign(o)
Gps = (0= 0% — Vg (0°+20%) — hyg > O
LC,, = (g (0° = 03) = v ) (dy +2d3 0° + 25 Z° + 244 €) &
+ (% (0° —0g) - VDS) Kdsoé,.o°
- (% (0° —ay) +2Z/DS) Kdsoé,of > 0
Die Temperaturkonzentration ©° ;

e’ = [dev]v

Die lokale versetzungsinduzierte Verzerrungsrate €, :

é?/[, = \/% Tve [q)vz,]v .S‘ig’n,(O'o - 0'?1)

G, = 2(°-0%—h, 20

Evolutionsgleichungen fiir die Variablen der Versetzungsmechanismen

Die thermisch aktivierte Verzerrungsrate € . :

€yp = \/g-'YT [®r]r Sign(%a—X,.)
Fp = §(G0-X)" -9, 20

Der kinematische Verfestigungstensor X :

X = Créyr




122 Anhang B: Spezialisierung des Modells 1.2 auf einachsige Makro-Spannungszustinde

Die Versetzungsdichte « :
k = Koé,

Die Evolutionsgleichung fiir die innere Variable &, :

6 299 1,
17 bz Tq q

Das Maf} u der ProzeBgeschwindigkeit :
2
i = —cla+PG)i-— (a+ PG)? (u— ug, (PG))

mit: PG = maz{0, |¢{|+x,,0}

Variablen zur Beschreibung des thermoelastischen Verhaltens

Die reversible Verzerrung € ., :

/\3 a
€Ee = )\2(6—60)+)\—3/_OE

Die Entropie 7 :
pn = MO —=06p) 4+ Ao + wuk

Der WirmefiuBl § :

. 00
Tqq + g = _k%

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik lautet dann unter Vernachldssigung volumenverteilter

Wirmequellen :

PCox® + X006 = (1-13Kk—vs KOy —1ae,)oé,. + o0&

+ 160° [doy Iy + m(c® +202)? + pam(a®? +209%)

b9
23
dq

+ (ua+w0)2(27 +222)) [d,], (LC) - 51

+ oL + p

€+ (2ot + 4 ol +w)o? (22° + 2))
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Anhang C: Aufbereitung des Modells 1.2LD fiir
axialsymmetrische Probleme in Zylinderkoordinaten

Zur Berechnung des Lastvektors miissen nach jedem Schritt der Gleichgewichtsiteration die
Spannungen sowie die internen Variablen durch eine Zeitintegration von ¢ bis ¢ + At numerisch
ermittelt werden. Das vorliegende Materialmodell enthilt eine Kopplung der zeitlichen
Ableitungen von Spannung, Temperatur sowie den schadigungsinduzierten Verzerrungen, so
daB die Zeitintegration des Differentialgleichungssystems nicht direkt erfolgen kann. In jedem
Zeitschritt wird daher erst ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von o,0und D bs
sowie D geldst.

Ausgangspunkt der Materialbeschreibung ist eine additive Aufspaltung des Tensors der
Verzerrungsgeschwindigkeiten D in einen reversiblen und verschiedene irreversible Anteile:

sym(V,V;Y) = IV, = JE

—e —¢ e e

mit: J=detV, = J?=detV?

1

det(l +2E,) =1+ 2trE,
D, =D, + D _ + D

1 — VT — DS —DP

Mit dem hier verwendeten GREENschen Verzerrungsmal
-E e — %(Yﬁ - _1..)

erhdlt man unter Voraussetzung von thermoelastischem Materialverhalten die reversible
Verzerrung E. :

E, ~ (M(0-60) + XtS, )1 + MS,

v . v v
E, ~ A01 + Agtr_SK 1+ )\4§K

Der reversible Anteil des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten lautet:

v
D, = J‘ZE :
1 v 1 v
~ jz L+ —ﬁA*?trSk 1+ J2’\4§1<
1 1
= Jz)qel + 73-)\311‘_3_ 1 + F)\‘;&
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Durch Umformung erhélt man eine Bestimmungsgleichung fiir o

o o /\3 )‘2 -

Q@ + trgl*—eg = Q—QVT"QDS—QDP“ﬁel

oll /My A3 A3 /22 033 1 1 11 Ao -

2 (:7—3 + ﬁ) + f(a ()2 + & ):D —DW—DDS—D;;—Z—Z-G
022/ A A3 Az 1 /oll 633\ o9 90 92 22 Az

o (—? + f) + ‘7—63(:6‘)2( + 0 )—D —DW—DDS-DDP @)
233 7 Ay A3 Az (oll 022 o 33 33 33 33 A2

g (—:3'+ _.76_3) f( o (:c‘])=D _DVT_DDS_DDP_ZQ-Q
ald Mg 13 13 13

g Z§ = D DVT_DDS

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik lautet fiir adiabate Prozesse unter Vernachlissigung

volumenverteilter Warmequellen :

Tepeon®d + 201rE — 226 (wg)(tD.) = Ka-D,, + %iz-D,,
Kk wKo vac m
+‘7€(1 - V3$ - 4‘76 L - ;;)gugv'r + pe®° [dev]v + 72 (trgo)2
m
+ 2 ?5 _o_.u_.g_.o + (191 +192€)[dm’1]m= (LCDP1>DP1 +193£2[dppz]13p (LCDPL)DPZ

—

t e (% (2 + (14 +w)zo) +(Z° - 2°tD,)




Anhang C: Aufbereitung des Modells 1.2LD fiir axialsymmetrische Probleme 125
TepCon© = % [JHD; + azzDi?s (z)* + 03 D% + QGISDL‘:‘,] + us®°[dy, ],
vsKk 1nKeOe 20
+‘7\€[011D‘1,;+a22D3§($‘)4+0’33D33_+2013D‘13,H ) _ V4 o _ 221
T e WA

(ﬁl + €+ o % s [ + 0T+ 033]) (o] (LCom( &),

("93€ 3(1«.7 £) [0'11 + 0'22(331)2 + 033]) € 9o op <LCDP1(&)>D,,2

A20

. 2
m 11 022 2 033
+p—|0° + 0 () + o - [a

22
o (z)2 45

Dsa}

a7 [0+ 6 ) 6 2 ) 26710 20 ) ]

+ %2‘{[% (614 619%) + ()2 +[Bemrers sz e

w2 (00 0 y) + rera) 2]+ 2ur?| (24 (27
:
#2100 10615 4 (gt 2 } (LC,(8))
Dies 148t sich auch verkiirzt schreiben als:
Tepeon® = 01 + O3(LC,(B)) + Ou(LCu(8)) ~ 27 [8 487 (292 + 8"

y [aupys + ™D () +0%D%, 1 zawpg;]
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Die durch Scherband-Schédigung induzierte Verzerrungsrate D _ :

g,I

'QDS = [dDS]DS («LCDS») ﬂg’ll
DL = Ao ((LCps(a)h o'™
DX = A ((LCps(2))) o'

D¥ = Ao «(LCDS(&))» o'

D13 = AO «(LCDS(&)») 0'113

_ [4bslos
- V(02 + (0722)2 ()4 + (0733)2 + 2(0” 13)2

mit: Ap

ist noch an folgende FlieBbedingung G ,; und Belastungsbedingung LC . gekniipft:

1 v
o/ o/ DS o
Gps = oga’ — tro® — hg

___J?_

Gos =a(@ )74 0" PP2e) + 07 %)+ 267 V@) + 267 P+ 267 7))’

- ng (0011 +0°22(:1:1)2 +a°33) — hys

LCps = LC, = %(;’f—"”—%l) (& +me)
1 /2 o o
- 7 (e -w1)- (08 +Ka(a-D,,) ")

Durch ausmultiplizieren und umsortieren 146t sich die Belastungsbedingung auf folgende Form

bringen:

3
Lc, = LC, 0 + LC,,0 +LC,,0 + LC,,0 + LC,
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)(d1+ 2 dyo®it 24 Z°“+2d4§)

l/

A
112 2 12 1 12 4 13( 1 13 1
o° :E‘) ( o +zd3Z° >+ J—EQO'OI (zdgdo +7]e-d3Z° 3)}

022 v
o {(sz B e )(d+ 2 a0 (@24 Fds 20 (@) +2d4E (2!

Q

+ 42012 (£ 4 £do 202 @) + S 07 (L a0+ Ly 2% (@)}

33
+5 {( F:0" 33_ ‘}—f)(dl + 2dy0°+ %d3Z°33+2d4§)

j} 00'13(31:(120°13+ -J{-dgzﬂw) + 2x 00'23(x1)2(5iedza°23+ —}:d32023)}

+

R

4 Lz”’o’ 12(m1)2(id20023+ J%dazoza)_i_ '.7‘:_2 0“’23(:1:1)2(—}:(120“12—(— jledazﬂz)

Golll_%)(%d20_ol3+ %d3Z°13)+ (7250_0133_'_‘%)(%(120013_{_ J%dszow)

S

+ 747 e (dl + idg(crf'33 + oo+ Lds(z°t + Z°33)+2d4§)}

. 2 /111 v 11 2 122 v 4 022 2 133 Vv 33
i (o (o g Yo s (o

e e

n %00’12($1)20012+7450"’13a°13+74500’23(:1:1)20"23}
€ e e

Die durch Poren-Schidigung induzierte Verzerrungsrate D

I ;
Por = 3029t

Dy = Dp2(s)? = D} = (4s — A1) LCpu(0)

([dDPI]DP>Dp1
3(1-¢)
Ag = (A — A7)

§ ([dor2] pp )

Ar 31— ¢)

mit: Ag

Durch ausmultiplizieren und umsortieren 148t sich die Belastungsbedingung auf folgende Form
bringen:

o oll 522 033 L13
LC,, (a) = LCy,0 + LCypy0 + LCy,0 + LCpyp, 0 + LG,



128

Anhang C: Aufbereitung des Modells 1.2LD fiir axialsymmetrische Probleme

Aus diesen Evolutionsgleichungen resultiert das nachfolgende Gleichungssystem, welches zur

Bestimmung der Raten in jedem Zeitschritt gelost werden muf:

i T (&MY ( wwi-DW—AgLCpny )
22
g D”' ~8-LC,
g 3 2
oo c© D ('cl) (.7:1) DP10
A [A° (4] .
g /U3,3 - DVT - A8 CDPJ.O
a2t s(i13+vs1)— D2
[A]GO' [A]®9 [A]GD 6 A 61 + G)QLCZO + eSLCDPlO
piL Aga' 1 LC,g,
D2 Agd’ 22 LC,,
[A]Da [A]De [A]DD Df’s Ag 0’33 LCDSO
L 49«9 { D11)35 o1 N Aga' B LCp, J o1
mit: [A]7P = [ 1 ]ans [A]PP = [ 1 ]sa
[A]°® = [ Zpcon |1 [A4]°° = [ 6]en
- A%_ -
A
Ap
(a70= | F
A
‘7;2
- 0 - 4x]
i %,\2@ 0,LC,, —03LC,,, F —Jol! W
/\ (321)2 ezL @3LCDP12 —$022($1)4
2220 — 6;LC,, —- O3LC,,, ~Jo33
L _@2ch4 - @3LCDP14 Jd 1%4 - —2%013 - 144
r—Ago’ ]'ILC'DS1 —/‘100‘IHLCVDS2 —AoO‘IllLCDS3 —-A 0"11.[16'1)_5.4
[A]DU —Agd' 2LC,,, —Aed'BLC,, —A¢0'?*LC,,, —Aoc'*2LCL,,
—Ago’3BLC,,, —Apd'BLC,,, —Ago'3¥LCL, —Aed’33LC,,,
| Ao’ BLC,,, —Aer'BLC,, —A¢c'BLC,,, —Ac0'BLCpe,] 4us
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[ Mg, 2EX 4,
A3 Ag Aat) _Asg
J3 (1) + a:l) Cppn %—a—i-(a:l):’ LCppy
[A]O'a_ \
J3+AB DF11 3(:1:) — 73 T AsLCpp,
0 0

Az
T3 +A3LCDP13

T + L ooms

Aat)a
J3

+ AsLCppy

0

As LCDP14

(z1)? LCppy4

AgLCpp

Sl

4%4

Die substantielle CAUCHY—Spannungsrate ¢ lautet unter Verwendung der eingefiihrten objek-
tiven Zeitableitung:

6 = o0+ (W-W)a - a(W-W) + gD,

s = gy o3 (w13 —v31) — 2083W, + o (rD,)

52 = 2% _ Iilvlozz +o2(t:D,)

5% = 8% + '3 (v31 — v13) +203W} + 0¥ (trD,)

518 = 313 I %011(v3,1 —v1a) + %033(1)1’3 —vaq) F (011 _ 033)Wi13 +013(tr1_)c)

Evolutionsgleichungen fiir die Variablen der Versetzungsmechanismen

Die thermisch aktivierte Verzerrungsrate D .

c' - X

D,. = 7 (2], (e —X.|
Dy = Ap (o'M - X1
D = A1 (o' - X7
D33T = A (0"33 - Xr33)
DB = A (o' - X}
Vo [Pl
T o X (0 - X+ (o — XY+ 200 — X

Der kinematische Verfestigungstensor X _ :

X = Jc.D,.

T

+ (W-W)-X - X -(W-W) + X trD,
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11
X = Jeer Ar (0" = X01) + X2 (g — va0) - 2X° Wy + X (D)
- 22 2
X, = Jeer A1 (0% = X7%) = —ni X2 + X%(0D,)
. 33
X = Jeep A1 (0" = X2%) + X2 (v31 — vi,8) + 2X0° W + X2 (e D,)
. 13
X, = Jecy Ay (0" = X2+ 3 (X0 = XY (va,1 —v1,8) + (G = X2 YWh + X3 (e D,)

Die Versetzungsdichte « :

k=Kgag-D,

o= KAl (0.11(0_1 11_}@%1) + 0'22(0"22—X1?2)(.’L‘1)4 + 0.33(0_133_}612?3] + 20.13(0_1 13*X1]§3))
Das Ma8} u der ProzeBgeschwindigkeit :

2
i = —c(a+PG)i— (a+PG) (u-up(PG))
U = v

2
D = —c(a+PG)'U — _CZ(a+PG)2(’u,—uEQ(PG))

PG = mam{ 0 3 IDEW|ma.z + Xul é }
Die Evolutionsgleichung fiir den plastischen Spin W :

!/ !
W, = Yy [@r0]r XTI'IE’H_H-XQ;“-XT
Wi = W — Ay (XMg"18 4 X13133 _ X135111 _ x335113)
S+ (@22t + ()2 + 20712
Ay = Yow [Prwlr

V(X2 4+ ()22t + (OG°)? +2(X°)?
Evolutionsgleichungen fiir die Schiidigungsvariablen

Der Spannungskonzentrationstensor o ¢ :
6°=dio + +dy(a 0 +-0°) + £d3(2°- 0+ 0-2°) + 2460

+ Kds(e-D,.)a° — ma® + (W-W,)).¢° — ¢*(W-W;) + a°trD,
11 11 13 11 13 11
G =8 + 2y (8 045 001 + 2dy(5 201 4+ 2005 ) + 24465

(3
. oll 11 13 131171 11
+dsko® —ma® +0° " (vi3 —vs,1) — 20° "W + 0% (e D,)
_ all 13 022 oll 013 022
5= 2-d, (00120 +0°%5 +0°%0 (171)2) + +ds (Z°120 + 2°B5 "+ 2°1%5 (:51)2)
. 12 12 | 1, 023 12 231171 12
+ dska® —mo® " + 20°% (v1,3 — vs,1) — 0° M Lvy — P W + 004 (e D,)
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13 11 33 13
(5'0132(1 3_ + dg(O‘ (0_011+0.033) +O’013(S' +Oﬂ' )) + 2d4€00' + d5f'60'013

1 533
— ot 4 id3( (Zoll+ 293%) + 2°8(5 + 6 )) + 1M (vg; — v1,3)

+ %0.033(,01,3 _ ’U3)1) +0011Wi13 _ 0033Wi13 + 0'013(&'1_)8)

22 22 22 22
°P=d1o + 2dy0°?6" @)+ 2dsZ2°% @)2+2dsl0  + dsko®®
_m0_022__ 2ﬂ0.o22+ 0_022(trQe)

5°%= idz( 0B85¥ 4 po125"y 0023322@1)2) + %ds (Z°23333+ 2012574 Z°23322('c1)2)
+ dsk a°23 - ma® P + 10012(1)3,1 —v1,3) — 0023%1)1 + 0012Wi13 + 0°B(rD,)

5033 d1333+ dg(u 13 013+3330033) " %ds (0':'.132013_'_ 2033333) 4+ 2d4§333
+dsik0®3 — mo®3 + 6°"3(vg 1 —v13) + 20° W + 0°FB(rD,)

Der Scherbandschidigungstensor Z° :

>0

2" = 1, (LC) {2V + () 2"} + (W= W) 2° = 2°(W- W) + Z°D,

2011: Ag{‘l_fj:‘ ((0_/11)2_'_ (O'I 13)2) + (#4_'_“))2011} + 2013(1)1‘3 _ UB,I) _ 2Z013Wi13
+2° (e D,)

2012: Az {(ﬂ4+w)2012} + %2023(’0113 - 'U3|1) — 7012 le'U1 — Z023Wi13 + ZOIZ(trQe)

Zo =A3{%3_(0.1110.113 _|_0.1130.133) + (/L4+¢U)Z013} + %(Zoll_ ZOES)(U:‘,I _ ’U1,3)
+ (Zoll_ 2033)Wi13 + ZOl3(tI’.l_)e)

(-3

%(0122)2(‘,}:1)2 + ([.1.4+(JJ)Z°22} _ E‘zT,UIZOZZ + Z°22(U'I_)e)

G, = (@) 0+ 602+ 26712 E)+ 267102+ 260 P)2e)?)

_ _'37{_ (0011+0022(I1)2+0’033) _ hz
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Der Porenvolumenanteil £ :

é = [dpplper (LCDPI)DPI - [dDPZ]DPE(LCDPI)DPZ

i ot..go!
A g g

Gor =% VO G 67 20 PR 267 ) 267 )

GDP trag® — hDP

1
+ 7VDP
e

+ %E_ (0.011 + 0'022(:121)2 + 0.033) _ hDP
Durch ausmultiplizieren und umsortieren 146t sich die Belastungsbedingung auf folgende Form
bringen:

o oll 022 033 013
LCDPI(Q) = LCDPL]. a + LCDP12 a + LCDPIS a + LCDPL4 g + LCDP].O

LCon =8 {( % S+ )i+ 2 a0 2 ds 201 4248

_}_0.0112(.1:1)2(715_d20.012+_.71:d32012) n 32‘ 00:13(.7%(1200134_ j%dSZola)}

+
a22 / v
+5 (25 + 78 )b+ 200 @)+ Eds 20 ()24 2det ) (27)*

+ %00112(%d20012+ :71;d3Z°12)(x‘)4+ 72' 00123(_};(120023+ %dazoza)(zl)iz}
ad3 (1 4038 vy 2 7 033, 2 7 7033
+8 {(7 e+ 222 ) (dy + Zda0®® + 232+ 2dat )
+ _;_ 00’13(31:(120“134- Jledszole’) + %00123(x1)2(71:d20023+ -}:d3Z°23)}
al3 711 133
+0 {(jle 0?44 +%§)(%d20’013+ %d32013)+ (716_0?44 +%)(%d20013+ %ngDw)

+ Jla°’12(x1)2(31:d20023+ %dgzoza)_l_ Jl 0.0/23(1,1)2(_}:(120.012_'_ -i—ng“lQ)
+ 2”8 (dl + Fdy(0°% + M)+ Fds(2°H + Z°33)+2d4§)}

0/22 0/33 v

i ao’ll a g
+d5n{(Jle . +E§f’-)a°11+ (é—m o B )(m1)40°22+(%¢—m +—3§)a°33

_2_00112($1)20012+_}_0011300134_:72_00/23(%1)20023}

+
S

A4 = \/(001 11)2_|_ (0.0122)2(1.1)4_'_ (0.0133)2_|_ 2(0.0112)2@1)2+ 2(0.01 13)2_|_ 2(0.01 23)2(.’1:1)2
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Die Temperaturkonzentration ©° :
0 = [dev lv

Die lokale versetzungsinduzierte Verzerrungsrate 4, :
o/

o
AVL = jj'sz. [¢VL]V W + (W_ ‘—’Vz)A - AVL'(I/_V_ H/I) + QAVL trD,

— —=VL

Al = As o'+ A (v15 - v31) — 248 W+ 240 («D,)

L L

A%}L = As 0'0’ 12 + %A%,s (U1,3 ~ U3'1) — A2 L’Ul — A?,sb Wils + 2A%,2L (trl_)e)

L VL xl
113 13
AD = As a7 4 (ALY — AT ) (31 —v18) + (ALY — AW, + 248 («D,)
12 22
A2 = A50”* — 29;A2 + 2422 (uD,)

AB = A5 0”% + LA (u31 —v13) — LviA® + A2 W] + 242 (uD,)

L L

AR = A5 0¥ 4+ AL (v31 — v13) + 2408 Wi + 243 (v D,)

L \ @ 1
‘762 ,YVL [QVL]V

As = \/(0.0111)2_'_ (00’22)2(x1)4+ (o.u/ 33)2+ 2(00’12)2(:n1)2+ 2(0.0113)2+ 2(001 23)2'(:1:1)2

Die Komponenten des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten D werden durch die
Geschwindigkeiten der Korperpunkte v zum Zeitpunkt 7 mit £ < 7 < £ + At ausgedriickt.
Die Spur von D lautet dann:

(|
uD = wvi,1+—+v33
a;l

wD, = D — D, = uD — (155) = D — 3(As — A7) LCyu(a)

Die Geschwindigkeitskomponenten der Korperpunkte werden mit dem isoparametrischen

Ansatz und der Annahme "v® = konst. ndherungsweise als Differenzenquotienten aus den
Knotenkoordinaten £ bestimmt.

9 N
™ o= *'g, = E(th(&”) Tﬁ?) G
i=1

Aus den Knotenkoordinaten Z$* lassen sich auch die Koordinaten der Korperpunkte =& zum
Zeitpunkt 7 berechnen.

T — va(T_t) _'_ta:a

N uT—t r—t
= > hi(€n) |:t+At$i 2z T " (1— AL )]

1=1
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Anhang D: Kinematische Grundlagen der kontinuumsmecha-
nischen Beschreibung

Konfiguration

Die Bewegung eines materiellen Korpers kann durch die Bewegung seiner materiellen Punkte
beschrieben werden.

Im Zusammenhang mit den in dieser Arbeit auftretenden groBen plastischen Deformationen ist
es erforderlich, die jeweils aktuelle Geometrie des zu untersuchenden Kérpers zu betrachten,
da sich diese im allgemeinen wesentlich dndert.

Abbildung 78 zeigt die unverformte Ausgangskonfiguration eines Korpers zum Zeitpunkt £°
zusammen mit der verformten (aktuellen) Konfiguration des Kontinuums zum Zeitpunkt ¢.
Bei der Beschreibung der Deformationen kdnnen raumfeste (Abbildung 78) bzw. korperfeste
(Abbildung 79) Koordinatensysteme Verwendung finden. Beide Betrachtungsweisen sind bei
LEHMANN L7311 gegeniibergestellt. In der vorliegenden Arbeit werden raumfeste Koordinaten
verwendet, da diese Vorteile bei der Definition der konstitutiven Gleichungen aufweisen [71],

Abbildung 78: Aktuelle- und Ausgangskonfiguration in kdrperfesten Koordinaten

Neben dem kartesischen Koordinatensystem X® bzw. x* mit den Basisvektoren €, ist in
der Abbildung 80 ein krummliniges, ebenfalls raumfestes Koordinatensystem z® mit den
Basisvektoren g, eingezeichnet. Dabei handelt es sich bei der Betrachtung axialsymmetrischer
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Abbildung 79: Aktuelle- und Ausgangskonfiguration in raumfesten Koordinaten

Probleme in der Regel um ein Zylinderkoordinatensystem.
Die Abbildung 80 zeigt einen Korper in seinem Ausgangszustand B° (Zeipunkt ¢°) und in
einem deformierten Zustand B (Zeitpunkt t).

Abbildung 80: Einfiihrung krummliniger Koordinaten

Die materiellen Korperpunkte sind durch die Angabe ihrer Anfangskoordinaten
X" = x* (t°) (D.1)
eindeutig identifiziert. Ihre Bewegungen lassen sich durch die Zuordnung

x* = x* (X°,1) (D.2)
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beschreiben.
Die ortsabhingigen Basisvektoren g, sind definiert als partielle Ableitung des Ortsvektors X
nach den Koordinaten x*

. o%  9(XPe,) 9(XP)
a— = p —= e
ga- (X ) E)XQ axa axa ep 3 (D.3)

und die dazu reziproken Basisvektoren g berechnen sich mit der Beziehung

o N o __ |1 fira=p
g" - gs=205 . »9_{0 fiir o # /3 (D4)

Zur Unterscheidung spricht man von den kovarianten Basisvektoren g, und den kontravarianten
Basisvektoren g*. Die ko- bzw. kontravarianten Komponenten des Metriktensors lauten

Jap (x°) = G, - Gp (D.5)
gc\ﬁ %P} = g’a A g'ﬁ ) (D.G
)

Mit dem Metriktensor lassen sich Tensoren von der einen Basis auf die andere umrechnen:

u® = g*Pug . (b.7)

Deformation

Um die Verzerrungen anzugeben, denen der Korper beim Ubergang vom Ausgangszustand in
den aktuellen Zustand unterworfen ist, verwendet man den Deformationsgradienten F' , mit
dem ein Linienelement der Ausgangskonfiguration

dX = dX* G, (D.8)
in die aktuelle Konfiguration

dX =dx* g, (D.9)
transformiert wird:

dg=F-dX , F=F",3.G = X7 §.G . (D.10)
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Die inverse Transformation

a = .8 OXT o
Ga gﬁ = 5x8 Gq Qﬁ (D.11)

bildet ein Linienelement der aktuellen Konfiguration eindeutig in die Ausgangskonfiguration
ab.
Durch die substantielle Zeitableitung des Deformationsgradienten F' , die als partielle Ableitung

dX=F'.dx , F'=(F)%

nach der Zeit t bei festgehaltenen Korperkoordinaten X” berechnet wird, ergibt sich

H D 3 Y] . -8
=2 (F)= —|_ (F%) §.G +F%3§ . .
F=—(E)=5|x.(F) §aG +F*5§, G (D.12)

Die in (D.12) auftretende zeitliche Ableitung der Basisvektoren g, 148t sich durch Verwen-
dung der CHRISTOFFELsymbole zweiter Art I'g mit den Basisvektoren selbst in Beziehung
setzen [70]

Gp=0v"T%, G, - (D.13)
In %97 wird zur Berechnung der CHRISTOFFELsymbole der folgende Ausdruck abgeleitet

1 o
I‘gv = 3 9 s (gvp,ﬁ + 9oy = 9vip) - (D.14)

Die kontravarianten Komponenten v” des Geschwindigkeitsvektors eines Korperpunktes
ergeben sich aus der substantiellen Zeitableitung des momentanen Ortsvektors x, die mit
festgehaltenen X” auszufiihren ist

DX 090X 90

S = S 6 = G =g (D.13)

Multipliziert man F mit F71,s0 folgt daraus

r - 0 o - o - o o ~ =
F-F 1:<§‘X“(F I F 1)”ﬁ+I‘ﬁ,,v'*)gag'ez (v ,ﬁ+1"ﬁ,rv7)g&gﬂ (D.16)

Im Gegensatz zu der partiellen Ableitung v, 5 ist die in (D.16) auftretende kovariante Ableitung
v%|g = v*,5+1'g, V" (D.17)

ein Tensor zweiter Stufe. Dieser wird zur Definition des Geschwindigkeitsgradienten L

verwendet

L =grad § =05 §o 5" - (D.18)
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Der Geschwindigkeitsgradient I wird in den symmetrischen Tensor der Verzerrungsgeschwin-
digkeit D und den antimetrischen Tensor der Rotationsgeschwindigkeit W aufgeteilt

L=D+W |, (D.19)
mit

D=d% §.5" =5 0"l + 5l 4.8 (D20)

W= 5.5 =5 0%~ v5l") §a8” (D.21)

Wie bei allen Tensoren lassen sich auch die Komponenten der kovarianten Ableitung mit den
Metrikkoeffizienten in die jeweils reziproke Basis umrechnen

vg|* =gpy V71, g™ . (D.22)

Dem in (D.21) angegebenen Tensor der Rotationsgeschwindigkeit kommt im Zusammenhang
mit den im Stoffgesetz auftretenden Zeitableitungen tensorieller Grofien besondere Bedeutung

ZUu.

Verzerrungsmaf
Der Verschiebungsvektor i ist definiert (siche Abbildung 80) als:

i=%-X (D.23)

und liefert eine Beziehung zwischen dem materiellen, auf die Ausgangskonfiguration B°
bezogenen, Deformationsgradienten F' und dem materiellen Verschiebungsgradienten:

Gradd = F — G;9 G . (D.24)

Mit dem Deformationsgradienten F' 146t sich die Differenz der Quadrate der Linienelemente
im aktuellen (verformten) und im Ausgangszustand berechnen:

d%-d%—dX.dX =d%. (ET-E— 1)-a¥=dX-(2¢)-aX . (D.25)

Der so definierte GREEN-LANGRANGEsche Verzerrungstensor € 14Bt sich durch die Verschie-
bungen ausdriicken:

€ = % (Grad @ + (Grad @)” + Grad 4(Grad @)") . (D.26)
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Zylinderkoordinaten

7.
Abbildung 81: Zylinderkoordinatensystem fiir axialsymmetrische Probleme

Der Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinaten x* und den Zylinderkoordinaten r, ¢, 2
lautet:
x! = rcosyp
2

x“ =rsingy (D.27)
=z

Aus dem Ortsvektor
X=x%x%€, =7TC0Sp@é; +Tsinpés + z€3 (D.28)

erhilt man mit (D.3) die ortsabhédngigen kovarianten Basisvektoren
g, =cospé; +sinpé,

g, = —-rsinpé€; +rcospéy (D.29)
gs = €&;

An dieser Stelle wird fiir die Zylinderkoordinaten r, ¢, z folgende Nomenklatur eingefiihrt:

r =r
2=y (D.30)
:153 =2

Die Metriken berechnen sich aus (D.5) und (D.6) :

kovariante Metrik kontravariante Metrik
1 0 0 1 0 0
gap ()= |0 (2')* O g ()= |0 () 0| . (D.31)

0 0 1 0 0 1
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Die CHRISTOFFELsymbole ergeben sich nach (D.14) zu:

0 0 0 0 X 0 000
Tlg=10 -2t 0| Iig=|% 0 0| T33=(00 0 (D.32)
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Die Gleichungen (D.27) bis (D.32) gelten bei der Beschreibung beliebiger Prozesse. Die
im folgenden betrachtete Beschriankung auf beziiglich der z3-Achse rotationssymmetrische
Probleme bedeutet, daB8 die partiellen Ableitungen nach z? entfallen. Tritt zusitzlich keine
Torsion uin die z3-Achse auf, so entstehen auch keine Verschiebungen bzw. Geschwindigkeiten
in z2-Richtung. Mit diesen Vereinfachungen erhilt man die folgenden kovarianten Ableitungen

der Verschiebungen:
U1,1 0 Uy,3 ’U.l’l 0 ul,g
Ualp=| 0 z'uy O wlg={ 0 ZLu 0 . (D.33)
ugy 0 ugg wdy 0 udg

Der LAGRANGEsche Verzerrungstensor € aus (D.26 ) berechnet sich mit (D.7) und (D.33) zu:

U1,1 0 %(Ul,s + u3,1)
€= 0 zluy 0 g q
sluiz+us1) O u3,3
(] @)?+ (u3,1)? 0 ui3up,1+ us3us,
+3 0 (u1)? 0 g . (D.34)
uy 3wy +ugsuz 0 (u1,3)% + (uag)?
Weiterhin erhélt man mit
’1)1,1 0 ’1)1)3
wWe=|0 0 0 (D.35)

3

V71 0 ’U3‘3

die gemischtvarianten Maf3zahlen des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors D

’Ulll 0 %(’Ul,g + '1)3,1)
d%p = 0 Lot 0 (D.36)
%(’Ul,g + ’Us,l) 0 ’U3’3

und des Spintensors W

0 0 %(1)1,3 - ’Us,l) 0 0 ’11)13
weg = 0 0 0 = 0 0 o0 . (D.37)
LWla-t) 0 0 —uly 0 0
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Substantielle Zeitableitung eines Tensors in Zylinderkoordinaten
Unter Verwendung der objektiven Zeitableitung (7.3):

G=8+R-c-c0 (D.38)
mit:

. D D a -— -

o= EQ = E{U ﬂgagﬂ}

=5°P G, G5+ 0P (Vo —v%a) Gadp+ 0™ (V%15 — V%) G. G,
= (6% + 0% (1710 — v%a) + 0% (1 = ¥,0) ) Ga G (D.39)
20— 02=0%§,5 05,85~ 0G0, Q7.9
= Q%0630 G5 — 0062 5, §”
= Q%0 G, 85— 7 95a9"°Q% 5. G5
= Q%0 §, 45— QP G, 85
= (s = W)™ + 0 (s — WiPs)) G G (D40)
& =3G,35=0"G.Gp+ 0 (tD,) o Gs (D41)

erhilt man die substantielle Zeitableitung eines Tensors in Zylinderkoordinaten:

6% = (w*, — W%, — Ua|a+va,a)0aﬂ +0% ('wﬁb - VViﬁb _'Uﬁ|b+'0ﬂ,b) + 5P

= (W% — Wi% — T50") 0% + 0% (why — WP, —T507) + 3% . (D.42)
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