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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein hierarchisches Schalenelement basierend auf der
p-Version der Finite-Element Methode vorgestellt. Das mathematische Modell wird
aus der allgemeinen dreidimensionalen Kontinuummechanik hergeleitet und geome-
trisch linearisiert. Die Beschreibung des hierarchischen Schalenmodells bezieht sich
auf die Mittelfliche der Schale und stellt somit ein zweidimensionales krummlini-
ges Kontinuum dar. Aufgrund der Moglichkeit dreidimensionale Spannungszustéinde
abzubilden, konnen hierarchische Schalenmodelle mit beliebigen Materialmodellen
gekoppelt werden. In dieser Arbeit wird die Kopplung mit einem isotrop elastischen
und einem isotrop plastischen Materialverhalten vorgestellt.

Das modellabhéngige P0O1SSON-THICKNESS Locking wird in einer theoretischen Studie
sowie in einem numerischen Analyse untersucht. An ausgewéhlten Beispielen wird die
Robustheit, die Effizienz und weitere numerische Lockingprobleme untersucht. Ein
abschlieendes Beispiel zeigt die Umsetzung des plastischen Materialverhaltens auf.

Abstract

This thesis presents a hierarchic shell element based on the p-version of the fi-
nite element method. The mathematical model is developed on the general three-
dimensional continuum mechanics and is geometrically linearized. The theory of
hierarchic shell models is based on the shell midsurface and describes a curved two-
dimensional continuum. Because of its capability to represent three-dimensional
stress states, hierarchic shell models can be combined with arbitrary material mod-
els. In this work, the use of an isotropic elastic and an isotropic plastic material
model is illustrated.

The model dependend POISSON-THICKNESS locking is analyzed theoretical and nu-
merical. On the basis of selective examples the robustness, the efficiency and other
numerical locking effects are investigated. A closing example shows the realisation
of a plastic material behaviour using hierarchic shell elements.
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Symbolverzeichnis vii

Symbolverzeichnis

Eine Grole mit dem Index null (.)g oder in Groflbuchstaben geschrieben X bezieht
sich auf die Referenzkonfiguration, die analoge Grofie ohne Index (.) oder in Klein-
buchstaben x auf die Momentankonfiguration. Bei Operatoren gilt ebenfalls die Rege-
lung der Gro$3- und Kleinschreibung. Eine Grofle mit dem Index Stern (.)* bezeichnet
die komplementére Beschreibung der analogen Gréfle ohne Stern (.).

Operatoren

® dyadische Verkniipfung zweier Vektoren/Tensoren

X Kreuzprodukt zweier Vektoren
Vektorprodukt
einfache Uberschiebung (ohne Symbol) A B = A;; B/*G* ® Gy

: doppelte Uberschiebung A : B = Aij BY

_->, < einfache Uberschiebung von links und rechts bzgl. der zweiten
Basis des Tensors

det(.) Determinante des Tensors (.)

tr(.) Spur des Tensors (.)

sym(.),skew(.)  symmetrischer und antimetrischer Anteil des Tensors (.)
dev(.), sph(.) deviatorischer und sphérischer Anteil des Tensors (.)
GRAD(.), grad(.) Gradientenbildung des Tensors (.)

DIV(.),div(.) Divergenzbildung des Tensors (.)

O3(.), DY(.) PuLL-BACK- und PUSH-FORWARD-Operator mit ¢ € {b,,\,/}

Ableitungen und Variationen

()i = ggz kovariante Ableitung der Komponente (.) nach den kérperfesten,
konvektiven Koordinaten ©"

()= ggz partielle Ableitung der Grofie (.) nach den korperfesten, konvek-
tiven Koordinaten ©°

()= % materielle Zeitableitung der Grofe (.)

(), ZAREMBA-JAUMANN-Zeitableitung der Grofe (.)

(o, (0° ko- und kontravariante OLDROYD-Zeitableitung der Grofle (.)

(o ()N zwei gemischte OLDROYD-Zeitableitungen der Grofle (.)

Ly(.) LiE-Zeitableitung der Grofle (.)

o(.) Variation der Grofe (.)

oc(.) LiE-Variation der GroBe (.)



viii Symbolverzeichnis

Kontinuumsmechanische Groéfien

Die Indizes der ko- und kontravarianten Tensorkomponenten sind mit lateinischen
Kleinbuchstaben gekennzeichnet und sind von 1 bis 3 definiert.

Basen
i =i orthonormale Basen des EUKLID’schen Raumes
G, g kovariante Basen eines Punktes des Kontinuums
G' g’ kontravariante Basen eines Punktes des Kontinuums

skalare Grofien

Vo,V Volumen

So, S Oberflache

SoT, St Oberflache mit dynamischen oder natiirlichen Randbedingungen
Sot, " Oberflache mit kinematischen Randbedingungen

Bo, B Korper

J JAKOBI-Determinante

v LAGRANGE-Operator oder Konsistenzparameter

m Masse

00, P Massendichte

A\, [y K LAaME-Konstanten und Kompressionsmodul

E.G,v Elastizitdtsmodul, Schubmodul und Querkontraktionszahl

T Temperaturfeld

Sv Vergleichsspannung

« isotrope Verfestigung

g(a), K(«) Funktion der isotropen Verfestigung

Ca,s CB Materialparameter fiir Evolutionsgleichung der isotropen und ki-

nematischen Verfestigung

skalare Tensorfunktionen und -funktionale

Iy, Iy, I Grundinvarianten aus der Spur des Tensors (.)
Jys Ty, Wiy Hauptinvarianten aus dem Eigenwertproblem des Tensors (.)
nach [9] mit (.)* —Joy (.)* + Ty () = W I=0

w, w” lokale (komplementére) Forméanderungsenergiefunktion oder Po-
tentialfunktion

Wy, W reversibler und irreversibler Anteil der Forminderungsenergie-
funktion

10} spezifische Formédnderungsenergie

h komplementére spezifische Formanderungsenergie

F FlieBfliche

o, P~ elastisches (komplementires) Potential

W, W= elastische (komplementire) Forménderungsenergie

A, A” elastisches (komplementires) Potential der dufleren Lasten
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X

inkrementelle Grofien

dX, dx
dSo,dS
dS, T, dS*
So', S
dVo,dV

Vektoren
X, x

R S %
mMmp, Mp, Mp

dn

vektorielles Linienelement

vektorielles Oberflachenelement

Oberflachenelement mit dyn. / natiirl. Randbedingungen
Oberflachenelement mit kinematischen Randbedingungen
Volumenelement

Ortsvektor eines Punktes

Differenzvektor zweier Punkten der Momentankonfiguration
Verschiebungsvektor

gegebener Verschiebungsvektor als kinematische Randbedingung
Geschwindigkeitsvektor

Normalenvektor auf einer gegebenen Flache

Spannungsvektor

geg. Spannungsvektor, dynamische / natiirliche Randbedingung
Beschleunigungsvektor des wirkenden Kraftfeldes
Gesamtbelastungsvektor, Oberflichen- und Volumenkrifte
Vektor des Gesamtimpulses

Vektor des Gesamtdrehimpulses

Gesamtmomentenvektor aus Belastung, aus Oberflichen- und
Volumenkréften

Vektorfeld der internen Variablen

Tensoren 2. Stufe

G, g

loNoRal-TRe
» © T <

M3 T »>EHAO

a
s

Metriktensor

Deformationsgradient

orthogonaler Rotationstensor

rechter und linker Strecktensor

rechter und linker CAUCHY-GREEN-Tensor
GREEN-LAGRANGE- und EULER-ALMANSI-Verzerrungstensor
P1oLA- und FINGER-Tensor

CAUCHY-Spannungstensor

1. P1IOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

2. ProLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
KIRCHHOFF-Spannungstensor

invers gewichteter 2. PIOoLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
raumlicher Geschwindigkeitsgradient, symmetrischer und anti-
metrischer Anteil

linearer Verzerrungstensor, reversibler und irreversibler Anteil
deviatorische kinematische Verfestigung

deviatorischer Spannungstensor und normierter Tensor
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Tensoren 4. Stufe

G

Cep

Metriktensor 4. Stufe, Einheitstensor fiir doppelte Uberschiebung
eines Tensors 2. Stufe der Referenzkonfiguration

linear elastischer Materialtensor

konsistenter Tangentensteifigkeitstensor

Groflen der hierarchischen Schalenmodelle

Ist eine Grofe durch einen Uberstrich mit U gekennzeichnet, so ist sie das Ergebnis
der Grofle ohne Uberstrich, die mit Hilfe des Shifters Z auf die Basen der unverform-
ten Mittelfliche geshiftet wurde. Bei skalaren Groflen sind diese beiden dquivalent.
Griechische Kleinbuchstaben als Indizes von Tensorkomponenten sind von 1 bis 2

definiert.

Basen

A A’

skalare Grofien

h

K, H

Rminy Rma:n
I}

nk

f

fo
a

ko- und kontravariante Basen der Schalenmittelfliche

Dicke der Schale

GAusssche Kriimmung und Hauptkriimmung eines Punktes
minimaler und maximaler Hauptkriimmungsradius eines Punktes
CHRISTOFFEL-Symbol

Modellnummer des gewéhlten hierarchischen Schalenmodells
Faktor aus Integration iiber die Dickenkoordinate ©>

Faktor fiir Fliachenlast auf Ober- und Unterseite der Schale
isotrope Verfestigung der Schale

inkrementelle Grofien

0
dX
dLo
dAs
dAo
dAo

Vektoren

vektorielles Linienelement der Schalenmittelflache
Linienelement der Schalenmittelflache

Differential des Normalenvektors der Schalenmittelfliche
vektorielles Flachenelement der Schalenmittelflache
Fldachenelement der Schalenmittelfliche

Ortsvektor eines Punktes auf der Schalenmittelflache

k-ter Direktor der polynomialen Beschreibung von u
Fldchen- und Randlastspannungsvektor



Symbolverzeichnis xi

Tensoren 2. Stufe

A Metriktensor der Schalenmittelflache

B Kriimmungstensor der Schalenmittelfliche

Z Shifter als Zweipunkttensor

G,G! Metriktensor des Kontinuums bezogen auf kontra- und kovariante
Mittelflichenbasen

F Deformationsgradient bezogen auf Mittelflachenbasen

Kk

F k-ter Deformationsgradient der polynomialen Beschr. von F

C rechter CAUCHY-GREEN-Tensor bezogen auf Mittelflachenbasen

€,Er, €4 linearer Verzerrungstensor, reversibler und irreversibler Anteil,
bezogen auf Mittelflachenbasen

% k-ter Verzerrungstensor der polynomialen Beschreibung von &

S Spannungstensor bezogen auf Mittelflichenbasen

Kk

S k-ter Spannungstensor der polynomialen Beschreibung von S

ng, Nz normierter deviatorischer Spannungstensor bezogen auf ko- und

kontravariante Mittelflachenbasen

Tensoren 4. Stufe

G Metriktensor 4. Stufe des Kontinuums bezogen auf kovariante
Mittelflichenbasen

C linear elastischer Materialtensor bezogen auf kovariante Mittel-
flachenbasen

k+1

C linear elastischer Materialtensor als integrierte Schalensteifigkeit
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Aufgabe der Ingenieurwissenschaften ist es, neue Entwicklungen durch Anwen-
dung naturwissenschaftlicher Erkenntnisse zu realisieren. Hierfiir miissen Vorhersa-
gen iiber das Verhalten der Entwicklungen getroffen werden, die mit der Methodik
der Ingenieurwissenschaften erzielt werden. Der erste Schritt dieser Methodik besteht
in der Abbildung eines Phinomens der Natur durch ein physikalisches und mathema-
tisches Modell, indem es abstrahiert und mit seinen essentiellen Eigenschaften erfasst
wird. Im zweiten Schritt wird ein geeignetes Losungsverfahren gewihlt, das mathe-
matisch oder auch experimentell sein kann. Diese beiden Moglichkeiten kontrollieren
sich gegenseitig und sollten daher immer parallel durchgefiihrt werden. Die mathema-
tischen Losungsverfahren unterteilen sich in analytische und numerische. Heutzutage
riicken die numerischen Losungsverfahren immer mehr in den Vordergrund, was nicht
zuletzt durch den rasanten Fortschritt der Rechenleistung erméglicht wird. Aus den
erzielten Losungen werden nun quantitative sowie qualitative Vorhersagen getroffen
und mit den Anforderungen der gestellten Aufgabe verglichen. Durch einen iterativen
Prozess wird das Modell verbessert und den gegebenen Anforderungen angepasst. Da
Phianomene nur naherungsweise abgebildet werden konnen, beinhaltet der gesamte
Prozess an vielen Stellen Vereinfachungen. Erst sie ermoéglichen es dem Ingenieur,
ein 16sbares Modell zu formulieren. Ziel ist es, die Anzahl und den Umfang der ge-
troffenen Vereinfachungen moglichst gering zu halten. Des Weiteren soll die gestellte
Aufgabe mit dem gewéhlten Modell in einem gesetzten Rahmen gelost werden, wie
zum Beispiel einer Zeitvorgabe oder vorhandenen Kapazitéiten.

Fiir Phdnomene aus der Kontinuumsmechanik zeigt die Abbildung 1.1 den Prozess
der Losungsfindung. Ein gegebenes Phanomen wird soweit vereinfacht, dass es hin-
reichend von bekannten physikalischen Modellen erfasst werden kann. Hier wird zum
Beispiel entschieden, ob ein statisches oder dynamisches Problem vorliegt, ob das
Materialverhalten elastisch oder inelastisch ist oder ob zufallsverteilte oder determi-
nistische Lasten auf das System aufgebracht werden.

Im néchsten Schritt wird die Wahl des mathematischen beziehungsweise mechani-
schen Modells fiir das System getroffen. Es wird die geometrische Beschreibung des
Systems festgelegt, mit der die Struktur eindimensional, zweidimensional oder drei-
dimensional erfasst wird. Des Weiteren legt die Kinematik das Verhalten der Pro-
zessgroflen fest, wie zum Beispiel der Verschiebungen, wodurch sich die Anzahl der
erforderlichen Randbedingungen ergibt. An dieser Stelle wird auflerdem die Annahme
kleiner oder grofler Forménderungen und kleiner oder grofler Verzerrungen getroffen.

Da die meisten Modelle nicht analytisch zu l6sen sind, stehen verschiedene numeri-
sche Losungsverfahren zur Verfiigung, wie zum Beispiel die Finite-Differenzen, Finite-
Elemente oder auch Randelemente Methode. Bei der Wahl der numerischen Lésungs-
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verfahren wird die geometrische Abbildung, die Diskretisierungsmethode, die Appro-
ximation der Prozessgrofie und die Wahl der Ndherungslésungen und -algorithmen
festgelegt, zum Beispiel fiir die numerische Integration oder bei inelastischem Mate-
rialverhalten die Zeitintegration.

Phianomen

physikalisches Verbesserung des \
Modell physikalischen Modells )

¥

mathematisches Verbesserung des )
Modell mathematischen Modells)

Y

numerisches
Losungsverfahren

¥

Einschatzung des
numerischen Fehlers

V

Einschatzung des
mathematischen Fehlers

¥

Einschéatzung des
physikalischen Fehlers

Losung des
Modells

Abb. 1.1: Losungsprozess in der Kontinuumsmechanik

-

| Analytische Fehler

Verbesserung der
—— numerischen
Approximation

Numerische Fehler

Durch eine lokale oder globale Einschétzung des entstandenen numerischen Fehlers
kann eine qualitative Aussage iiber die Berechnungsergebnisse getroffen werden. Eine
Netzverfeinerung, Polynomgraderh6hung oder eine Zeitschrittverkleinerung verrin-
gert diesen Fehler, jedoch gilt dies nur im Rahmen des gewé&hlten mathematischen
und physikalischen Modells. Ist der numerisch ermittelte Modellfehler zu grof3, bewir-
ken diese Verfeinerungen nur minimale Verbesserungen der Ergebnisse und es muss
ein hierarchisch héheres, mathematisches Modell gewahlt werden. Dieses Vorgehen
gilt ebenso fiir das gewéhlte physikalische Modell. Ist in einer Struktur zum Beispiel
bei einer elastischen Berechnung die Flielgrenze des Materials iiberschritten, so kann
der Fehler nur minimiert werden, indem ein inelastisches Materialverhalten fiir die
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Beschreibung des Prozesses gew&hlt wird.

Durch den hier vorgestellten Losungsprozess in der Kontinuumsmechanik ist es mog-
lich, quantitative und vor allem auch qualitative Aussagen iiber die Losung eines
Modells zu treffen, und die fiir das Modell beste Losung zu erzielen. Uber alle getrof-
fenen Vereinfachungen in diesem Prozess kann jedoch noch lange keine qualitative
Aussage getroffen werden, da die physikalischen Sachverhalte der meisten getroffe-
nen Vereinfachungen noch nicht bekannt sind. Daher ist die wichtigste und wohl auch
verantwortungsvollste Aufgabe des Ingenieurs in diesem Prozess, den ersten Schritt
zu machen: das betrachtete technische Phdnomen zu abstrahieren und mit seinen
essentiellen Figenschaften in einem geeigneten Modell zu erfassen.

1.2 Stand der Forschung

In den letzten Jahren hat sich in vielen Bereichen der Kontinuumsmechanik die p-
Version der Finite-Element Methode als leistungsstarkes und mit vielen Vorteilen
versehenes Naherungsverfahren herausgestellt, da mit ihr der numerische Fehler mi-
nimiert werden kann. Daher wird sie in dieser Arbeit als Ndherungsverfahren gewéhlt.
Im Folgenden wird die Entwicklung der p-Version der FEM anhand der verschiedenen
mathematischen und physikalischen Modelle kurz angesprochen.

Anfang der 70er Jahre des letzten Jahrhunderts sind die ersten Uberlegungen zu ei-
ner p-Version der FEM entstanden. Durch eine Erhéhung des Polynomgrades p der
Ansatzfunktionen sollte eine bessere Approximation des Verschiebungsfeldes erreicht
werden. Der Grundgedanke war dabei, den Polynomgrad der Ansatzfunktionen zu
steigern, das FE-Netz jedoch beizubehalten. Das erste FE-Programm COMET-X,
das auf diesem Gedanken aufbaute, wurde im Center for Computational Mechanics
an der Washington University unter der Leitung von Prof. SZABO entwickelt [94] und
weitere in [6] aufgefiihrte Programme folgten. Fiir eine strukturierte Implementation
wurde eine neue Familie von Ansatzfunktionen aufgestellt, die hierarchischen An-
satzfunktionen [65, 96]. Sie besitzen die Eigenschaft, dass alle Ansatzfunktionen des
Polynomgrades p — 1 in den Ansatzfunktionen des Polynomgrades p enthalten sind.
Fiir die Elementsteifigkeitsmatrix und den -lastvektor hat dies zur Folge, dass die zu
p — 1 aufgestellten Matrizen eingebettet sind in die Matrizen des Polynomgrades p.
Dadurch konnte die Implementation der p-Version sehr stark vereinfacht werden. Die
Ergebnisse zeigten nicht nur eine bessere Konvergenz in der Energienorm bei Proble-
men, bei denen die analytische Losung bekannt ist, sondern auch bei Problemen, die
eine Singularitit in einem Knotenpunkt beinhalten [92, 96]. Durch eine Netzverfeine-
rung hin zur Singularitit und Verwendung der p-Version der FEM konnte sogar eine
exponentielle Konvergenz in der Energienorm erreicht werden [92]. Diese Methode
entstand Mitte der 80er und wird als hp-Version der FEM bezeichnet. Die Robustheit
der Elemente der p-Version erlaubt die Verwendung stark verzerrter Elemente [74],
welche die Netzgenerierung der hp-Version vereinfacht. Von besonderer Bedeutung ist
die exakte Abbildung der Geometrie, die die Voraussetzung fiir Berechnungen mit
steigendem Polynomgrad ist. Wiirde keine exakte Abbildung verwendet, so wiirde
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sich der Fehler der Geometrieabbildung bezogen auf den Gesamtfehler mit steigen-
dem Ansatzgrad vergroflern. Um dies zu vermeiden, wird die Blending-Function Me-
thode zur Abbildung gekriimmter Riander verwendet. Sie basiert auf einem linearen
Ein- und Ausblenden der exakten geometrischen Beschreibung des Elementrandes
[42, 43]. Die Anwendung dieser Methode ist bei SZABO und BABUSKA [96] beschrie-
ben, der bis heute noch einzigen Publikation iiber Methoden und Implementation
der p-Version der FEM.

Die bisher vorgestellten Ergebnisse behandeln ausschliellich Scheibenprobleme und
ihre Effizienz und Genauigkeit in Relation zur p-Version der FEM. Bei Plattenpro-
blemen treten jedoch neue Schwierigkeiten auf, wie zum Beispiel der Shearlocking-
Effekt. Eine umfassende Studie des REISSNER-MINDLIN Plattenproblemes wurde 1990
veroffentlicht [49]. Es wurde gezeigt, dass dieses Problem unter Verwendung der hp-
Version ebenfalls eine exponentielle Konvergenzrate in der Energienorm bei einem
Berechnungsgebiet mit Singularitdt aufweist. Auch die Robustheit der Methode ge-
gen verzerrte Elemente wurde nachgewiesen und es wurde gezeigt, dass bei den Po-
lynomgraden p = 7 und p = 8 der Shearlocking-Effekt vernachléssigbar ist. Diese
Vorziige und weitere neue Moglichkeiten zur Qualitdtskontrolle, wie zum Beispiel
adaptive Netzverfeinerungen und eine bereichsweise Erhohung des Polynomgrades,
werden anhand von Beispielen in [11] zusammengestellt. Die schon bei Scheibenele-
menten angewandte Blending-Function Methode hat sich auch bei Plattenelementen
bewéhrt, wie die Untersuchung des Momentenverlaufes einer Kreisringplatte in [48]
zeigt. Jedoch treten im Querkraftverlauf starke Oszillationen auf, wenn dieser aus den
Schubspannungen berechnet wird. Sie werden erst bei einem hoheren Polynomgrad
abgebaut. Durch eine Berechnung der Querkraft aus dem Gleichgewicht konvergieren
die Ergebnisse sehr viel schneller [67] und die Verldufe sind somit glatter [75]. Auch
Layer-Effekte, die je nach gewdhltem mathematischen Modell auftreten, konnen mit
der p-Version gut aufgelost werden. Bei einer REISSNER-MINDLIN Platte, die durch
einen soft simple support gelagert ist, stellt sich eine Singularitéit in der Querkraft
am gelagerten Rand ein. Diese kann durch eine Layerschicht von Elementen am Rand
aus dem Berechnungsgebiet eliminiert werden [75], sodass die Dehnungsenergie sehr
viel schneller konvergiert. Auf Stiitzen gelagerte Platten koénnen durch eine Teil-
bettung eines oder mehrerer Elemente berechnet werden, indem eine Lagerung der
entsprechenden Gauflpunkte definiert oder die exakte Stiitzengeometrie durch eine
Teilintegration erfasst wird [19].

Seit Mitte der 60er sind eine Vielzahl von Schalenelementbeschreibungen entstanden.
Einen Uberblick findet man in [100]. In der vorliegenden Arbeit werden Schalenele-
mente aufgrund ihres kinematischen Ansatzes und ihrer numerischen Beschreibung
in zwei Gruppen unterteilt: in zweidimensionale und dreidimensionale Elemente. Die
dreidimensionalen Schalenelemente entsprechen dabei Volumenelementen, die einen
niedrigeren, in der p-Version aber variablen Ansatzgrad iiber die Dicke haben. Die
kinematische Beschreibung basiert also auf einem dreidimensionalen Kontinuum mit
Verschiebungsvariablen und nicht, wie in der klassischen Schalentheorie {iiblich, auf
einem zweidimensionalen Kontinuum mit Verschiebungs- und Verdrehungsvariablen.
Die zweidimensionalen Schalenmodelle, die einen beliebigen Polynomgrad iiber die
Dicke der Schale haben, werden hierarchische Schalenmodelle genannt. Die Kinema-
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tik iiber die Dicke beschreibt hier, was der Polynomgrad in Dickenrichtung bei den
volumetrischen Elementen erfasst.

Ende der 80er Jahre hat SzABO bereits ein Volumenelement, basierend auf der p-
Version der FEM mit hierarchischen Ansatzfunktionen, untersucht [97, 93]. Der Poly-
nomgrad der Approximation kann in Dickenrichtung anders als in Richtung der Scha-
lenmittelfliche gewahlt werden. Daraus ergibt sich die volumetrische Beschreibung
hierarchischer Schalenmodelle iiber den Grad der Approximation. Fiir das linear-
elastische SCORDELIS-LO Problem wurde gezeigt, dass ein Volumenelement, das in
Dickenrichtung einen linearen Ansatzgrad hat, eine gute Ndherung der Losung des
linear-elastischen Kontinuums liefert. Anfang der 90er wurde von SURANA in [89)]
ein dreidimensionales Schalenelement entwickelt, das auf einem neuen Ansatzraum
basiert. Dieser Ansatzraum wurde mit LAGRANGE-Funktionen hierarchisch aufge-
baut und ist sehr komplex. Er beschreibt eine p-Approximation iiber die Dicke des
Schalenelementes und ist vergleichbar mit hierarchischen Modellen. Erweitert wur-
de dieses Element durch eine p-Approximation mit LAGRANGE-Funktionen in die
zwei Hauptrichtungen der Schale in [90]. Die Geometrie des Schalenelementes wurde
durch eine 8-knotige LAGRANGE-Interpolation der Mittelfliche und den entsprechen-
den Normalenvektoren erzeugt. Dadurch entsteht der Nachteil, dass bei steigendem
Polynomgrad der Fehler in der Geometrie iiberwiegt. Eine Studie iiber hierarchi-
sche Ansatzfunktionen, basierend auf LAGRANGE-, LEGENDRE- und CHEBYSHEV-
Funktionen, hat ergeben, dass die Konditionszahl bei quadratischen, gestreckten und
verzerrten Elementen am niedrigsten bei einer Elementsteifigkeitsmatrix ist, die mit
LEGENDRE-Polynomen als Ansatzfunktionen erstellt wurde [35]. FisH hat Mitte der
90er Jahre eine Familie von zwei- und dreidimensionalen Elementen entwickelt [38].
Sie gehen bis zum Polynomgrad p=8 und iiberwinden das SHEAR-Locking mit Hil-
fe der ASSUMED-NATURAL-STRAIN-Methode. Untersucht wurde die Effektivitat der
jeweiligen Elemente anhand der CPU-Zeiten. Jedoch wird hier nicht der Grundgedan-
ke der p-Version verfolgt. Vielmehr soll der Polynomgrad eine obere Schranke nicht
iiberschreiten und die Konvergenz des Ergebnisses durch eine Verfeinerung des Netzes
gewéhrleistet werden [39]. Ein Jahr spdter hat ODEN ein hierarchisches Schalenmodell
mit einer polynomialen Beschreibung der Verschiebungen iiber die Dicke und hierar-
chischen Ansatzfunktionen iiber die Mittelfliche untersucht [26]. Hierfiir wurde auch
ein Fehlerschétzer fiir den Modellfehler entwickelt [62]. Es stellte sich heraus, dass
das SHEAR- und MEMBRANE-Locking bei Platten und Zylinderschalen unabhéngig
von der Modellwahl ist. Bei elastischen Zylinderschalen mit Flachenlasten war das
modifizierte NAGHDI-Schalenmodell am effektivsten. Im Frithjahr 99 hat SCHWAB
eine umfangreiche Studie eines zweidimensionalen hierarchischen Schalenelementes
basierend auf der p-Version der FEM veroffentlicht [77]. Sie zeigt die Robustheit der
Methode gegeniiber verzerrten Elementen, einen Boundary-Layer-Effekt und seine
Auflésung mit Hilfe von Layerelementen und bei steigendem Polynomgrad die Uber-
windung des SHEAR-Lockings. Diese Untersuchungen beschranken sich jedoch auf
Zylinderschalen, die nicht durch ihre exakte Geometrie, sondern durch eine Inter-
polationsmethode abgebildet werden. Das Materialverhalten ist auch hier elastisch.
Anfang des neuen Jahrtausends wurde von RANK die Idee von SzZABO des ortho-
tropen Ansatzraumes fiir ein Volumenelement wieder aufgenommen [30], wobei die
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globalen Verschiebungskomponenten approximiert wurden. Daher ist der Vorteil des
orthotropen Ansatzraumes nur fiir Platten und Scheiben, die in einer Koordinatene-
bene liegen, voll ausschopfbar. Es wurden eingespannte und stiitzengelagerte Platten,
das SCORDELIS-Lo-Problem und ein dreidimensionales Ubergangsproblem gelost. Die
Abbildungsfunktion der Geometrie wurde direkt an ein CAD-Programm gekoppelt
[18], wodurch das erste Mal allgemeine Schalengeometrien mit der p-Version berech-
net werden konnten.

SzABO hat Mitte der 90er zum ersten Mal inelastisches Materialverhalten in die p-
Version der Finite-Element Methode implementiert, indem die Deformationstheorie
mit einem geometrisch linearen Scheibenelement gekoppelt wurde [95]. Auch Loka-
lisationseffekte wurden mit dieser Methode untersucht [31, 52, 76]. Die klassische
Plastizitatstheorie nach der Ja-Fliefltheorie mit einem ideal plastischen Materialver-
halten wurde ein Jahr spéiter untersucht [50]. Die Berechnungen fiir Scheibenelemen-
te zeigen gute Ergebnisse. Grofle Formanderungen mit einer nichtlinearen isotropen
Verfestigung nach der VON-MIiSES-Fieflitheorie wurden im folgenden Jahr fiir einen
ebenen Verzerrungs- und Spannungszustand an Scheibenelementen untersucht[61].
Fiir ein Volumenelement wurde eine dhnliche Beschreibung mit nichtlinearer isotro-
per Verfestigung erst vor kurzem mit der p-Version untersucht [32, 29].

1.3 Ziel der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es, den in 1.1 beschriebenen Prozess fiir diinne, gekriimmte
Strukturen, sogenannte Schalentragwerke, zu ermoglichen. Hierfiir wird ein elasti-
sches und ein inelastisches Materialverhalten fiir die Berechnung bereitgestellt, das
die Wahl des physikalischen Modells repréasentiert. Die hierarchischen Schalenmodelle
beinhalten die verschiedenen mathematischen Modelle. Fiir die numerische Umset-
zung wird die p-Version der Finite-Element Methode verwendet, die durch die Wahl
des Polynomgrades die Giite der numerischen Approximation festlegt.

Wéhrend dieses iterativen Prozesses kénnen nicht zuldngliche Lésungen auftreten.
Sie ergeben sich, wenn fiir ein gegebenes System der Spannungszustand nicht hinrei-
chend genau abgebildet werden kann oder sich bei einer Konvergenzbetrachtung eines
Parameters eine zu kleine Losung einstellt. Diese nicht zuldnglichen Lésungen wer-
den Locking-Effekte genannt. Sie konnen durch einen Modelldefekt oder eine nicht
hinreichende numerische Approximation entstehen. Durch eine Behandlung der di-
rekten Ursachen wird gezeigt, dass Locking-Effekte mit Hilfe des zuvor beschriebenen
Losungsprozesses automatisch iiberwunden werden kénnen.

Aus der allgemeinen krummlinigen dreidimensionalen Kontinuumsmechanik wird ein
hierarchisches, geometrisch lineares Schalenmodell abgeleitet. Die Verschiebungen
werden im lokalen Koordinatensystem der Schalenmittelfliche definiert, um eine hie-
rarchische Modellbeschreibung in Dickenrichtung zu erhalten. Es wird keine Reduk-
tion der Verzerrungen eingefiihrt, wie es in den meisten anderen Schalentheorien der
Fall ist. Dadurch wird die Konvergenz zur dreidimensionalen Losung sichergestellt.
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Es wird gezeigt, dass durch die Wahl eines ausreichenden mathematischen Modelles
das Po1SSON-THICKNESS-Locking iiberwunden werden kann.

Fiir die numerische Umsetzung ist die p-Version der Finite-Element Methode gew&hlt
worden. Die Erhohung des Polynomgrades der Approximation der lokalen Verschie-
bungskomponenten bewirkt bei entsprechender Wahl die Uberwindung des SHEAR-,
MEMBRANE- und des VOLUME-Lockings. Diese Effekte entstehen durch eine zu nied-
rige Approximation der Verschiebungen, die zu Versteifungen des Tragwerkes fiihren.
Durch eine h-Verfeinerung hin zu Singularitdtspunkten und Layerbereichen kénnen
diese aufgelost werden und beeinflussen nicht mehr das Ergebnis im Inneren des
Berechnungsgebietes.

Der dreidimensionale Spannungszustand der hierarchischen Schalenmodelle ermoglicht
die Wahl beliebiger Materialmodelle. Bei einer Uberschreitung der elastischen Flief-

grenze kann in diesem Bereich ein plastisches Materialmodell fiir die Berechnung

verwendet werden. In dieser Arbeit wird das verallgemeinerte Materialgesetz von

HOOKE und das plastische Materialgesetz nach der vON-MIisEs-Flietheorie mit ei-

ner nichtlinearen isotropen Verfestigung untersucht.

1.4 Gliederung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich inklusive dieser Einleitung in sieben Kapitel.

Der kontinuumsmechanische Rahmen, Bilanzgleichungen, Potentiale und Variati-
onsprinzipe der Mechanik werden in Kapitel 2 erst fiir grole Verschiebungen und
Forménderungen aufgestellt und zum Schluss geometrisch linearisiert. Des Weiteren
werden die in dieser Arbeit verwendeten, dreidimensionalen elastischen und inelasti-
schen Materialmodelle vorgestellt.

In Kapitel 3 wird die Beschreibung der hierarchischen Schalenmodelle bezogen auf die
Schalenmittelfliche fiir ein geometrisch lineares Kontinuum erldutert. Hierfiir wird
eine polynomiale Beschreibung der Verschiebungen in Dickenrichtung verwendet. Der
Polynomgrad gibt die Modellnummer des dazugehorigen Schalenmodelles an.

Aus einer theoretischen Modelldiskussion, die das P0O1SSON-THICKNESS-Locking be-
handelt, wird in Kapitel 4 das notwendige Modell, dass alle Spannungszustéinde fiir
moderat dicke Schalen hinreichend genau abbilden kann, fiir elastische Probleme
abgeleitet.

In Kapitel 5 wird die p-Version der Finite-Element Methode zur Umsetzung der hier-
archischen Schalenmodelle verwendet. Hierfiir wird die Theorie in die Matrixschreib-
weise iiberfithrt, der Ansatzraum definiert und verschiedene Abbildungsfunktionen
ebenso wie eine Moglichkeit der Anbindung an ein CAD-Programm erldutert. Die
verwendeten numerischen Losungsmethoden fiir inelastische Materialmodelle werden
ebenfalls aufgezeigt.

Die Robustheit des Elementes, die Konvergenzeigenschaften bei verschiedenen Lock-
ing-Effekten und das Verhalten bei elastoplastischem Materialverhalten werden in
Kapitel 6 anhand von Beispielen untersucht.
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Kapitel 7 fasst die erzielten Ergebnisse zusammen und gibt einen Ausblick auf noch
zu losende Probleme.



2 Kontinuumsmechanischer Rahmen

In diesem Abschnitt werden die allgemeinen kontinuumsmechanischen Grundlagen
zusammengefasst. Ein Kontinuum stellt einen stetigen Bereich dar, in dem das Ma-
terial kontinuierlich verteilt ist. Es kann als Punkt-Kontinuum vollstédndig beschrie-
ben werden, das heif3t, die Beschreibung der Bewegung und der Deformation kann
durch den Ortsvektor eines Punktes vollstindig erfasst werden. Auflerdem soll das
Indifferenz-Prinzip fiir Raum und Zeit gelten. Es werden ausschliefllich deformierbare
und feste Korper betrachtet, das heif3t, dass ein Korper in einer endlichen Zeit eine
endliche, umkehrbare Deformation erfihrt und sich dabei nicht selbst durchdrin-
gen kann. Die maflgeblichen Aussagen der Kontinuumsmechanik werden zunéchst
fiir grofle Deformationen und grofle Verschiebungen aufgestellt und spéter fiir klei-
ne linearisiert. Ausfiihrliche Darstellungen der kontinuumsmechanischen Grundlagen
sind in den Lehrbiichern von ALTENBACH und ALTENBACH [1], KHAN und HUANG
[54], BETTEN [13] und OGDEN [63] zu finden. Fiir einen spiiteren Ubergang zur Scha-
lentheorie ist es notwendig, den kontinuumsmechanischen Rahmen in koérperfesten,
konvektiven Koordinaten zu beschreiben. Hierfiir wird auf die Biicher von BAsARr
und WEICHERT [9] und HAUPT [46] verwiesen.

2.1 Konfigurationen und Restriktionen

2.1.1 Betrachtungsweisen

Aufgrund des Indifferenz-Prinzips kann der Ausgangszeitpunkt to zur Beschreibung
der Bewegung und der Deformation eines Korpers beliebig festgelegt werden. Da-
her wird iiblicherweise tg = 0 gesetzt. Das rdumliche Bezugssystem, das einen EU-
KLID’schen Raum aufspannt, kann beliebig festgelegt werden, wird jedoch meistens
iiber ein orthonormales Basissystem in einem dem Korper eindeutig zugeordneten
Punkt definiert.

Um physikalische Grofien in Abhéngigkeit von der Zeit zu beschreiben, kénnen grund-
séatzlich zwei unterschiedliche Betrachtungsweisen gew&hlt werden:

Bei der EULER’schen Betrachtungsweise bezieht sich der Beobachter auf einen fe-
sten Punkt im Raum und sieht zum Zeitpunkt ¢ einen materiellen Punkt an sich
vorbeiziechen. Der Beobachter kann daher keine Aussage iiber die Anderungen phy-
sikalischer Groflen eines materiellen Punktes machen. Diese Betrachtungsweise wird
in der Fluidmechanik zur Darstellung von Feldbetrachtungen verwendet.

Bei der LAGRANGE’schen Betrachtungsweise ist der Beobachter mit einem mate-
riellen Teilchen verbunden. Er kann die Verdnderungen der physikalischen Gréfien
direkt erfahren, da er sich auf ein korperfestes Koordinatensystem bezieht. Da in der
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Festkorpermechanik der Ausgangszustand des Korpers bekannt ist und die Verédnde-
rungen von Bewegung und Deformation des Kérpers gesucht sind, wird die LAGRAN-
GE’sche Betrachtungsweise verwendet.

2.1.2 Konfigurationen

Fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise bestehen zwei Moglichkeiten Prozess-
groflen zu definieren: Die TOTALE-LAGRANGE’sche Betrachtungsweise, in der sich alle
Groflen auf die Referenzkonfiguration beziehen, und die UPDATED-LAGRANGE’sche
Betrachtungsweise, bei der sich alle Grof8en auf die Momentankonfiguration beziehen.
Diese beiden Betrachtungsweisen werden im Folgenden nebeneinander aufgefiihrt. Sie
sind gleichberechtigt und haben je nach Problemstellung Vor- und Nachteile.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
'
62 /—\\
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Abb. 2.1: Konfigurationen des Kontinuums

Im dreidimensionalen EUKLID’schen Raum R?® kann jeder Punkt eines Korpers B
zum Zeitpunkt to = 0 in der Referenzkonfiguration durch die Basisvektoren i; und
den dazugehorigen raumfesten, materiellen Koordinaten X*, die wiederum von dem
korperfesten, konvektiven Koordinatensystem ©7 abhingig sind, beschrieben werden.

0 . 0 . 1 9 3
X = X'i; = X'(0',0%,0%) i (2.1)

Erfahrt der Korper eine Deformation, so befindet er sich danach in der Momentan-
konfiguration als B zum Zeitpunkt ¢ mit den raumfesten, rdumlichen Koordinaten
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z", die ebenfalls von dem korperfesten, konvektiven Koordinatensystem ©7 abhiingig
sind.

x =z'i; = 2'(0',0%,0°% 1) i (2.2)

Analog zu den Ortsvektoren werden im Folgenden die Groflen der Referenzkonfi-
guration mit groflen Buchstaben und die der Momentankonfiguration mit kleinen
Buchstaben gekennzeichnet. Diese Regel kann auf Zweipunkttensoren nicht ange-
wendet werden, da sie keiner Konfiguration zugewiesen werden kénnen. Sie werden
mit Groflbuchstaben bezeichnet. Des Weiteren werden die Flachen und Volumen und
deren Inkremente in der Referenzkonfiguration mit einem Grof3buchstaben und Index
Null bezeichnet und in der Momentankonfiguration nur mit dem Grof3buchstaben.

Die kovarianten Basisvektoren der Referenz- bzw. Momentankonfiguration, G; bzw.
g , berechnen sich durch Ableitung der Ortsvektoren (2.1) und (2.2) nach den korper-
festen, konvektiven Koordinaten ©°. Die kontravarianten Basen G* bzw. g° entspre-
chen dem reziproken Ausdruck.

, bzw. , (2.3)
o _ 09 . 00
~ X & = ox

Das Skalarprodukt der kovarianten Basen ergibt die kovarianten Komponenten des
Metriktensors G bzw. g

Gij = GZ . Gj bzw. 9ij — &i - 8j (24)
mit denen sich mit Hilfe der Identitit des KRONECKER-Deltas 67
55 = Gl . Gj = le ij bZW. 55 =g gj = Jik gkj 3 (25)

das die Orthogonalitdtsbeziehung der ko- und kontravarianten Basen der jeweiligen
Konfiguration darstellt, die kontravarianten Komponenten des Metriktensors berech-
nen lassen:

GY = (Gz‘j)_l = G" G bzw. gij = (gij)_l = gi 'gj . (2.6)

Der Metriktensor G bzw. g mit den definierten Determinanten GG bzw. g entspricht
also dem Einheitstensor I in der jeweiligen Konfiguration.

G = GG’ ® G’ =G"G;®G; bzw. g =gig’ ® g’ =¢"gi®g; (2.7)
G = det G := det(Gj) bzw. ¢ = detg := det(gi;) (2.8)
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2.1.3 Objektivitiit

Das Axiom der materiellen Objektivitdt besagt, dass die gewahlten Groflen und Be-
ziehungen zur Beschreibung der Verdnderung der physikalischen Gréflen von der Wahl
des Beobachters im Raum unabhéngig sein miissen. Diese Forderung wird auch Be-
obachterindifferenz genannt.

Ein Wechsel des Beobachters von O auf O mit (x,t) — (X,f) besagt: Ein Ereignis,
dass vom Beobachter O am Ort x zum Zeitpunkt ¢ erfahren wird, ist gleich zu dem,
dass der Beobachter O am Ort X zum Zeitpunkt ¢ erfihrt. Eine Beobachtertransfor-
mation ist also durch die folgenden Gleichungen des Ortes und der Zeit mit

Xx=Q{#)x+¢c(t) und t=t—a (2.9)

beschrieben [63]. Der zweistufige Tensor Q stellt hierbei einen beliebigen, zeitabhéngi-
gen, eigentlich orthogonalen Rotationstensor und der Vektor ¢ einen beliebigen,
zeitabhéngigen Translationsvektor dar. Die Konstante a ist die Zeitdifferenz zwi-
schen den Beobachtern. Sie ist mit dem hier geltenden Indifferenz-Prinzip irrelevant,
sodass t = t gewihlt werden kann. Der Rotationstensor ist ein Zweipunkttensor,
der die Basen der aktuellen Konfiguration des Beobachters O in die aktuellen des
Beobachters O transformiert mit

Q=g 0g Q'=gog

B i . (2.10)
Q'=g'vs Q' =g'®g,
und die folgenden Eigenschaften besitzt:
Q=-Q'=-Q ', dtQ=1, Q' Q=g , QQ"' =%g. (2.11)

Durch die in Gleichung (2.11) aufgefiihrten Eigenschaften ergeben sich komponenten-
unabhéngige Objektivitatskriterien. Fiir eine Objektivitdtsanalyse bleiben die Basen
der Referenzkonfiguration einer Groéfle unverdndert und die Basen der Momentan-
konfiguration wechseln den Beobachter. Eine Skalar, Vektor oder Tensor 2. Stufe ist
objektiv, wenn fiir die Gréen in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration folgende
Transformationsbeziehungen gelten:

Skalar  ®(X,t) = ®(X, 1) o(X,t) = ¢(x,1)
Vektor AX,t)=A(X,t) bzw. a(xX,t)=Qa(x,t)=ax,t)Q"  (2.12)
Tensor  B(X,t) = B(X, 1) b(X,t) = Qb(x,t) Q" .

Setzt sich ein Tensor 2. Stufe aus zwei unterschiedlichen Basen zusammen, handelt
es sich um einen Zweipunkttensor. Bezieht sich seine erste Base auf die Momentan-
konfiguration, so ist er objektiv, wenn er der Transformationsbeziehung

b(X,t) = Qb(x,1) (2.13)
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folgt. Ist die zweite Basis in der Momentankonfiguration definiert, gilt er als objektiv,
wenn er die folgende Transformationsbeziehung erfiillt:

b(X,t) =b(x,t) Q" . (2.14)

Diese Transformationsbeziehungen sind gleich zu denen fiir Vektoren in der Momen-
tankonfiguration.

2.2 Kinematische Beziehungen

2.2.1 Deformation

Die Verschiebung eines korperfesten Punktes aus der Referenz- in die Momentankon-
figuration kann durch den Verschiebungsvektor u definiert werden.

u:=x—X (2.15)

Das materielle Linienelement dX in der Referenzkonfiguration und das r&dumliche
Linienelement dx in der Momentankonfiguration sind definiert zu
0X ox

Der Deformationsgradient F beschreibt die Verédnderung eines materiellen Linienele-
mentes dX in ein rdumliches Linienelement dx.

dx = GRADx dX := FdX dX = gradX dx := F ' dx
. bzw. _ (2.17)
mit GRADx =x,® G’ mit gradX=X,®g’

Er ist ein Zweipunkttensor, der den Ubergang der einen in die andere Konfigura-
tion definiert. Mit ihm konnen die sogenannten PULL-BACK- und PUSH-FORWARD-
Operatoren, ®5(.) und ®3(.), definiert werden, die im Anhang A.1 niher erldutert
sind.

Mit Hilfe des Verschiebungsvektors u in (2.15) lédsst sich der Deformationsgradient
F durch eine materielle bzw. rdumliche Beschreibung darstellen.

F =G+ GRADu bzw. F!'=g—gradu (2.18)

Wird der Deformationsgradienten durch das korperfeste, konvektive Koordinatensy-
stem definiert, so ergibt sich fiir die verschiedenen Basen in (2.3)

. . 2.19
F_T:gz®Gi FT:GZ®gZ~. ( )
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Er stellt eine Abbildung der Basen der Referenzkonfiguration in die Momentankon-
figuration dar.

gi:FGi Gi:F_lgi
. o ., bzw. ‘ . (2.20)
g’L — F GZ GZ — F g”L

Da es sich hier um eine Beschreibung fester Korper handelt, kann sich ein Koérper
bei einer Deformation nicht selbst durchdringen. Daraus folgt fiir die Determinante
des Deformationsgradienten, die auch als JAKOBI-Determinante J bezeichnet wird,
dass sie grofler null sein muss.

J:=det F = det(F") = \/% >0 bzw. J ':i=detF ' = ,/g (2.21)

Die Flachenvektoren dSo bzw. dS mit den Lingen dSp bzw. dS sind mit Hilfe der
orthonormalen Vektoren N bzw. n der Fliche definiert, die sich aus den normierten
kontravarianten Basen berechnen und fiir die gilt

n=F "N bzw. N=F'n. (2.22)

Hier werden beispielhaft die Flichenvektoren der ©', ©*-Ebene aufgefiihrt, die mit
Gleichung (2.17) bestimmt werden.

dSo = dSo N = dX1 X dX2 b dS = dSn = dX1 X ng (2.23)
ZW .
= G1 X G2 d@ld@Q = g1 X g2 d@ld@2
dS = JF TdS, bzw. dSo =J 'FTdS (2.24)

Gleichung (2.24) wird auch als NANSON-Gleichung bezeichnet. Mit den Normalenvek-
toren der Fldche in (2.22) ist die Beziehung zwischen den Langen der Flachenvektoren
dSo bzw. dS definiert.

dS=JdS;  bzw. dSo =J " dS (2.25)

Die Volumenelemente d)y und dV berechnen sich aus dem Spatprodukt der Lini-
enelemente der jeweiligen Konfiguration.

dVo = (Xm X dXz) . dX3 dy = (Xm X dX2) . dX3 (226)
bzw. Lo i3
=G de'de?de? = /gd0'de’*de

dv = JdV, bzw. dVo =J 'dV (2.27)

Aus Gleichung (2.27), die auch EULER-Gleichung genannt wird, ldsst sich ablesen,
dass die JAKOBI-Determinante die Volumendnderung eines Korpers beschreibt. Da
ein differentielles Volumenelement niemals eine negative Gréofle annehmen kann, wird
auch hier ersichtlich, dass die JAKOBI-Determinante J immer gréfler null sein muss.
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Bei einer Objektivitdtsanalyse nach Abschnitt 2.1.3 der hier eingefithrten Groéfien
ergeben sich folgende Beziehungen:

dX =dX dx = Qdx (2.28)

dSy = dSy dS =Qds Q" (2.29)

dVo = dVs dy =dv (2.30)
_ bzw. _

J=1J J=1J (2.31)

F=QF,F1=F'Q" (2.32)

G=G g=QgQ’ (2.33)

Der Deformationsgradienten folgt dem Objektivitéatskriterium fiir Zweipunkttensoren
in Gleichung (2.13) und ist, wie alle weiteren untersuchten Groflen, objektiv.

2.2.2 Verzerrungsmafle

Der Deformationsgradient F kann nicht als eindeutiges Verzerrungsmaf} verwendet
werden, da er neben der Streckung und Scherung des Linienelementes dX noch eine
Starrkorperrotation beinhaltet. Deshalb wird er durch eine Polarzerlegung in einen
Rotationstensor R, der einen orthogonalen Tensor darstellt, und einen rechten Streck-
tensor U bzw. einen linken Strecktensor v aufgeteilt.

F=RU mit U=U" bzw. F=vR mit v=v’

2.34
und R=—-R7=_R! (2:34)

Der rechte und der linke Strecktensor sind durch Transformationsbeziehungen mit
Hilfe des Rotationstensors R gekoppelt.

U=R’VR bzw. v=RUR’ (2.35)

Nun kann der rechte CAUCHY-GREEN-Tensor C und der linke CAUCHY-GREEN-
Tensor b~ ', der keine Starrkorperrotation enthilt, definiert werden zu

C:=F'F =UR'RU b '=F "F'=v 'RR v’
= U? bzw. =v? (2.36)
C=g,;G' @G b ' =Gig og
mit ihren Inversen
C'=°F"'"F"=U"'"R'RU b:=FF" =vRR'v
=U"’ bzw. = v’ (2.37)
C_lzgijGi®Gj b:Gijgi@)gj )

Aus der Definition von C und b~! wird deutlich, dass es symmetrische Tensoren
sind. In Abhéngigkeit von dem Verschiebungsvektor in Gleichung (2.15) und dem
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Deformationsgradienten in Gleichung (2.18) lassen sich die CAUCHY-GREEN-Tensoren
wie folgt darstellen:

C = G + GRADu + GRAD™u . b ! =g — gradu — grad’u (2.38)
ZW. :
+ GRAD"u GRADu + grad u gradu .

Mit Hilfe des rechten und linken Strecktensors kann nun die allgemeine Definition
von Verzerrungstensoren nach HILL aufgestellt werden [63].

1 1
E,=—U"-G fiir m+#0 eyn =——(v " -

~( ) . L g) 259
E,,=nU fir m=20 e, =Inv

Aus dem Grenzfall m = 0 resultieren der materielle und rdumliche HENCKY-Verzer-
rungstensor und mit m = 1 ergibt sich der materielle und rdumliche BioT-Verzer-
rungstensor. Fiir m = 2 berechnen sich der GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensor E
und der EULER-ALMANSI-Verzerrungstensor e zu

e I SR

E=;(U"-G) e=5(g—v")
= %(C - G) bzw. = %(g —b ) (2.40)
=595 —Giy)G' ® G =595 —Giy)g' © g’

und mit m = —2 ergeben sich der P1oLA-Tensor A und der FINGER-Tensor a zu
. 1 -2 . 1 —2
A= 2(U QG) a= 2(g v )

= (C-q) baw. = (g b) (2.41)
L ij 1 4 ij

=507 —G")Gi v G; =507 ~GY)gig;.

Durch die gleichen Komponenten und die verschiedenen Basen der Verzerrungsten-
soren in Gleichung (2.40) und (2.41) wird deutlich, dass die Tensoren durch eine
PuLL-BACK- bzw. PUSH-FORWARD-Operation aus Anhang A.1 gekoppelt sind.

E = &} (e) = F'eF e=® (E)=F "EF ' (2.42)
A=3d}(a)=F "aF " a=®"(A)=FAF" (2.43)

Die weiteren Beziehungen folgen mit Gleichung (2.19) aus einem Komponenten- und
Basenvergleich.

E=F"aF e=FAF" (2.44)
. T bzw. T 1
A=F'eF a=F TEF (2.45)
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Der GREEN-LAGRANGE- und EULER-ALMANSI-Verzerrungstensor sind gleich zu den
Verzerrungstensoren, die sich aus Ads?, der halben Differenz der Quadrate der Lini-
enelemente vor und nach der Deformation, definieren lassen, dem sogenannten inge-
nieurméfligem Verzerrungsmaf.

Ads® = %(df —ds?) = %(dxdx — dXdX) (2.46)

E=dX 'Ads*dX™' bzw. e=dx 'Ads’dx"’ (2.47)

Mit Hilfe von Gleichung (2.38) lassen sich der GREEN-LAGRANGE- und EULER-
AvLMANSI-Tensor in Abhéngigkeit des Verschiebungsvektors u schreiben.
1 T 1 T
E=— (GRADu + GRAD u e=— (gradu + grad " u
2 bzw. 2

(2.48)
+ GRAD™u GRADu) — grad™u gradu)

Die Uberpriifung der Objektivitit ergibt ein positives Resultat, der in diesem Ab-
schnitt definierten Groflen. Auch die verwendeten Transformationen in Gleichung
(2.35) und die Operationen in (2.42) und (2.43) sind objektiv. Der Rotationstensor
R ist ein Zweipunkttensor und folgt dem Objektivitétskriterium in (2.13).

U=U v=QvQ" (2.49)

R=QR (2.50)
C=C bazw b=QbQ" (2.51)
E=E e=QeQ” (2.52)
A=A a=QaQ” (2.53)

2.2.3 Kinetik

Zur Berechnung zeitabhéngiger Groflen wird in der LAGRANGE’sche Betrachtungs-
weise die materielle Zeitableitung verwendet, fiir die der Punkt X festgehalten wird
und nach der Zeit t abgeleitet wird. Die materielle Zeitableitung wird durch das
totale Differential gebildet.

D(.) _ .
—==0 (2.54)

Die Geschwindigkeit v eines Punktes im Raum ist definiert als materielle Zeitablei-
tung eines rdumlichen Punktes zu

(2.55)

<
I
x.
I
c
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wodurch sich die materielle Zeitableitung des Deformationsgradienten zu
F = %(GRADX) = GRADv = gradv F (2.56)
ergibt. Durch diese Gleichung ist der rdumliche Geschwindigkeitsgradient 1 definiert.
l:=gradv=FF '=—-FF-1! | —]1=1" (2.57)

Die materielle Zeitableitung der JAKOBI-Determinante und ihrer Inversen ergibt sich
mit den zuvor aufgestellten Beziehungen zu

J= %(det F) =detF = det(1F) = J trl (2.58)
. D 1 — detF 1
e —— ) = —— = —J 1l 2.
T (det F) otFe = " (2.59)

und die materielle Zeitableitung des differentiellen Volumenelementes der Momen-
tankonfiguration kann berechnet werden.

dV = JdV, = trldV (2.60)

Zur Berechnung der Verzerrungsraten ist es sinnvoll den rdumlichen Geschwindig-
keitsgradienten 1 in einen symmetrischen und einen antimetrischen Tensor aufzutei-
len.

l=d+w mit d=syml==-(1+1"),d" =d

N | =

1 (2.61)
w = skewl = §(l—lT) LW = —w

Hierbei wird der symmetrische Anteil d als tensorielle Verzerrungsgeschwindigkeit
und der antimetrische Anteil w als Spintensor bezeichnet.

Fiir den Nachweis der Objektivitdt der in diesem Abschnitt hergeleiteten Grofien
wird die Zeitableitung der Identitit Q7 Q = g in Gleichung (2.11), die sich zu

Q'Q=-Q"Q wmd QQ"=-QQ" (2.62)

ergibt, verwendet. Aus einer Objektivitidtsanalyse folgt, dass nur die tensorielle Ver-
zerrungsgeschwindigkeit d objektiv ist.

v=Qv+Qx+c (2.63)
F=QF+QF (2.64)
T =Jtrl+ J det Q (2.65)
1=Q1Q" +QQ" (2.66)
d=QdQ" (2.67)
w=QwQ' +QQ" (2.68)
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2.2.4 Objektive Zeitableitungen

Um einen geschichtsabhéngigen Deformationsprozess zu beschreiben, der zum Bei-
spiel bei einem inelastischen Materialmodell vorhanden ist, miissen nicht nur die ver-
wendeten Groflen, sondern auch deren Zeitableitungen objektiv sein. Die materielle
Zeitableitung in Gleichung (2.54) ist fiir objektive Groflen der Referenzkonfiguration
objektiv. Fiir objektive Vektoren und Tensoren in der Momentankonfiguration ist sie
jedoch nicht objektiv, wie aus den folgenden Gleichungen deutlich wird.

Skalar & = & 5:@5
Vektor K —A bzw. a=Qa+ (Q QT) Qa
Tensor B=B b QbQT+(QQT)QbQT+QbQT(QQT)T

(2.69)

Aus der Objektivitdtsanalyse des Spintensors w in (2.68) folgt die Beziehung
QQ' =%-QwQ’ (2.70)

mit der sich mit Hilfe der materiellen Zeitableitung einer objektiven, aktuellen Grofie
in (2.69) die objektive Zeitableitung von ZAREMBA-JAUMANN herleiten l&sst.

§1J:a—|—wTa
o . (2.71)
b;=b+w' b+bw.

Bei einem inelastischen, ebenen Scherproblem treten bei einigen mit diesen Ableitun-
gen berechneten Groflen Oszillationen in den Ergebnissen auf, die physikalisch nicht
sinnvoll erscheinen. Deshalb ist die Zeitableitung von ZAREMBA-JAUMANN nicht ge-
eignet zur Beschreibung geschichtsabhingiger Prozesse. Des Weiteren lédsst sich dar-
aus schlieflen, dass die geforderte Objektivitat fiir Zeitableitungen nicht das einzige
Kriterium sein kann, um physikalisch korrekte Zeitableitungen zu bestimmen.

Durch Umformung der Gleichung (2.68) mit Hilfe des rdumlichen Geschwindigkeits-
gradienten 1 in (2.61) ergibt sich

QQ" =-1"+Ql" Q" (2.72)

und mit (2.69) lisst sich die objektive, kovariante OLDROYD-Zeitableitung herleiten.
glo —a-+ IT a

o . (2.73)

bo=b+1"b+bl.

Aus der Objektivitdtsanalyse des Geschwindigkeitsgradienten in (2.66) ergibt sich

QQ" =1-Q1Q" (2.74)
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und die kontravariante OLDROYD-Zeitableitung lésst sich bestimmen.

o .
a° =a—1la

(2.75)

b’ =b—-1b—bl",
Wird bei der Berechnung der objektiven, kovarianten OLDROYD-Zeitableitung die

Identitat aus Gleichung (2.62) verwendet, folgt die erste gemischte OLDROYD-Zeitab-
leitung fiir Tensoren 2. Stufe zu

bo;=b+1"b-bl". (2.76)

Unter Anwendung der gleichen Identitit mit Gleichung (2.74) berechnet sich die
zweite gemischte OLDROYD-Zeitableitung fiir Tensoren 2. Stufe.

b\ —H—1b+bl. (2.77)

Die zuvor aufgefiihrten Zeitableitungen sind Ableitungen einer Gréfle in der Momen-
tankonfiguration. Nach Transformation der aktuellen Grofle mit Hilfe der Opera-
tionen im Anhang A.1l in die Referenzkonfiguration, ist die materielle Zeitableitung
dieses Ausdruckes objektiv. Das Ergebnis kann wieder in die Momentankonfiguration
transformiert werden [58]. Aus dieser Uberlegung ergibt sich die objektive Zeitablei-
tung von LIE, die allerdings von der Komponentendarstellung der Gréflen abhingig
ist.
<& < D * .
Vektor Lya = (I)*E (Psa) mit oe {b,f\,/}
Lla=Ly(ag)=a+1"a
Lla=L,(a'g) =a—1a
< < D * .
Tensor Lyb = CID*a (®sb) mit o€ {b,4,\,/} (2.78)

Lb=L,(bijg" ®g)=b+1"b+bl

Lib=L,0bg;0g;)=b—1b—bl"

Lyb=L,(b;g;9g’)=b—1b+bl

Llb=L,0big'®g)=b+1"b—-bl"
Diese Zeitableitung hat den Nachteil, dass sie nicht dem Konzept der Tensoranaly-
sis folgt, indem ein Tensor in jeder beliebigen Komponentendarstellung verwendet
werden kann und die Operationen auf ihn immer gleich aussehen. Sie stimmt jedoch
fiir die entsprechende Komponentendarstellung mit einer der vier zuvor definierten

OLDROYD-Zeitableitungen iiberein, wodurch sie riickwirkend dem Konzept der Ten-
soranalysis folgt.

Durch den Anteil der Starrkorperrotationen im Deformationsgradienten wird die ma-
terielle Zeitableitung einer objektiven Grofle in der Momentankonfiguration nicht
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objektiv. Wird eine aktuelle Gréfle mit Hilfe des Rotationstensor R aus der Polar-
zerlegung des Deformationsgradienten zuriickrotiert und in dieser Konfiguration die
materielle Zeitableitung gebildet, so ergibt sich durch eine Objektivitdtsanalyse die
mitrotierende Zeitableitung von GREEN und NAGHDI.

Bei der Verwendung der mitrotierenden, logarithmischen Zeitableitung, oder auch
natiirliche genannt, sollte fiir ein inelastisches Materialverhalten der raumlichen HEN-
CKY-Verzerrungstensor angewendet werden [16]. Die logarithmische Zeitableitung hat
den weiteren Vorteil, dass sie selbstkonsistent ist, das heif3t, dass bei einem elasto-
plastischen Materialverhalten die Ratenformulierung des elastischen Anteils exakt
integrierbar ist [23].

Abschlielend ist fiir die aufgefithrten objektiven Zeitableitungen anzumerken: Ist
ein Transformationszusammenhang zwischen der Zeitableitung einer materiellen und
einer aktuellen Gréfle nach den PULL-BACK- bzw. PUSH-FORWARD-Operationen ge-
geben, so berechnet die objektive Zeitableitung physikalisch korrekte Ergebnisse.

2.2.5 Verzerrungsraten

Die materiellen Zeitableitungen der Verzerrungstensoren in Gleichung (2.40) und
(2.41) werden mit Hilfe der Gleichungen (2.36), (2.37), (2.42) und (2.43) gebildet.

E = ®}(d) =F dF . ée=d—-1"e—el (2.79)
ZW .

A=0/(d")=-F 'dF " a=-d+la+al” (2.80)

Zwischen der GREEN-LAGRANGE-Verzerrungsrate E sowie der PIOLA-Verzerrungsrate
A und dem symmetrischen Anteil d des Geschwindigkeitsgradienten besteht ein
Transformationszusammenhang nach der ko- bzw. kontravarianten PULL-BACK-Ope-
ration aus Anhang A.1.

Zur Ermittlung der LiE-Zeitableitung werden die physikalisch nahen Komponenten-
darstellungen der aktuellen Verzerrungstensoren in Gleichung (2.40) und (2.41) ver-
wendet.

Mit den im vorherigen Abschnitt definierten objektiven Zeitableitungen ergibt sich
fiir den EULER-ALMANSI-Verzerrungstensor

e;j=d—-de—ed eo, =d —2ed
eo=d=F TEF'=0)(E) &% =d-2de (2.81)
e’ =d—2de — 2ed Le=d=F TEF ' =o)(E).

Es wird deutlich, dass nur fiir die kovariante OLDROYD- und die LIE-Zeitableitung
ein Transformationszusammenhang analog zur kovarianten PUSH-FORWARD-Opera-
tion in Gleichung (2.42) besteht. Die objektiven Zeitableitungen des FINGER-Verzer-
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rungstensors lauten

aj=-d+da+ad ap, = —d+2da

ap = —d+2da+2ad a®\ = —d +2ad (2.82)
a°=-d=FAF ' =®¢(A) L,a=-d=FAF" =a!(A).

Die kontravariante OLDROYD- und der LIE-Zeitableitung folgen dem Transforma-
tionszusammenhang analog zur kontravarianten PUSH-FORWARD-Operation in Glei-
chung (2.43). Da die Zeitableitung von LIE auf diesem Zusammenhang aufgebaut
ist, und er sich daher fiir alle Tensorpaare einstellt, wird diese im Folgenden fiir die
Ermittlung der objektiven Verzerrungsraten verwendet.

2.3 Dynamische Beziehungen

2.3.1 Belastungen

Auflere Belastungen auf ein Kontinuum kénnen zum Beispiel mechanischer, ther-
mischer, elektromagnetischer oder aber auch chemischer Art sein. Hier werden me-
chanische Belastungen betrachtet, die aus einem Gravitations-, Tragheits- oder ma-
gnetischen Kraftfeld entstehen kénnen. Wirken diese Felder auf das Kontinuum, so
ergeben sich Volumenlasten. Oberflichenlasten greifen an einem Kontinuum an, wenn
das Kraftfeld auf einen Korper wirkt, der iiber seine Oberfliche diese Belastung an
das Kontinuum weiterleitet. Reibung zwischen zwei Koérpern wird hier nicht bertick-
sichtigt und Momente werden als lineare Oberflachenkréfte auf das Kontinuum auf-
gebracht.

Der Vektor ff der Gesamtbelastungen ist in der aktuellen Konfiguration definiert
und setzt sich aus dem Vektor der Oberflichenkriifte £ und dem der Volumenkrifte
fY zusammen.

£ = £ 4 £V
fS:/TdSO f‘S:/tdS
2.83
So bzw. S ( )
f":/poKdvo fV:/pKdv
Vo %

Hierbei sind T(X, N, t) bzw. t(x,n,t) definierte Oberflachenkréfte, die sich auf die
Oberflichen Sy bzw. S beziehen, fiir die mit Gleichung (2.25) gilt

T=Jt bzw. t=J 'T. (2.84)

K steht fiir die Kraft pro Masse bzw. die Beschleunigung des wirkenden Feldes,
die mit Gleichung (2.27) und (2.105) nicht von der Konfiguration und dem Punkt im
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Raum abhéngt, sondern nur von dem wirkenden Kraftfeld. Bei einem Gravitationsfeld
entspricht K also dem Vektor der Erdbeschleunigung.

Die Oberflache Sp bzw. S ist in zwei Teilbereiche aufgeteilt. Auf dem Bereich Sot
bzw. St sind dynamische oder natiirliche Randbedingungen durch T* bzw. t* gegeben
und auf dem Bereich Sp" bzw. S" sind kinematische Randbedinungen durch u*
gegeben.

T —T=0 auf So* t*—t=0 auf S*

. " bzw. . " (2.85)
u —u=0 auf Sy u —-—u=0 auf S

Dabei gilt fiir die Aufteilung der Oberflache Sy bzw. S

SoTUS™ =S, Stus" =S8
- bzw. " u (2~86)
A S NSt =0 A SNSY=10.

2.3.2 Spannungen

Die in Gleichung (2.83) eingefithrten Oberflichenkrifte T(X,IN,t) bzw. t(x,n,t)
koénnen auch als Spannungsvektoren interpretiert werden. Mit Hilfe des CAUCHY-
Theorems

T=PN bzw. t=o0on (2.87)

und Gleichung (2.22) und (2.84) ldsst sich ein Zusammenhang zwischen dem 1.
ProvLa-KIRCHHOFF-Spannungstensor P und dem real wirkenden CAUCHY-Spannungs-
tensor o aufstellen.

P=JoF " (2.88)

Der 1. ProLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor P ist ein Zweipunkttensor und somit
keiner Konfiguration zugehorig. Wird der Deformationsgradient F auf ihn angewen-
det, lasst sich der 2. PI1OoLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor S, der die Spannungen
in der Referenzkonfiguration darstellt, bestimmen. Mit den definierten PULL-BACK-
bzw. PUSH-FORWARD-Operationen fiir Zweipunkttensoren in Anhang A.1 kann eine
Beziehung zwischen P und S definiert werden.

S=F'"P=JF 'oF " (2.89)
S=®;(P)=F 'P bzw. P=2ai(S)=FS (2.90)
Durch die Definition des KIRCHHOFF-Spannungstensors 7 in der Momentankonfigu-

ration als gewichteter CAUCHY-Spannungstensor ist eine PULL-BACK- bzw. PUSH-
FORWARD-Operation zwischen 7 und S gegeben.

T:=Jo (2.91)
S=3;(r)=F 'tF " bzw. 7=04S)=FSF" (2.92)
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Der Spannungstensor X ist als invers gewichteter 2. P1O0LA-KIRCHHOFF-Spannungs-
tensor S definiert, wodurch sich eine PULL-BACK- bzw. PUSH-FORWARD-Operation
zwischen o und 3 ergibt.

»:=J 'S (2.93)
X=0(c)=F 'oF " bzw. o=04(2)=FXF" (2.94)
Die folgende Tabelle stellt den Zusammenhang zwischen den einzelnen Spannungs-

tensoren dar, wobei die gerahmten Beziehungen PULL-BACK- bzw. PUSH-FORWARD-
Operationen darstellen.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
> S P T o
) > = J'sS =J'F'P=J'FlrFT=|FleoF 7T
S Jx = S = F'P = |F'7F 7| =JF'eF 7T
P JFY = FS = P = TF T = JoF 7T
r | JFEEXF' = |FSF'| = PF' = T = Jo
o | |FXF!'|=J'FSF! = J'PF? = J = o

Tab. 2.1: Transformationsbeziehungen der Spannungstensoren

Die Wahl des Spannungstensors zur Beschreibung eines Problems héngt von der Wahl
des Dehnungstensors ab, da beide Groflen energetisch konjugiert sein miissen.

Um die Objektivitat der verschiedenen Spannungstensoren zu iiberpriifen, wird vor-
ausgesetzt, dass der CAUCHY-Spannungstensor o, der in der Momentankonfigurati-
on definiert ist, objektiv ist. Der 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor ist objektiv,
wenn analog zum Deformationsgradienten das Objektivitédtskriterium fiir Zweipunkt-
tensoren in (2.13) angewandt wird. Alle {ibrigen Spannungstensoren sind nach Glei-
chung (2.12) objektiv.

T:=QoQ” (2.95)
S=S  bzw T=QTrQ" (2.96)
=3 P=QP (2.97)



2.3 Dynamische Beziehungen 25

2.3.3 Spannungsraten

Mit Hilfe der Beziehungen in Gleichung (2.90), (2.92) und (2.94) kénnen die materi-
ellen Zeitableitungen der Spannungstensoren berechnet werden.

P=FS+1P (2.98)
S=S  bzw. F=FSF" +1lr+71" (2.99)
= o =FXF" +1o +o0l" (2.100)

Zur Ermittlung der Lie-Zeitableitung wird davon ausgegangen, dass der CAUCHY-
Spannungstensor in kontravarianten Komponenten gegeben ist. Die Komponenten-
darstellungen aller iibrigen Spannungstensoren lassen sich aus der letzten Spalte in
Tabelle 2.1 bestimmen.

Nach Anwendung der objektiven Zeitableitungen fiir Vektoren in Abschnitt 2.2.4 auf
den 1. ProLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor ergibt sich

P,—=FS$+dP 50 _ & _ pl (e
J P FS = ®;(S) (2.101)

P, =FS+2dP L.P=FS=0S).

Nur bei der kontravarianten OLDROYD- und der LiE-Zeitableitung besteht eine kon-
travariante PUSH-FORWARD-Operation zwischen der objektiven Zeitableitung des
1. P1roLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors und der materiellen Zeitableitung des 2.
ProvLa-KIRCHHOFF-Spannungstensors. Diese Beziehung lésst eine physikalische Deu-
tung der objektiven Ableitungen zu.

Fiir die objektive Zeitableitung des KIRCHHOFF-Spannungstensors ergibt sich ei-
ne PUSH-FORWARD-Operation angewendet auf die materielle Zeitableitung des 2.
ProvLa-KIRCHHOFF-Spannungstensors, wenn die kontravarianten OLDROYD- oder die
LiE-Zeitableitung verwendet wird.

7, =FSF' +dr+7d 70, =FSF' +2dr
ro=FSF ' +2dr+2rd 79 =FSF” +2rd (2.102)
¢ =FSF” = 3%(8S) L,m=FSF" = (S)

Wird die OLDROYD- oder die LiE-Zeitableitung auf den CAUCHY-Spannungstensor
angewendet, so ergibt sich eine PUSH-FORWARD-Operation der materiellen Zeitablei-
tung des invers gewichteten 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors.

3J:F2FT+da+ad 30/:F2FT+2d0'
0o =F3XF' +2do+20d &9 =F32FT +25d (2.103)
o? =F3F" =o' (%) L,o0=F3XF" =4 (%)
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Da die Lie-Zeitableitung eine PUSH-FORWARD-Operation zur materiellen Zeitablei-
tung einer Grofle in der Referenzkonfiguration immer gewéhrleistet, dass eine physi-
kalische Deutung der objektiven Ableitung moglich ist, wird diese im Folgenden zur
Ermittlung der objektiven Spannungsraten gewahlt.

2.4 Bilanzgleichungen der Mechanik

Die Bilanzgleichungen der Mechanik beschreiben allgemeine Prinzipien. Sie werden in
integraler Form iiber den gesamten Korper aufgestellt und kénnen, bei einem glatten
Verlauf der zu bilanzierenden Groéflen, als lokale Differentialgleichung in jedem Punkt
des Kontinuums aufgestellt werden.

2.4.1 Massenbilanz

Die Massenbilanz besagt, dass bei fehlendem Massenaustausch iiber die Oberflache
und fehlendem Zuwachs oder Verlust von Masse im Inneren eines Korpers die Ge-
samtmasse m eines Korpers fiir alle Zeiten gleich bleibt. Diese Aussage wird auch die
globale Massenerhaltung genannt.

m = konst.

m = /,00 dVo bzw. m = /p dy (2.104)
Vo 1%

Daraus kann ein Zusammenhang der Massendichte pg des Korpers By in der Referenz-
konfiguration und der Massendichte p des Korpers B in der aktuellen Konfiguration
mit Hilfe von Gleichung (2.27) hergestellt werden.

po
J == 2.105
p (2.105)

Bleibt die Masse nun wihrend der Deformation konstant, so verschwindet ihre ma-
terielle Ableitung nach der Zeit. Mit der Gleichung (2.60) ergibt sich der globale
Massenerhaltungssatz zu

m=0
/ﬁo dVo =0 bzw. / (p+ptrl) dv =0 (2.106)
Vo Vv
und der lokale Massenerhaltungssatz zu

po=0 bzw. p+ptrl=0. (2.107)
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2.4.2 Impulsbilanz

Die Impulsbilanz sagt aus, dass die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses ip gleich
der an dem Korper angreifenden Gesamtbelastungen £ ist. Wird der Gesamtimpuls
i P Zu

ip = /V dm (2.108)

m

definiert, so ergibt sich mit der Definition der Gesamtbelastungen in (2.83) und der
Massenerhaltung in (2.104) die Impulsbilanz zu

%(ip) = =£° 4 ¢V
D D
— dy =
1 ( /pov o) T (/,ov dV) (2.109)
Vo bzw v
I/TdSo—l—/,OoKdVo =/td8+/pKdV
So Vo S

Nach Anwendung des CAUCHY-Theorems in (2.87) und des GAUSS’schen Integralsat-
zes

/PNdSo:/DIVPdVo /a'ndS:/diVO'dV
30 Vo bzw. % 3 (2.110)

mit DIVP = GRADP: G mit dive =grado:g

folgt die globale Impulsbilanz

/(DIVP+poK) dVo:/po\'/dVo bzw. /(diva+pK) dV:/p\'/dV

Vo Vo v A
(2.111)
und die lokale Impulsbilanz lautet
DIVP + po K =pov bzw. dive+pK=pv. (2.112)

Fiir statische Systeme gilt
DIVP + poK =0 bzw. divoe+pK=0. (2.113)
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2.4.3 Drehimpulsbilanz

Die Drehimpulsbilanz beschreibt die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses be-
zichungsweise des Dralls 1p, die gleich dem Gesamtmoment mZ% aller am Korper an-
greifenden Oberflichen- und Volumenlasten £ ist. Wird der Drall 1p bezogen auf
einen beliebigen Punkt P mit r = x(X,t) — xp(Xp) zu

lp:/rxvdm (2.114)

m

definiert, so folgt mit der Massenerhaltung in (2.104) fiir die Drehimpulsbilanz

D
—(lp):mgzm}gp—i—m}é
dt

D

a(/rxpovdVo) %(/rx;de)

Vo bzw. v
:/rdeSO+/rxpoKdVo =/r><td8—i—/r><,oKdV,
So Vo S %

(2.115)

wobei das Moment aus Oberflichenkriften m% bzw. aus Volumenkriften mY% aus
dem Kreuzprodukt des entsprechenden Lastvektors und des Differenzvektors r ent-
stehen.

Mit Hilfe des CAucHY-Theorems in (2.87) und des Integralsatzes von DE BOER

/rxPNdSO:/DIV(rXP) dVo bzw. /rxandS:/div(rxa) dy

So Vo S Y
(2.116)

sowie der Identitét
DIV(r x P) = GRADr x P+ r x DIVP bzw. div(r x o) = gradr X o +r x dive

(2.117)
ergibt sich unter Verwendung der lokalen Impulsbilanz in (2.112)
/FdeVo:O bzw. /gxadV:O. (2.118)
Vo %
Mit Gleichung (2.89) folgt fiir die globale Drehimpulsbilanz
/F skewSFT dVy =0 bzw. /skewa' dv =0 (2.119)

Vo %
und fiir die lokale Drehimpulsbilanz
S=S8" bzw. o=0". (2.120)

Sie beschreibt die symmetrische Eigenschaft des 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungs-
tensors S und des CAUCHY-Spannungstensors o .
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2.4.4 Energiebilanz

Diese Arbeit basiert auf dem Ansatz der klassischen Mechanik, in der mechanische
und thermodynamische Vorgéinge entkoppelt sind. Spezialfille der klassischen Me-
chanik sind isotherme Prozesse, bei denen jeder Punkt wéahrend der Deformation
seine Temperatur beibehélt. Hier wird auf die explizite Darstellung des thermody-
namischen Rahmen verzichtet, da diese Restriktionen durch die Wahl der Material-
modelle und -parameter erfiillt werden. Es verbleibt die kinetische Energiebilanz, die
aus der Multiplikation der lokale Impulsbilanz (2.112) mit der Geschwindigkeit v
folgt.

povv =vDIVP + povK bzw. pvv=vdivoe +pvK. (2.121)

Mit der Identitét
DIV(vP) = vDIVP + P: GRADv bzw. div(ve) = vdivo + o :gradv (2.122)

und den Gleichungen (2.56) bzw. (2.61) und (2.120) ergibt sich die lokale kinetische
Energiebilanz.

LoDy LDy
— po — = —p—(vv)=
2 70t bew. 27 dt (2.123)

DIV(VP)+ povK —P:F divive)+pvK —o:d

Wird diese Gleichung iiber Vo bzw. V integriert und der GAUSS’sche Integralsatz in
(2.110) angewendet, so folgt die globale kinetische Energiebilanz in Ratenform.

/lpondvoz /de50+/podevo— /P:FdVo

2
Vo So Vo Vo
N ~~ 7 N ~~ J N ~~ 7
Rate der kine- Rate der &ufleren Arbeit aus Rate der Defor- (2124)
tischen Energie Oberflichen- und Volumenkriften mationsenergie
bzw.
1 .9
3PV dV = vtdS+ [ pvKdY - o:ddV
v .S v Y (2.125)
Vv Vv
Rate der kine- Rate der &dufleren Arbeit aus Rate der Defor-
tischen Energie Oberflachen- und Volumenkriften mationsenergie

Aus der lokalen Energiebilanz (2.123) ldsst sich die Rate der lokalen, spezifischen
Deformationsenergie ableiten, aus der mit den Beziehungen fiir die kovariante Dar-
stellung der Spannungstensoren

S=F'"rF X =F'oF (2.126)
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die energetisch konjugierten Gréflen sichtbar werden.

b= LP.F
Lo
:iS:Ele:E:iT:LUezla:/Lve (2.127)
Po P Po P
:—iS:A:—EE:A:—iT:/LUa:—la:/LUa
Po P Po P

2.5 Potentiale

2.5.1 Elastisches Potential

Das elastische Potential ® als Gesamtpotential existiert, wenn ein konservatives Sy-
stem vorliegt, das heiflt, ein elastischer Korper unterliegt isothermen, rein mecha-
nischen Prozessen, und die dufleren Belastungen des Koérpers sind durch ein Poten-
tial A beschreibbar. Dies ist der Fall, wenn die Oberflachenkrifte T bzw. t und
die Volumenkrifte K zeitunabhéingig sind. Das Potential der &ufleren Volumen- und
Oberflachenkrifte A ergibt sich dann mit Hilfe der Definition der Geschwindigkeit in
(2.55) durch Integration der entsprechenden Ratenanteile in Gleichung (2.125) tiber
die Zeit to = 0 bis t. Das Potential der Oberflachenkrifte kann unter Berticksich-
tigung der definierten Randbedingungen in (2.85) und ihres Definitionsbereiches in
(2.86) in zwei Integrale unterteilt werden.

db=-W+A mit (2.128)
A:/x*TdS(‘)Ur/xT*dSOT A:/x*td8“+/xt*d8t
Su T u
0 So bzw. S St (2.129)
+ [poxiavy + [oxkay
Vo v

Fiir die Beschreibung des elastischen Potentials wird die Existenz einer Potential-
funktion oder auch Forménderungsenergiefunktion w vorausgesetzt, die von den Ver-
zerrungen abhéngig ist. Sie verkniipft die energetisch konjugierten Spannungen und
Verzerrungen und beschreibt, integriert iiber das Volumen der Referenzkonfiguration,
die Formanderungsenergie W'.

W:/deo
Vo
W:/poqdeo WZ/,chdV:/poqu_ldV (2.130)
Vo bzw. 2 J

mit ¢ = ¢(E) mit ¢ = ¢(e)
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Die Potentialfunktion w héngt von der spezifischen Formé&nderungsenergie ¢, die
gleich der freien HELMHOLTZ-Energie ohne Temperaturbelastungen ist, und der un-
abhéngigen Dichte py ab. Sie stellt einen eindeutigen, invertierbaren Zusammenhang
zwischen den energetisch konjugierten Spannungen und Verzerrungen dar.

1 1 1 1
QS:—SE:—EE ¢:—O':e:—7':e

po P ouE PV p po 5 (2.131)
mit S =J% = po 2(13 ) ¢(e)

. —1
mit o=J T=p b6
Diese Definition ergibt sich, indem die Spannungstensoren in (2.125) als zeitun-
abhangig betrachtet werden und die aktuelle Rate der Deformationsenergie mit Hilfe
der L1E-Zeitableitung des Verzerrungstensors e in (2.81) iiber die Zeit to = 0 bis ¢ inte-
griert wird. Hierbei ist anzumerken, dass der 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
nicht eindeutig aus der Potentialfunktion herleitbar ist.

Existiert eine solche spezifischen Formanderungsenergie ¢, fiir die der Zusammenhang
in (2.131) gegeben ist, so beschreibt sie ein hyperelastisches Materialverhalten, dass
die energetisch konjugierten Groéflen miteinander koppelt.

2.5.2 Elastisch komplementéares Potential

Das elastisch komplementéire Potential setzt sich aus der komplementéiren Forménde-
rungsenergie W™ und dem Potential der &ufleren Volumen- und Oberflichenkrifte A
aus Gleichung (2.129) zusammen, wobei die gleichen Voraussetzungen wie beim ela-
stischen Potential gelten.

P'=-W"+A4* mit A=A (2.132)

Die komplementire Forminderungsenergie W™ ist in Abhéngigkeit der Spannungs-
tensoren definiert. Dafiir wird die komplementéire Potentialfunktion w™, die sich fiir
isotherme elastische Materialmodelle aus der unabhéngigen Dichte pg und der kom-
plementéaren spezifischen Forméanderungsenergie h zusammensetzt, die gleich der frei-
en Enthalpie ohne Temperaturbelastung ist, iiber das Volumen der Referenzkonfigu-
ration integriert.

VV>k :/w* dVo
Vo
W*:/pothO W*:/pth:/pohJ_ldV
Vo bZW. v v
mit h = h(P) = h(S) = h(2) mit h = h(T) = h(o)

(2.133)

Die komplementéiren spezifischen Forménderungsenergie ist mit ihren energetisch
konjugierten Groflen nur iiber den 1. P1IOLA-KIRCHHOFF-Tensor und den Deformati-
onsgradienten definiert. Durch Uberfithrung dieser Definition in die Referenz- bzw.
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Momentankonfiguration ergeben sich die energetisch konjugierten Groflen. Wird die
freie Enthalpie h nach dem entsprechenden Spannungstensor differenziert, so ergeben
sich die energetisch konjugierten Verzerrungstensoren.

hP)=LP:F
po
1 1
0 0
mit C = po ag(ss) mit g = po 82(7—) (2.134)
1 bzw. 1 T
h(E):;E:C h(a)z;a:g
. _ 0h(X) . _ _Oh(o)
mit C=p B> mit g=p By

2.6 Variationsprinzipe in der Mechanik

In der linear-elastischen Mechanik gibt es verschiedene Variationsprinzipe, um das
vorliegende Problem fiir eine numerische Losung aufzubereiten. Zu den bekannte-
sten zdhlen das Prinzip der virtuellen Verschiebungen und das Prinzip der virtuellen
Krifte, die Variation des elastischen und des elastisch komplementaren Potentials,
auf die im Folgenden néher eingegangen wird. Die Methode der gewichteten Residuen
sowie das Verfahren von TREFFTZ seien hier nur als weitere Methoden genannt. Al-
len Methoden liegt dabei die gleiche starke Form des Randwertproblems fiir statische
Systeme zugrunde, die aus den folgenden Gleichungen besteht:

1. die lokale Impulsbilanz
DIVP + po K =0 in )V bzw. dive + pK =0 in V (2.135)

2. die Kinematik

1 T
E:%(FTF—G) in Vo e=_(g-F 'F')inV
mit F = GRADx baw. it B! = gradX (2.136)
= G + GRADu = g — gradu
3. die dynamischen Randbedingungen oder auch DIRICHLET-Randbedingungen
genannt
T —~T =0 auf So* t* —t=0 auf S*

bzw. . (2.137)

mit T =PN mit t=on

4. die kinematischen Randbedingungen oder auch NEUMANN-Randbedingungen
genannt

u* —u=0 auf So" bzw. u* —u=0 auf S". (2.138)
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2.6.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Fiir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen wird die lokale Impulsbilanz sowie die
dynamischen Randbedingungen mit einer virtuellen Verschiebung, der Variation der
Verschiebungen, die auch Testfunktion genannt wird, skalar multipliziert und iiber
das Volumen Vy bzw. V sowie die Oberfliche Sy bzw. S* integriert.

/5u(DIVP + poK) dVo /5u(diva + pK) dV
%
0 bzw. v (2.139)
+/5u(T*—T) dST = 0 +/5u(t*—t) dst = 0
SOT St

Aus Gleichung (2.15) wird ersichtlich, dass die Variation des Verschiebungsvektors
gleich der Variation des Ortsvektors in der Momentankonfiguration ist.

du=46(x—X) =0x (2.140)
Die Lie-Variation §7 mit ¢ € {b,4,\, /}, die im Folgenden verwendet wird, ist analog

zur LIE-Zeitableitung in (2.78) unter Verwendung der Operationen in Anhang A.1
definiert [34].

52(.) = ®% 6(23(.)) (2.141)

Die Variation des GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungstensors E und des EULER-
ALMANSI’schen Verzerrungstensors e lauten

OE = %(FTéF + 6F'F) bre=F TSEF'
= sym(F” 6F) bzw. = sym(SFF ) (2.142)
— sym(F” GRADSx) = sym(graddx) .
Mit der Identitat
0x DIVP = DIV (6x P) dxdive = div(dx o)
bzw. (2.143)
— P:GRADéx — o :graddx ,

dem modifizierten GAUSS’schen Integralsatz in (2.110) und dem CAUCHY-Theorem
in (2.87) lasst sich das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in die schwache Form,
oder auch Form A genannt [21], {iberfiihren, die fiir eine numerische Implementation
verwendet wird.

—/P:(SFdVo —/U:(SgedV
Y
° bzw. v
+/5xT*dsoT+/p05dev0:0 +/5xt*d3t+/p5deV:O
Sér Vo St v

(2.144)
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Zur Herleitung wurden die Gleichungen der Kinematik und der kinematischen Rand-
bedingungen in der starken Form verwendet. Es ist anzumerken, dass fiir das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen kein funktionaler Zusammenhang zwischen den virtu-
ellen Verzerrungen und den konjugierten Spannungen gegeben sein muss.

2.6.2 Prinzip der virtuellen Krifte

Das Prinzip der virtuellen Krifte ist fiir groBe Forménderungen und Verschiebung-
en nur mit Hilfe des 1. P1OLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor definiert. Hier wird die
Kinematik mit den virtuellen Spannungen und die kinematischen Randbedingungen
mit den virtuellen dufleren Kriften skalar multipliziert und iiber das Volumen V),
sowie die Oberfliche Sp" integriert.

/ 5P : (GRADx — F) dV, + / (0" — u) 6T dSE = 0 (2.145)

Vo sy

Mit der Identitét in (2.143) fiir virtuelle Krifte, die durch die Variation der lokalen
Impulsbilanz in (2.135) mit

DIV(§P) = §(DIVP) = —po 6K =0 , (2.146)

vereinfacht wird, kann das Prinzip der virtuellen Kréafte mit dem CAucCHY-Theorem
in (2.87) und dem modifizierten GAUSS’schen Integralsatz in (2.110) in die schwache
Form fiir eine Implementation iiberfithrt werden.

—/5P :F dVo + /x* PN dSy =0 (2.147)

Vo Sy
Das Prinzip der virtuellen Kréfte verwendet die exakte Form der lokalen Impuls-
bilanz und der dynamischen Randbedingungen und erfiillt die Kinematik und die
kinematischen Randbedingungen im Mittel. Diese Anforderungen an die Variation
der Spannungen ist meist sehr schwer zu erfiillen, da sie ein Differentialgleichungs-

system exakt erfiillen miissen. Daher ist diese Methode zur Lésung des gegebenen
Randwertproblems auch nicht weit verbreitet.

2.6.3 Variation des elastischen Potentials

Die Variation des Funktionals ®, also des elastischen Potentials, mit der Stationa-
ritdtsbedingung

0 =—6W +06A=0

(2.148)
IP(SE, 6u) =0 bzw. 0®(6ce,du) =0

entspricht dem Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials.
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Wird das Potential der duleren Volumen- und Oberflichenkréfte A aus (2.129) nach
den Verschiebungen u variiert, so entfillt das Integral iiber die Oberflichen Sp" bzw.
S", da es konstante Verschiebungen u* enthélt.

5A:/5XT* dSg 6A:/5xt* ds*
T
% bzw. s* (2.149)
—|—/po(5XKdVo +/,05deV
Vo \%
Die Variation der Forménderungsenergie W ergibt sich zu:
— / aqb(E) . 5E AV j— / a¢(e) o dV
%
= /S;5E dVo baw. = /0':5l;e dy (2.150)
Vo A%
:/J2;5Edvo :/J_IT:5gedV.
Vo 1%

Hier wurde die Variation des GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungstensors E und der
L1E-Variation des EULER-ALMANSI’schen Verzerrungstensor e in (2.142) verwendet.

Mit der Symmetriebedingung in Gleichung (2.120) und Gleichung (2.90) kann die Va-
riation der Forméanderungsenergie auch in der Zwischenkonfiguration definiert werden

SW = /P :6F dV, (2.151)

und die Variation des elastischen Potentials berechnet sich wie folgt:

—/P:éFdVo —/U:(SgedV
Vo v
ZW.
+/5XT*dS(;r+/po5XKdVo:0 +/5xt*d8t—|—/p5deV=O.
SE Vo

(2.152)

Es wird deutlich, dass die Variation des elastischen Potentials gleich der schwachen
Form des Prinzips der virtuellen Verschiebungen ist. Das Prinzip des Minimums des
elastischen Potentials lédsst sich durch die in Abschnitt 2.6.1 gezeigten Umformungen
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in die Form B nach [21] iiberfiihren.

b = / Su(DIVP + poK) dVo b = / du(dive + pK) dV
%
¢ bzw. v (2.153)
+/5u(T*—T) dST =0 +/6u(t*—t) dst = 0
S st

Die Kinematik und die kinematischen Randbedingungen werden exakt und das lokale
Gleichgewicht und die dynamischen Randbedingungen integrativ, also im Mittel,
erfiillt. Aus einem Vergleich des Ergebnisses mit Gleichung (2.139) geht hervor, dass
das Minimum des elastischen Potentials in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
iibergeht. Hier wurde jedoch die Existenz der spezifischen Forménderungsenergie ¢,
die das hyperelastische Materialverhalten beschreibt, vorausgesetzt, welche bei dem
Prinzip der virtuellen Verschiebungen nicht notwendig war.

2.6.4 Variation des elastisch komplementéiren Potentials

Die Stationaritdtsbedingung der Variation des elastisch komplementéren Potentials
d* lautet

0" = —6W" +5A" =0

) . (2.154)
SO (SP VSV IR, 6T) =0  baw. 00" (Jo ViT,0t) =0

und entspricht dem Minimum des elastisch komplementaren Gesamtpotentials.

Bei der Variation der d&ufleren Volumen- und Oberflichenkrifte A* aus (2.132) bzw.
(2.129) entfallen die Integrale iiber die Oberflichen So™ bzw. S* und iiber das Volu-
men Vy bzw. V, da dort konstante Kraftgroflen vorgegeben sind.

Sy Ju

= /X*F55Nd55 bzw. = /X* 0o n ds* (2.155)
S(‘)l Su

:/X*JF52NdS(‘)‘ :/X*J‘lérndS“
Sg su

Die Variation der komplementiaren Formadnderungsenergie nach dem jeweiligen Span-
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nungstensor ergibt sich zu:

SW* /5P dV
=/5P:FdVo 5w* :/50. ah(O') dy
oo
\%
SW* /58 8h(s) dVo :/50’:ng
bzw. v (2.156)
= /5S:Cdvo SW* = /J_16 Oh(T) 4y
oT
Vo \%
5W*:/J52:pmdvo :/J Yor:gdy
)
Vo \%
= /J52:C dVo
Vo

Fiir die Variation des elastisch komplementédren Potentials mit Hilfe des 1. P1oLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensors ergibt sich der Ausdruck

5P — —/5P:F dVo + /x* SPN dSg = 0, (2.157)
Vo S('jl

der sich in die Form B iiberfithren lasst.

/6P :(GRADx — F) dVy + /(u* —u)dTdS) =0 (2.158)
Vo S(‘)J
Diese Gleichung ist identisch mit dem Prinzip der virtuellen Kréfte in (2.145). Die
lokale Impulsbilanz und die dynamischen Randbedingungen werden exakt und die
Kinematik und die kinematischen Randbedingungen integrativ im Mittel erfiillt. Fiir

das Minimum des elastisch komplementédren Potentials wurde jedoch die Existenz
der komplementéaren spezifischen Forméanderungsenergie h vorausgesetzt.

In den Groflen der Referenz- bzw. Momentankonfiguration lautet das Minimum des
elastisch komplementéren Potentials:

2 / 5S: (% (GRADu + GRAD u
Vo /50’ : (gradX + gradu — g) dV

+ GRAD"uGRADu) —E) dVo  baw.
+ /(u*— u)dondS" =

Su

+ /(u>k —u)(G + GRADu)dSN dS5 =0
)

(2.159)
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2.7 Geometrische Linearisierung

2.7.1 Annahmen fiir die geometrische Linearisierung

Im Bauwesen sind Verschiebungen und Deformationen aus Griinden der Sicherheit
und der Funktionalitdt moglichst klein zu halten. Der Gebrauchstauglichkeitsnach-
weis von Bauteilen begrenzt hierbei die zuldssigen Verschiebungen unter Gebrauchs-
last in Abhéngigkeit des gewéhlten Systems und des Materials.

Bei kleinen Verschiebungen wird die Annahme getroffen, dass die Momentankon-
figuration und die Referenzkonfiguration zusammen fallen. Sie hat zur Folge, dass
bei der Gradienten- und Divergenzbildung nicht mehr zwischen den Konfigurationen
unterschieden werden muss.

u ist klein
= X~x G, ~g; Gxg J =1 A=V N>=n (2.160)
= GRADu = gradu DIVS = divS

Bei kleinen Deformationen wird die Annahme getroffen, dass der Gradient der Ver-
schiebungen hinreichend klein ist, um das Produkt zweier Verschiebungsgradienten
zu vernachléssigen.

GRADu k1 gradu < 1
= GRAD™uGRADu=0  bzw. = grad’u gradu =0 (2.161)
= E =sym(GRADu) = e = sym(gradu)

Unabhéngig voneinander kénnen kleine Verschiebungen und/oder kleine Deforma-
tionen gewdhlt werden. In dieser Arbeit werden im Folgenden beide Annahmen ge-
troffen.

2.7.2 Linearisierte kinematische und dynamische Beziehungen

Der inverse Deformationsgradient in (2.18) ldsst sich mit den oben aufgefiithrten An-
nahmen linearisieren zu:

F=G+GRADu F '=G-GRADu. (2.162)

Der rechte und der linke CAUCHY-GREEN-Tensor ergeben sich durch Linearisierung
der Gleichung (2.36).

C =~ G 4+ GRADu + GRAD"u b !~ G — GRADu — GRAD™u
bzw. (2.163)
= G + 2sym(GRADu) = G — 2sym(GRADu)

Die Verzerrungen in (2.48) berechnen sich mit den Annahmen aus (2.160) und (2.161)
zum symmetrischen Anteil des Verschiebungsgradienten. Sie kénnen aber auch durch
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die linearisierten CAUCHY-GREEN-Tensoren und der linearisierten Beziehung in (2.40)
bestimmt werden.

1 1 —1
E=-(C-G ~ —(G—-b
5 ) baw, ©° 2! ) (2.164)
>~ sym(GRADu) =~ sym(GRADu)
e~ E =~ e sym(GRADu) — %(GRADu + GRAD™) (2.165)
Mit dem Geschwindigkeitsgradienten in (2.57)
1~ GRADv = GRADu=F (2.166)

ergibt sich fiir die materielle Verzerrungsrate in (2.79) und die aktuelle, objektive in
(2.81) ein gleiches Ergebnis. Daraus folgt, dass fiir geometrisch linearisierte Verzer-
rungsraten keine objektive Zeitableitung benotigt wird.

¢e~E=L,e=d=sym(l) =sym(F) = sym(GRADv)

(2.167)
¢ o % (GRADu 4 GRADTu)

Fiir den Vektor der Oberflichenlasten in (2.83) ergibt sich aus Gleichung (2.84)
T 2= t und die Spannungstensoren in Gleichung (2.88), (2.89), (2.91) und (2.93) sind
identisch

SyS>Pxrg, (2.168)
wodurch die Definition einer objektiven Zeitableitung der Spannungen nicht mehr

benétigt wird.

2.7.3 Linearisierte Bilanzgleichungen der Mechanik
Aus der Massenbilanz konnen die folgenden Beziehungen abgeleitet werden:

p=po  p=0  J=trl=0. (2.169)

Die Linearisierung der globalen und lokalen Impulsbilanz in Gleichung (2.111) und
(2.112) lautet

/ (DIVS + po K) dVp = / pov dVo (2.170)
Vo Vo
DIVS + po K = po v . (2.171)

Aus der lokalen Drehimpulsbilanz in Gleichung (2.120) ergibt sich die Symmetriebe-
dingung des linearen Spannungstensors zu S = S7.
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Aus der Rate der lokalen, spezifischen Deformationsenergie in Gleichung (2.127) las-
sen sich die geometrisch linearen energetisch konjugierten Gréflen ableiten zu

1
w= —S:¢e, (2.172)
po
wodurch sich die linearisierte Energiebilanz bestimmen lésst.
1
/5,00\'/2(3“}0:/VTdS()—{—/p()VKdVO—/SZédVO (2.173)
Vo So Vo Vo

2.7.4 Linearisierte Potentiale

Fiir eine geometrisch lineare spezifische Forménderungsenergie ¢ mit der Eigenschaft

0p(e
oo qg(s) — S(e) (2.174)
ergibt sich das elastische Potential in Gleichung (2.128) zu:
o = —/S(s):e dVo + /X*Td&‘)J + /XT* dsSy —I—/,OOXK dVo . (2.175)
Vo Sy SOT Vo

Fiir die geometrisch lineare komplementire spezifische Formédnderungsenergie h mit
der Eigenschaft

ON(S)
TS

lautet das komplementér elastische Potential in Gleichung (2.132)

= &(8S) (2.176)

o :—/S:s(S) dVo+/x*Td86‘+/XT* dSoT+/POXK dVo . (2.177)

Vo S§ sF Vo

2.7.5 Linearisierte Variationsprinzipe der Mechanik

Die Variation des elastischen Potentials in (2.153), die gleich dem Prinzip der vir-
tuellen Verschiebungen in (2.139) ohne Verwendung einer Materialbeschreibung ist,
lautet in ihrer geometrisch linearen Form

/(5u (DIVS + po K) dVo + /5u (T* —SN)dS§ =0 (2.178)
Vo SF
und kann in die schwache Form der linearisierten Gleichung in (2.144) bzw. (2.152)

—/S:ée dVo + /5uT* d861‘+/p05uK dVo =0 (2.179)

Vo Sér Vo
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umgeformt werden.

Das Prinzip der virtuellen Kréfte in (2.145) ldsst sich linearisieren zu

/ 5S <% (GRADu + GRADTu) - e) dvo + / (U —u) SN dASF =0 (2.180)

Vo sy

und ist dquivalent mit der linearisierten Variation des komplementér elastischen Po-
tentials in (2.158) ohne die Vorgabe eines Materialgesetzes. Wird diese Gleichung in
ihre schwache Form {iberfiihrt, so entspricht sie einer geometrischen Linearisierung
der Gleichungen (2.147) und (2.157).

—/5S:sto+/(X+u*)5SNd85‘:O (2.181)
SLI

Vo 0

2.8 DMaterialmodelle

In Abschnitt 2.6 wurden die zur Loésung des gegebenen Randwertproblems géngi-
gen Variationsprinzipe der Mechanik vorgestellt. Die in den Gleichungen (2.135) bis
(2.138) aufgefiihrte starke Form des Randwertproblems war dabei Grundlage jedes
Variationsprinzipes. Um diese Prinzipe in ein Ndherungsverfahren umzusetzen, wird
jedoch ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Dehnun-
gen, das sogenannte Materialgesetz, benotigt. Es kann elastisch, also eindeutig und
invertierbar, oder inelastisch, also in Abhéngigkeit der Prozessgeschichte, sein.

Wird kein Materialgesetz zur Losung der vorhandenen Struktur benétigt und kénnen
die Spannungen nur mit Hilfe des Schnittprinzipes und der lokalen Impulsbilanz un-
ter Verwendung der kinematischen und dynamischen Randbedingungen berechnet
werden, so liegt ein statisch bestimmtes System vor. Im Allgemeinen basieren die zu
l6senden Probleme auf statisch unbestimmten Systemen, die nur mit Hilfe zuséatzli-
cher Gleichungen aus dem Materialgesetz gel6st werden kénnen.

2.8.1 Hyperelastische Materialmodelle

Bei hyperelastischen Materialmodellen wird die Existenz einer Potentialfunktion oder
auch Forménderungsenergiefunktion w vorausgesetzt, die integriert iiber das Volu-
men des unverformten Korpers die Formédnderungsenergie W beschreibt.

W= W(e) = / w(e) dVe mit  w(e) = po b(e) (2.182)
Vo
Die Potentialfunktion w héngt von der spezifischen Formé&nderungsenergie ¢ und

der unabhéngigen Dichte py ab. Sie stellt einen eindeutigen, invertierbaren Zusam-
menhang zwischen den Spannungen und den Verzerrungen dar. Fiir ein linearisiertes
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Materialverhalten ergibt sich der lineare Materialtensor C durch Ableitung der linea-
risierten Spannungen S nach den Verzerrungen e.

_ ow(e) mit C — oS _ O*w(e)

S Oe Je  Oele

(2.183)

Die komplementire Forménderungsenergie W™ ist abhéngig von den Spannungen S.
Sie berechnet sich aus dem Integral der komplementiren Potentialfunktion w™, die
sich fiir isotherme elastische Materialmodelle aus der unabhéngigen Dichte po und
der komplementéren spezifischen Formanderungsenergie h zusammensetzt, iiber das
Referenzvolumen.

W*=W"(S) = /w*(S) dVo mit w*(S) = poh(S) =S:e —w(e) (2.184)
Vo
Durch Ableiten der komplementiren Potentialfunktion w® nach den Spannungen

ergeben sich die Verzerrungen. Der inverse Materialtensor C~! berechnet sich durch
erneutes Ableiten.

ot (S) . o O 0Pw'(S)
e="ps ™Mt € =55="55s

(2.185)

2.8.1.1 Verallgemeinertes Materialmodell von Hooke

Das verallgemeinerte Materialmodell von HOOKE wird durch eine klassische, quadra-
tische Form der Potentialfunktion, die von den festen Materialparametern A und p
abhéngig ist, beschrieben.

w(e) = 1)\ (tre)® + ptre® = (A +2u) IZ — 2p I1.

2
mit I =tre Il =

(2.186)

DO = Nl

((tre)? — tre?)

Die linear-elastischen Spannungen ergeben sich durch Ableiten dieser Potentialfunk-
tion nach den Verzerrungen.

S=AreG+2pe’ mit e’ =¢ (2.187)

Durch nochmaliges Differenzieren nach den Verzerrungen berechnet sich der linear-
elastische Materialtensor C, der unabhéngig von der Zeit t ist.

C=)G®G+2uG mit G=G;®G,; ®G' ®G’
C=C""G; ®G; ® G @Gy (2.188)
mit C?"™" = XG"G™" +2uG"G"
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Der Materialtensor kann mit Hilfe des Kompressionsmoduls « in einen sphérischen
und einen deviatorischen Anteil aufgespalten werden.

C = sphC + devC

1 9 (2.189)
znG®G+2,u(G—§G®G) mit l€:>\+§/i

Die komplementére Potentialfunktion w™ des verallgemeinerten Materialgesetzes von
HOOKE lautet

w*(S) = :

A 2 1 2 >\+,U/ 2
—_— (trS) 4+ —trS = ——— I — — 1II
o ST, 2u(3X+2p) S 2u 0

) (2.190)
mit Is =trS Ilg = 5((’51“8)2 — trSQ) ,

woraus sich durch Differentiation nach den Spannungen S die Verzerrungen e als

)\ 1 T . T
e=——"  _tSG+—87 mit ST=8 2.191
20(3A + 2p) 2u ( )

ergeben und sich der inverse, linear-elastische Materialtensor C™' zu

_ A 1
C'=—"__ GG+ —G
20 (3N + 2p) 24
C'=C"%mmG ®G 2G"®G" (2.192)
A 1

. —1

2u(3X +2u) 7 + 244 ’
berechnet. Auch er ist zeitunabhéngig und nur von den festen Materialparametern,
den LAME-Konstanten, abhéingig.

Der Zusammenhang zwischen den LAME-Konstanten A und g und dem Elastizitéits-
modul £ und der Querkontraktionszahl v bzw. dem Schubmodul G lautet

g MBA+ 20 S £ = (2.193)

9 — a’/N 1\ ’ Gzi
A+ p YT a0+ ) 2(1+v

2.8.2 Inelastische Materialmodelle

Inelastisches Materialverhalten liegt vor, wenn sich nach der Entlastung eines Sy-
stems eine bleibende Verformung einstellt. Die umwandelbare beziehungsweise rever-
sible Dehnungsenergie wird nach Uberschreiten eines Grenzspannungszustandes zum
Teil in eine nicht umwandelbare beziehungsweise irreversible Verformungsenergie und
zu 90 — 95% in Wéirmeenergie iiberfiihrt. Diese Dissipation kann wihrend des Pro-
zesses nur grofler oder gleich null sein. Der eindeutige, invertierbare Zusammenhang
zwischen Spannungen und Dehnungen geht hierbei verloren. Die Beziehung zwischen
Spannungen und Dehnungen ist also von der Prozessgeschichte und ihren Variablen,
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wie zum Beispiel Lastaufbringung, Dehnungsgeschwindigkeit und Temperaturéinde-
rung, abhéngig. Mathematisch kann diese Prozessabhingigkeit der entsprechenden
Groflen explizit als integrale Formulierung iiber die Zeit oder implizit als Differenti-
algleichung formuliert werden. Im Folgenden wird die zweite Darstellungsmoglichkeit
gewdahlt.

Bei inelastischen Materialverhalten muss infolge der freiwerdenden Dissipation ein
thermodynamischer Rahmen verwendet werden. Inelastische Materialmodelle kénnen
in zwei Klassen unterteilt werden: in geschwindigkeitsunabh&ngige und geschwindig-
keitsabhéngige Prozesse [20]. Geschwindigkeitsabhéngige Prozesse weisen eine Deh-
nungsgeschwindigkeit € > 10_3§ auf. Dies tritt auf bei viskoplastischem Material-
verhalten, wie zum Beispiel Kriechen und Relaxation. Die Dehnungsgeschwindig-
keit verursacht im Inneren des Systems ein Temperaturfeld. Da die entstandene
Wérmeenergie nicht schnell genug an die Umgebung abgefiihrt werden kann ent-
stehen Temperaturgradienten im Inneren des Systems. Im Rahmen dieser Arbeit soll
ein geschwindigkeitsunabhéngiges und somit auch isothermes Materialverhalten be-
trachtet werden, das eine Dehnungsgeschwindigkeit € < 10_3’% aufweist. Der Prozess
kann hier durch thermodynamische Gleichgewichtszustdnde abgebildet werden. Die
in dieser Arbeit verwendeten theoretischen Grundlagen gehen auf HILL zuriick [47]
und sind in der gingigen Literatur von ALTENBACH und ALTENBACH [1], KHAN und
Huana [54], BETTEN [13] und S1MO und HUGHES [84] zu finden .

Ein inelastisches Materialverhalten tritt ein, wenn der gegebene Spannungszustand
die Fliefliche bzw. FlieBbedingung F' erreicht hat, sodass gilt:

F(S,T,q.) =0. (2.194)

Hierbei steht S fiir die geometrisch linearen Spannungen, 7T fiir das gegebene Tem-
peraturfeld und q,, fiir einen Satz interner Variablen, die die Verdnderung der Flief3-
flache sowie das Verfestigungsverhalten des Materials beschreiben. Die Flielbedin-
gung muss wahrend des plastischen Prozesses erfiillt bleiben. Somit muss die ma-
terielle Zeitableitung der FlieSbedingung, die Konsistenzbedingung genannt wird,
verschwinden.

F(S,T,qn) =0 (2.195)

Bei metallischen Werkstoffen, die in dieser Arbeit verwendet werden sollen, ist das
plastische Materialverhalten unabhéngig vom hydrostatischen Druck, dem negati-
ven sphérischen Anteil des Spannungstensors sphS. Da im Rahmen dieser Arbeit
isotherme Prozesse behandelt werden, lautet die Fliefbedingung;:

F(devS,q,) =0 mit devS =S —sphS, sphS = %trS G. (2.196)

Werden die Spannungen im Hauptspannungsraum S*, S%, S° dargestellt und eine be-
liebige Schnittebene, die senkrecht zur Raumdiagonalen n = %(il + i + i3) steht,
gebildet, so ergibt sich in dieser Ebene, der sogenannten m-Ebene, immer die gleiche
FlieSBkurve. Stellt die FlieBkurve in der m-Ebene einen Kreis dar, so ergibt sich im
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Raum ein Zylinder als FlieBfliche, die sogenannte voN MISES Flieifliche (sieche Ab-
bildung 2.2). Ist die FlieSkurve in der m-Ebene ein regelméfliges Sechseck, so stellt sie
im Raum ein regelméfliges Prisma dar. Sie wird die FlieBflache von TRESCA genannt
(ohne Abbildung).

Hauptspannungsraum m-Ebene
S3 S3
i3
N < n
I< \ig 52
[/ =
WYy -

Abb. 2.2: vON MISEs Flie3flache

Die linearen Verzerrungen in (2.165) lassen sich fiir kleine Forminderungen additiv
in einen reversiblen Anteil €, und einen irreversiblen Anteil £; aufspalten.

eE=¢€,+¢€; (2.197)

Die Rate der lokalen, spezifischen Deformationsenergie w in (2.172) ldsst sich folglich
mit (2.197) ebenfalls additiv aufspalten

1 1
w:wr—{—wi:—SZér—F—Sléi, (2.198)
Po Po
woraus sich die Potentialfunktion w herleiten lasst.
1 1
w=w,+w; =—S:e,+—S:¢g (2.199)
o o

Die Spannungen S sind durch die Definition der Fliefliche immer im elastischen
Bereich definiert mit {(S,q,) € Es | F(S,qn) < 0}. Daraus folgt, dass sich die
Spannungen S aus dem reversiblen Anteil der Potentialfunktion in (2.199) und dem
eindeutigen, invertierbaren Zusammenhang zwischen Spannungen und reversiblen
Dehnungen in (2.183) berechnen lassen.

S=C:e,=C: (e — &) (2.200)

Aus dieser Beziehung kann die Spannungsrate S fiir einen konstanten Materialtensor
C abgeleitet werden.

S=C:(¢ —¢&) (2.201)
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Es wird angenommen, dass die dissipierte Energie w; in (2.198) unter Verwendung der
FlieSfliche mit Hilfe eines LAGRANGE-Operators v wahrend des Prozesses extremal
wird

oL
L=S:é; —yF it — =0, 2.202
&i—nF omit (2.202)
woraus sich die assoziierte Flieflregel fiir die plastischen Verzerrungsraten €; ergibt.
OF
s =y — 2.203
€ =735 (2.203)

Der LAGRANGE-Operator v muss im Weiteren noch bestimmt werden. Da die pla-
stischen Verzerrungsraten mit steigenden Spannungen grofler werden, muss fiir den
LAGRANGE-Operator v > 0 gelten. Die assoziierte Fliefiregel wird auch Normalen-
regel genannt, da die plastischen Verzerrungsraten stets senkrecht und nach auflen
gerichtet auf der FlieSkurve stehen. Sie beinhaltet also, dass die FlieSkurve maximal
aufgeweitet wird, woraus sich ableiten lasst, dass die dissipierte Energie ein Maximum
annimmt.

Fiir einen Belastungsprozess, bei dem die Spannungen S* im inneren der FlieBflache
und die Spannungen S auf der Flie3fliche liegen, muss das Spannungsinkrement
S — S*, also der Zuwachs an Spannungen, mit den plastischen Verzerrungsraten &;
immer positive Arbeit leisten. Unter Beriicksichtigung der Normalenregel ist dies der
Fall, wenn der Winkel zwischen den beiden Vektoren S — S™ und ¢&; immer kleiner
90° ist. Daraus ldsst sich eine konvexe Form der Fliefifliche ableiten.

Analog hierzu muss ein Spannungszuwachs S von Punkten auf der FlieBfliche nach
auflen gerichtet sein, wenn sich ein inelastisches Materialverhalten einstellen soll.
Auch hier ist der Winkel zwischen den Vektoren kleiner 90° und es wird eine positive
dissipierte Energie gewéhrleistet. Daraus lasst sich die sogenannte Belastungsbedin-
gung ableiten.

oF

75 S>0 (2.204)
Aus den zuvor aufgestellten Restriktionen lassen sich die KUHN-TUCKER Bedin-
gungen bzw. Be- und Entlastungsbedingungen zusammenstellen. Der LAGRANGE-
Operators -y, der die Grofle der irreversiblen Verzerrungsrate definiert, muss fiir ein
inelastisches Materialverhalten mit F'(devS, q,) = 0 grofler null sein. Liegt ein ela-
stisches Materialverhalten vor, so ist F'(devS,q,) < 0 und es ergibt sich v = 0.
Folglich verschwindet fiir einen beliebigen Zustand ~ F'(devS, q,) und es gilt auch
v F(devS, qn) = 0. Aus diesen Uberlegungen und der Konsistenzbedingung in (2.195)
lassen sich die Be- und Entlastungsbedingungen fiir einen beliebigen Spannungszu-
stand ableiten.

F(devS,qn) <0 = v =0 elastische Belastung

F (devS,qn,) =0 A >0 plastische Belastung
F(devS,q,) =0 F(devS,qn) =0 A =0 neutrale Belastung  (2.205)
F(devS,qn) <0 = ~ =0 elastische Entlastung
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2.8.2.1 Melan-Prager-Ziegler-Shield Flief3fliche

Ausgehend von der vON MiSES Flie3flache unter Beriicksichtigung einer isotropen
Verfestigung a und einer kinematischen Verfestigung (3 als interne Variablen qu,
lasst sich die MELAN-PRAGER-ZIEGLER-SHIELD FlieBbedingung wie folgt definieren.

F(devS,3,a) = (devS — 3):(devS — B) — g(a) =0 (2.206)

Aus dieser Gleichung ist die Beschreibung eines Kreises in der m-Ebene mit der de-

viatorischen Mittelpunktverschiebung B8 und dem Radius ﬂ/%g(a) erkennbar. Die
Flieiflache hat die Form einer quadratischen Spannung. Die isotrope Verfestigungs-
funktion g(a) beschreibt die Verfestigung des Materials nach Uberschreiten der Flief-
spannung. Die kinematische Verfestigung bildet den BAUSCHINGER Effekt bei zykli-
scher Belastungsgeschichte ab.

Zur Bestimmung des LAGRANGE-Operators 7 wird die Konsistenzbedingung aus
(2.195) verwendet, die sich fiir die hier gewiahlte Flieffliche bei kleinen Forménde-
rungen zu

.. OF . OF . OF

F=—/:S+_—: —a=0 2.207

os ST oag Pt 9a" (2:207)

ergibt. Fiir die materielle Ableitung der internen Variablen werden physikalisch mo-
tivierte Evolutionsgleichungen angesetzt, die durch die Materialparameter c, und cg
beschrieben werden.

B=cséi | d=cag—§:éi (2.208)

Mit den folgenden Regeln fiir die Flielbedingung in Gleichung (2.206)
OF oOF oF . oF . OF
— = = —:S= :S =
0S  OdevS oS OdevS odevS

und der assoziierten Fliefiregel in (2.203) ldsst sich der LAGRANGE-Operators -, der
auch Konsistenzparameter genannt wird, aus der Konsistenzbedingung der MELAN-
PRAGER-ZIEGLER-SHIELD Fliefifliche zu
2 (devS — B) :devS — 44 ¢s (devS — B) : (devS — 3)
—4vcq g(a),q (devS — B): (devS — 3) =0

:devS (2.209)

. (2.210)
(devS — 3) : devS
2 (¢ + ca g(a),a) g(a)
bestimmen, wodurch die plastischen Verzerrungsraten definiert sind.
= (devS = B)idevS g g (2.211)

(cs + ca g(@),a) g(c)
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Der Materialparameter cg der kinematischen Verfestigung ist positiv, da sich fiir
wachsende irreversible Dehnungen in (2.208) steigende Spannungen, also eine posi-
tive Mittelpunktverschiebung, ergeben miissen. Da die interne Variable @ vom Typ
einer plastischen Deformationsenergie ist, und die Ableitung der Fliefliche nach den
Spannungen eine Spannung ergibt, muss in (2.208) die Variable ¢, positiv sein. Die
Funktion g(«) ist vom Typ her eine quadratische Spannung und ebenfalls positiv.
Bei steigender plastischer Deformationsenergie steigt der Funktionswert ebenfalls,
wodurch die Ableitung g(«), o positiv ist. Daraus folgt, dass sich aus der Bedingung
~v > 0 zeigen lésst, dass die Belastungsbedingung in (2.204) automatisch erfiillt ist.

Fiir die Implementation des Stoffgesetzes wird der Tensor der konsistenten Tangen-
tensteifigkeit benotigt, um die Rate des Spannungstensors in Abhéngigkeit von der
Rate des Verzerrungstensors auszudriicken. Mit Hilfe der additiven Aufspaltung der
Verzerrungen in (2.197), der Spannungsrate in (2.201) und der Konsistenzbedingung
in (2.195) lasst sich der LAGRANGE-Operator v zu
ﬁ n:C:é¢ n s_ g | )
v = mit n=-— , 7 =devS— 2.212
2(m:C:n+cg+ca g(@)a) [Inl]
berechnen. Der Tensor 1 steht hier fiir den Spannungstensor senkrecht zur Flief3-
fliche und n ist sein normierter. Die irreversiblen Verzerrungsraten €; sind durch
eine Funktion der Gesamtverzerrungsraten € definiert.
n®C:n

= =2 = D€ 2.213
€ v n:C:n+cg+ca g(@),a € ( )

Hierbei wurde die Symmetrie des Spannungs- und Verzerrungstensors, die einige
Symmetrieeigenschaften des linear-elastischen Materialtensor € zur Folge hat, beriick-
sichtigt. Der Tensor der konsistenten Tangentensteifigkeit C.p ldsst sich nun aus der
Gleichung der Spannungsrate in (2.201) ableiten.

_ C:n®C:n
n:C:n—+cg+ca g(@),a

C., =C (2.214)

Unter Verwendung des linear-elastischen Materialgesetzes von HOOKE in (2.189) er-
gibt sich der konsistente Tangentensteifigkeitstensor zu:

1
Cop=#G®G+2 (6-3G0G - — 20 ) (2.215)
3 ch;w
7

2.8.2.2 von Mises Flief3ifliche

Da im Bauwesen wechselnde Beanspruchungen nicht die Bedeutung besitzen wie im
Maschinenbau, wird im Folgenden ein Materialgesetz mit rein isotroper Verfestigung
vorgestellt.

Die voN Misks Flieffldche ist nach [84] fiir eine isotrope Verfestigung a zu

F(devS, a) = ||devS|| — \/% K(a)=0. (2.216)
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definiert und hat die Form einer Spannung. Der Radius der Prozessgeschichte in der
m-Ebene entspricht der Verfestigungsfunktion K(«). Durch den Faktor % ergibt

sich K(«) als Fliespannung bei reinem Zug.

Diese Definition der FlieBflache wird auch Js-Plastizitit genannt, da sich zeigen lasst,
dass die Determinante des Spannungsdeviators ||devS|| = V=2 Jdevs = VIldevs
ist. Jqevs ist die zweite Hauptinvariante des Spannungsdeviators definiert nach [9].
Hauptinvarianten sind die drei Invarianten des Eigenwertproblems eines gegebenen
Tensors. Ilgevs ist die zweite Grundinvariante, die iiber die Spur des Spannungs-
deviators definiert ist. Die erste Hauptinvariante J4evs ist gleich der ersten Grun-
dinvarianten I4.vs und gibt den hydrostatischen Druck des Spannungszustandes an.
Dieser ist in devS nicht mehr enthalten und die ersten Invarianten sind folglich null.
Nicht beriicksichtigt wurde in dieser FlieBflichenbeschreibung die dritte Hauptinva-
riante J4evs bzw. Grundinvariante Ill4evs der deviatorischen Spannungen. Sie soll
jedoch bei metallischen Werkstoffen keinen grofien Einflufl auf die Plastifizierung des
Materials haben und kann daher vernachléssigt werden.

Die Vergleichsspannung Sy, die durch die Gestaltdnderungsarbeit-Hypothese defi-
niert ist [22], ist ebenfalls eine Funktion der zweiten Hauptinvarianten des Span-

nungsdeviators mit Sy = \/% ||devS|| = V=3 Haevs = \/% Il4evs. Die FiefSflichen-

beschreibung nach vON MISES lasst sich daher als eine Funktion der Schubdehnungs-
energie bezeichnen [88].

Mit dieser Fliebedingung lassen sich die irreversiblen Verzerrungsraten aus der as-
soziierten Flieiregel in (2.203) zu

devS

L — 2.21
7 devs]] (2:217)

€;

berechnen und die Evolutionsgleichung der isotropen Verfestigung « ergibt sich laut

SIMO [84] zu
. . 2 . 2
Qa ="7vCcq mit co = \/; = o= 7\/5 ) (2.218)

Auch hier lassen sich die irreversiblen Verzerrungsraten und der konsistente Tan-
gentensteifigkeitstensor herleiten. Die Ergebnisse sind identisch mit den Ergebnissen
einer MELAN-PRAGER-ZIEGLER-SHIELD Fliebedingung mit isotroper Verfestigung,
wenn gilt:

2

B=0 cs=0 gla)= 3 K*(a) cagla)a= 3 K(a),o (2.219)
Fiir die irreversiblen Verzerrungsraten ergibt sich
& = n®t:n = (2.220)

n:C:n+ 2 K(a),a
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und fiir den Tensor der konsistenten Tangentensteifigkeit C., folgt:

1
Cep:nG®G+2u(G—§G®G—%).
3

(2.221)
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3 Hierarchische Schalenmodelle

Eine Schale als flichenhafte Struktur ist definiert durch ihre gekriimmte Geometrie
und ihre charakteristischen Abmessungen, die in zwei Richtungen, den Mittelflachen-
richtungen, wesentlich grofler sind als in Dickenrichtung. Sie kann in alle Richtungen
belastet sein und stellt einen Sonderfall eines allgemeinen, dreidimensionalen Korpers
dar. Durch ihre gekriimmte Struktur besitzt die Schale ein giinstiges Verhiltnis von
Eigengewicht zu Steifigkeit und wird daher bei vielen Leichtbauten und weit gespann-
ten Tragwerken eingesetzt. Die Kriimmung der Struktur bewirkt, dass Belastungen
senkrecht zur Schale im Wesentlichen durch Spannungen in Mittelflachenrichtung ab-
getragen werden konnen. Allerdings sind Schalentragwerke durch ihre hohe Schlank-
heit sehr anfillig gegen Imperfektionen, Einzellasten und Biegebeanspruchungen.

Die kinematische Beschreibung einer Schale kann aus der allgemeinen Beschreibung
des Kontinuums abgeleitet werden. Da das Tragverhalten des Systems von den loka-
len Richtungen der Schalenmittelfliche abhéngig ist, ist es sinnvoll, die Beschreibung
der Schale basierend auf einem krummlinigen, der Geometrie folgenden Koordina-
tensystem zu formulieren. Klassische Schalentheorien, wie zum Beispiel die Theorie
nach KIRCHHOFF-LOVE oder nach NAGHDI, beschrianken sich auf eine zweidimensio-
nale Beschreibung des Problems [8]. Hierbei werden die gesuchten Verschiebungen
und Verdrehungen bezogen auf die Mittelfliche definiert und ein modifiziertes Stoff-
gesetz, das die Normalspannungen in Dickenrichtung zu null setzt, verwendet (siehe
Anhang B). Fiir linear-elastische Probleme und diinne Schalen erzielen beide Theo-
rien eine gute Ndherung der dreidimensionalen Losung. Bei dicken Schalen, wie sie
im Bauwesen meist vorhanden sind, ergeben sich aus der NAGHDI Theorie bessere
Ergebnisse.

Um nun Schalen mit allgemeinen inelastischen Materialmodellen zu berechnen, muss
die verwendete Theorie einen dreidimensionalen Spannungszustand abbilden kénnen.
In den letzten 25 Jahren gab es zwei Entwicklungsrichtungen in der Beschreibung
neuer Schalentheorien, die dieses Ziel verfolgten [15].

e Die Erste beschreibt das Schalenkontinuum basierend auf einem zweidimen-
sionalen, krummlinigen Kontinuum. Mit einer erweiterten Enhanced-Assumed-
Strain Methode, die von BUCHTER und RAMM [24] entwickelt und von BI-
SCHOFF [14] weiter verfolgt wurde, konnte ein lockingfreies Schalenelement ent-
wickelt werden. Alternativ kann das zweidimensionale Kontinuum mit soge-
nannten Direktoren, die die Verschiebungen, Verdrehungen, Kriimmungen etc.
der Schale abbilden, beschrieben werden, um einen dreidimensionalen Span-
nungszustand zu erhalten. Diese Methode ist von SANSOUR in [78] aufgenom-
men und von ECKSTEIN in [34] weiterentwickelt worden. Die Direktoren kénnen
mit Verschiebungs- oder auch mit Rotationsvariablen angenidhert werden. Die
Verwendung von Verschiebungsvariablen hat den Vorteil, dass sie bei groflen
Forménderungen additiv sind.
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e Die zweite Entwicklungsrichtung basiert auf Volumenelementen, die nur mit
Hilfe von Verschiebungsvariablen beschrieben werden. Sie gewéhrleisten iiber
den Ansatzgrad der Verschiebungsapproximation in Dickenrichtung eine aus-
reichende kinematische Beschreibung der Schale, sodass der erforderliche Span-
nungszustand abgebildet werden kann. Das erweiterte Volumenelement von PA-
RISCH in [64] stellt eine Moglichkeit dar. Ein orthotroper, hierarchischer An-
satzraum in alle drei Richtungen wurde von SzABO entwickelt [97] und von
DUSTER wieder aufgenommen [30]. Fiir eine Jy Plastizitdtstheorie mit isotro-
per Verfestigung hat sich dieses Element als geeignet erwiesen [32]. Ahnliche
Volumenelemente sind auch von SURANA [89] und FisH [38] entwickelt worden,
jedoch nicht mit einem konsequent variablen, hierarchischen Ansatzraum wie
bei den zuvor genannten Autoren.

Die Idee der hierarchischen Schalenmodelle besteht nun darin, eine allgemeine Mo-
dellbeschreibung zu entwickeln, in der ein kinematisch héheres Modell als eine Er-
weiterung eines niedrigeren Modells definiert ist. Die Beschreibung dieser Modelle
basiert, wie die zuvor aufgezeigte erste Entwicklungsrichtung, auf einem zweidimen-
sionalen, krummlinigen Schalenkontinuum. Hierarchische Schalenmodelle zeichnen
sich durch einen beliebigen Polynomgrad des Verschiebungsfeldes iiber die Dicke der
Schale aus, wodurch eine polynomiale Beschreibung der Kinematik hergeleitet wer-
den kann. Sie sind vergleichbar zu dem von DUSTER entwickelten Volumenelement
mit orthotropem, hierarchischem Ansatzraum von Formfunktionen. Jedoch haben
die hierarchischen Schalenmodelle den Vorteil, dass eine entkoppelte Beschreibung
der Theorie in der dritten lokalen Richtung vorhanden ist. Eine analytische oder, bei
inelastischem Materialverhalten, numerische Vorabintegration iiber die Dicke kann
daher durchgefithrt werden und fiihrt zu effektiveren Rechenzeiten im Vergleich zu
Volumenelementen [15]. Des Weiteren werden die Verschiebungsvariablen im loka-
len Koordinatensystem formuliert und approximiert, sodass die lokalen Lastabtrags-
richtungen mit ihren unterschiedlichen Eigenschaften effizienter abgebildet werden
konnen. Fiir die Approximation der Verschiebungsvariablen werden zweidimensio-
nale, in der Mittelflache definierte, hierarchische Ansatzfunktionen gewé&hlt. Dieses
Konzept fiir hierarchische Schalenmodelle wurde erstmalig von ODEN vorgestellt [26]
und von SCHWAB weiter entwickelt [77]. Jedoch haben beide nur einfach gekriimmte
Zylinderschalen und Platten untersucht. Der grofle Vorteil der hierarchischen Schalen-
modelle, die Abbildung eines dreidimensionalen Spannungszustandes, wird in dieser
Arbeit erstmalig fiir inelastische Materialmodelle ausgenutzt.

3.1 Kinematische Beziehungen

Die rdumliche Schale mit beliebiger Geometrie wird durch eine Beschreibung der
Schalenmittelfliche, die bei % liegt und h die Dicke der Schale darstellt, angen&hert.
Die sich daraus ergebende Schalentheorie basiert auf der Beschreibung eines zweidi-
mensionalen, krummlinigen Kontinuums.
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Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Abb. 3.1: Konfigurationen der Schale

3.1.1 Mittelflache

)
Aus dem Ortsvektor X der Schalenmittelflache

) 0. 0. 0. 1
X=X"1,=X"(©"i,=X"(0,0%)i (3.1)

lassen sich die ko- und kontravarianten Basen A, und A® und die Metrik A der
unverformten Schalenmittelfliche bestimmen, die in Abbildung 3.1 dargestellt sind.

0
0X 0 1 3

A, = =X. , Az3=—"+2A A=A |, A=A A 3.2
5O« ; 3 7 1 X A2 |A1 x As| (3.2)

A=A QA =A;A'QA = AYA; ® A; mit
Aop=An-Ap , Auz=A33=0 , Az =1 (3.3)
det A :=|A,p| = A

)
Das Linienelement dX der Mittelflache lasst sich aus dem totalen Differential des
Ortsvektors der Schalenmittelflache zu

0
0X

X
~ en

dO* = A, dO° (3.4)
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berechnen, sodass fiir das vektorielle Flichenelement d.Ay und das skalare Flichen-
element d.Ag folgt:

0 0
dAy = dX; x dX, = A3 dAy = A3V A dO©'d63 (3.5)
dAo = VA de'de? . (3.6)

Das Quadrat des Linienelementes der Fliche dfo? gibt die erste Grundform der
Flachentheorie an, die die Eintrdge des Metriktensors beinhaltet mit denen Absténde,
Winkel und Flécheninhalte auf einer Flédche berechnet werden kénnen.

9 0 0 3
dLo? = dX - dX = Az dO°dO (3.7)

Der Kriimmungstensor B wird aus dem negativen Gradienten des Normalenvektors
der Mittelfliche bezogen auf die Mittelfliche gebildet.

OA; 00"

B 0
00 X

B =Bj;A'® A’ = B,A; @ A’ mit
Bog=—-Aq-Azspg=Anp5-A3 , Ba3=DB3g=DB33=0

B = — GRADA; = — = A3, @A’

(3.8)

Aus den gemischten Komponenten des Kriitmmungstensors kann die GAUSSsche Kriim-
mung K und die Hauptkriimmung H eines Punktes auf der Schale berechnet werden,
die abhéngig von den zwei Hauptkriimmungsradien R,,i, und R4, sind.

> 0 elliptischer Punkt

1
K =|B5%| = 7 < 0 hyperbolischer Punkt
A sonst parabolischer Punkt (3.9)
1 1 1 1
n-tm = )

Die zweite Grundform der Fldchentheorie entsteht aus dem Produkt des differen-
tiellen Linienelementes der Flache mit dem Differential des Normalenvektors dAs
der Fliche. Sie beinhaltet die kovarianten Komponenten des Kriimmungstensors und
beschreibt somit die geometrische Eigenschaft der Mittelfliche an einem Punkt.

0
dX - dAs = A,dO® - A3 3d0° = A, - A3 3dO°dO° = —A, 5 - A3 dO*dO°

= — B,z d0*d6”
(3.10)

Fiir die partielle Ableitung eines Vektors nach den korperfesten, konvektiven Koor-
dinaten ©® werden im Folgenden noch die CHRISTOFFEL-Symbole I’éj benstigt. Sie
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beschreiben die Verdnderung der Basen in Richtung der kontravarianten Koordina-
ten.

Aﬁ,a = _ng’Ai A?’,a = —Fiz‘Ai
= _(Fg’yAﬁl + F§3A3) = _(FiwA’y + Fi3A3) 311
T2 — Aa., - AP I —A..-A®=B (310
oy T Freyy ay = Aoy = Daxy
[0, =Aas A’ =B, Il =Aas-A°=0

Die kovariante Ableitung der Basen zur Erhaltung der Tensoreigenschaften ist wie
folgt definiert:

APl =A% +T5 A" A%, =A% +T3;A°

3.12

3.1.2 Kontinuum

Das unverformte Schalenkontinuum Bg kann fiir den Ortsvektor X des Kontinuums
linear in Dickenrichtung ©® beschrieben werden, wie in Abbildung 3.1 gezeigt ist.

0
X=X+6°A; mit —g§@3gg (3.13)

Aus dieser Gleichung ldsst sich das Linienelement dX des Kontinuums in Gleichung
(2.16) zu

0X . ;
dX = —de’' = G;de’ 3.14
96 (3.14)
berechnen und die kovarianten Basen G; in Gleichung (2.3) sind fiir das Schalenkon-
tinuum definiert.

G; = % mit Go=A,+0%A3, , G3=A; (3.15)

Fiir einen Ubergang der Basen des Kontinuums in die Basen der Mittelfliche wird
ein Zweipunkttensor definiert, der aus dem dyadischen Produkt dieser Basen besteht.

Z=G, A" Z'=A0G (5.16)
zT=G'oA ZT=A"9G, '
Er wird der materielle Shifter Z genannt und bildet einen Transformationszusam-
menhang zwischen den beiden Basissystemen.

G, =ZA; . A, =Z"'G; 317)
. . ZW. . . .
G’L — Z—T A’L AZ — ZT GZ
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Mit den Gleichungen (3.3), (3.8) und (3.15) l&sst sich der Shifter auf die Basen der
Mittelflache beziehen.
Z=G,®A'=A-0’B=7,A;, @A) mit Z, =4 -6°B) (3.18)
VG

detZ := |Z%| = Vol 1-20°H + (0°)°K (3.19)

Die Determinante des Shifters det Z hiangt von der GAuSSschen Kriimmung und der
Hauptkriimmung eines Punktes auf der Schalenmittelfliche ab und ist eine quadra-
tische Funktion in ©3.

Die kovarianten Komponenten des Metriktensors G des unverformten Schalenkonti-
nuums in (2.7) berechnen sich dann zu

G=G'®G;,=G;G®G =G"G;®G, mit
Gaﬁ - Aaﬁ - @S(AQ(SB.&B + Aﬁ(SB.(Sa) + (®3)2A5WB.604B.7TB

5 4o (3.20)
IAag -0 2Ba5—|—(@ ) Bﬂ-aB.TrB ,
Gas =G3p=0 , Gsz=1,
wodurch sich die kontravarianten Komponenten bestimmen lassen.
1 1 1
ol — Lo a2 _? - _ 1o a2 — Lo
otz o b1z o e (3.21)

¥ =G6"=0 , G¥=1

Hieraus wird mit Gleichung (3.19) deutlich, dass die kontravarianten Komponenten
der Metrik G eine gebrochen rationale Funktion darstellen, die sich aus einem qua-
dratischen Polynom in ©° im Zahler und einem Polynom vierten Grades in ©°% im
Nenner zusammensetzt.

Die quadratische Linge des Linienelementes d£? des Kontinuums ergibt sich mit
(3.14) zu

d£? = dX - dX = G;dO’ - G;d®’ = G;;de’'de’ | (3.22)

wodurch sich ein differentielles Linienelement df des Kontinuums auf der Kurve ¢
wie folgt berechnet:

dL = VGoo dO% = VGBAYVG dO* = VGPAdetZVAdO* Yo . (3.23)

Im kovarianten Koordinatensystem sind drei Oberfldchen eines Korpers definiert. Das
erste vektorielle Flachenelement dS' beschreibt die ©20'-Ebene, das zweite dS?
die ©203-Ebene und das dritte dSy> die ©'0O2%-Ebene. Die entsprechende Flédchen-

normale N* berechnet sich aus der normierten kontravarianten Basis, die senkrecht
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auf der Ebene i steht. Mit Gleichung (2.23) lassen sich die drei vektoriellen Flichen-
elemente berechnen.

1
VG22
1

A /Gll
dS,® = dS° N°? = G; x G, dO'de? mit N3 = G3

G2

dSo! = dSy!N? = G5 x G, dOe3de! mit N? =

dSo® = dSp’N' = G2 x G3d©%’de* mit N' = G' (3.24)

Die differentiellen Flichenelemente dSy® berechnen sich aus dem Betrag des entspre-
chenden vektoriellen Flachenelementes in (3.24).

dSy! = VG22 detZ dO® Vv Ade*!
dSo® = VG detZ dO* VA dO? (3.25)
dSy® = detZ dA,

Das differentielle Volumenelement dVy in Gleichung (2.26) ldsst sich mit Hilfe von
(3.19) und (3.6) auf die Mittelfliche beziehen.

dVo = detZ vVAdO'dO*de® = detZ dO* d Ay (3.26)

3.1.3 Deformation

Um die Deformation hierarchischer Schalenmodelle zu beschreiben, wird der Verschie-
bungsvektor u des Kontinuums in Dickenrichtung iiber ein Polynom der Dickenko-

. . . . k .
ordinate ©% von k = 0 bis nk der einzelnen Verschiebungsvektoren u definiert. Das
Polynom setzt sich aus einer Summe von Produkten zusammen, wobei sich jedes

Produkt aus den Faktoren (©3)* und Ui zusammensetzt. Durch diese Definition ent-
steht eine polynomiale Beschreibung der Kinematik iiber die Dicke der Schale, die
durch die Wahl der Modellnummer nk, die den maximalen Grad des Polynomes an-
gibt, bestimmt wird. Die exakte dreidimensionale Kinematik iiber die Dicke, also der
Ubergang zum Kontinuum, wird mit nk — oo erzielt.

Der Verschiebungsvektor u des Kontinuums ist somit definiert zu

nk
u=>(0%" (0% mit W(O)=u,A” +uzA®, (3.27)
k=0
wobei sich die Komponenten des Vektors auf die kontravarianten Basen der Schalen-
mittelfliche beziehen.

Die hierarchischen Schalenmodelle, die sich aus dem so definierten Verschiebungsvek-
tor herleiten lassen, basieren auf der Idee, dass die kinematische Beschreibung eines
Modells in dem néchst hoheren Modell vollstdndig enthalten ist. Das Modell nk ist

das néchst hohere des Modells nk — 1. Der Verschiebungsvektor I{i( ist zur Beschrei-
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bung der Gesamtverschiebung im Vergleich zu dem Modell nk — 1 hinzugekommen.
Dieser Verschiebungsvektor, auch Direktor genannt, wird durch drei kovariante Kom-
ponenten beziiglich der Basen der unverformten Mittelfldiche beschrieben. Es kommen
also drei zu approximierende Unbekannte bei einer Erhéhung der Modellnummer hin-
zu. Da in dieser Theorie keine Rotationsvariablen verwendet werden, kann sie gut
auf eine Theorie grofler Deformationen erweitert werden. Bei Verwendung von Ro-
tationsvariablen ist dies nicht ohne Weiteres moglich, da grofle Rotationen nicht in
einer willkiirlichen Weise addiert werden konnen.

Es ist sinnvoll die Verschiebungen 4 immer vollsténdig in allen drei Koordinaten-
richtungen der Schalenmittelfliche zu beschreiben. So wird eine Transformation des
Gleichungssystemes in das globale Koordinatensystem eindeutig und invertierbar.
Soll jedoch ein reduziertes Modell untersucht werden, das zum Beispiel mehr Ver-
schiebungsvariablen in Dickenrichtung als in Mittelflachenrichtung aufweist, so kann
die Reduktion der Variablen durch eine kinematische Nebenbedingung iiber das ver-
allgemeinerte Prinzip der virtuellen Arbeit von HU-WASHIZU eingebaut werden. Es
ist vergleichbar mit dem PENALTY-Verfahren, das in der numerischen Umsetzung fiir
den Einbau der Verschiebungsrandbedingungen verwendet wird.

Momentankonfiguration

Abb. 3.2: Verschiebungsvektoren der hierarchischen Schalenmodelle
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Mit Gleichung (2.15) und (3.27) definiert sich der Ortsvektor des verformten Konti-
nuums zu:

0 nk
x=X+u=(X+u)+6*A%+u)+ > (0°)" qe). (3.28)
k=2

Aus dieser Gleichung wird die Bedeutung der einzelnen Verschiebungsvektoren er-
sichtlich. In Abbildung 3.2, die einen Ausschnitt der Abbildung 3.1 darstellt, wird die
Kinematik iiber die Dicke grafisch dargestellt. Es wird deutlich, dass der Verschie-

bungsvektor u die Verschiebungen der Mittelflache und somit eine konstante Ver-

schiebung des Querschnittes beschreibt. Der Vektor it bewirkt eine Rotation und eine
lineare Streckung der Normalen Az der unverformten Mittelfliche. Der Querschnitt
der verformten Schale folgt der Strichpunktlinie in Abbildung 3.2. Der Vektor 1 verur-
sacht eine Kriimmung dieser Strichpunktlinie und eine quadratische Dickendnderung,
sodass sich der Querschnitt auf die strichlierte Linie verdndert hat. Die punktierte Li-
nie als Querschnittverlauf der Schale stellt sich durch den Verschiebungsvektor 1 ein.
Alle weiteren Verschiebungsvektoren bestimmen eine analoge Kinematik, das heifit,
eine entsprechende Verdnderung der Normalen der Mittelfliche und eine polynomiale
Dickendnderung.

Fiir die folgende Herleitung der Deformation der Schale werden nur die in Abschnitt
2.7 geometrisch linearisierten Gleichungen verwendet. Dabei sollen alle Tensoren mit
Hilfe des Shifters Z auf die unverformte Mittelfliche der Schale transformiert und
mit (.) gekennzeichnet werden.

Die Metrik des unverformten Kontinuums bezogen auf die Mittelfliche G ergibt sich
wie folgt:

G=G,;G'®G =2"Gz'=2G'72" (3.29)

mit G=G,;A'®A’=2"Z=A-0°B" +B)+(6°)°B" B (3.50)
G '=G"A;0A,=2""'72"". '

Zur Beschreibung des Materialverhaltens wird der Metriktensor 4. Stufe G aus Glei-
chung (2.188) ebenfalls auf die Mittelfliche der Schale zu G~ geshiftet. Hierfiir wird

der neu definierte Operator " bzw. <-_, der eine einfache Uberschiebung von links
bzw. rechts mit der zweiten Basis des Tensors in Pfeilrichtung beschreibt, verwendet.

G=G"G"Gi®G; GG, =2Z - Z2G 2" 7" (3.31)
mit G ' =G"G"A QA QA,, DA, (3.32)

Zur Berechnung des Gradienten des Verschiebungsvektors wird die kovariante Ablei-
tung des Verschiebungsvektors nach den krummlinigen Koordinaten bendétigt. Sie ist
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gleich der partiellen Ableitung des Vektors. Die kovariante Ableitung der Vektorkom-
ponenten berechnet sich mit Hilfe der in (3.11) definierten CHRISTOFFEL-Symbole.

nk
o =wa =Y (@) e mit o = (4sA° + 3 A%

k=0 k k koo Kk
= (Ugla — usBag)A” + (up B + usla) A’
k k k k k
Ugla = Ug,a — Uy Iy, Usla = usa
(3.33)
nk K nk K nk—1 (141)
u3ZU3:Zkz(@?’)k_lu:Zk:(@g)k_lu: (1+1)(©* "u
k;o k=1 1=0 (3.34)
=S (k+1) @3 "7 mie WY =
k=0

Der Gradient des Verschiebungsvektors bezogen auf die Basen der Schalenmittelfliche
GRADu ergibt sich somit zu

GRADu=u,0G =u,®(Z "TAY)=u,A"Z ' =GRADuZ ' (3.35)

mit GRADu=u,®A*+usz®A®

nk
K N (k+1)
=3 (@) (Ta®A”+(k+1) 0 ©A°)  (3.36)
k=0

(nk+1)
u _=

und ,

wodurch sich der Deformationsgradient F mit Gleichung (2.18) durch den Shifter Z
und eine Summe iiber die Dickenkoordinate © in Abhingigkeit von der Modellnum-
mer nk beschreiben l&sst.

F=G+GRADu=FZ' (3.37)
nk k
mit F=Z+GRADu=2Z+)» (0°)"F (3.38)
k=0

k
mit F=ta@A®+(k+1) 0" 0A%* wd ™V =0 (339
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3.1.4 Verzerrungsmafl

Hierarchische Schalenmodelle werden iiber den polynomialen Ansatz der Verschie-
bungen iiber die Dicke in Gleichung (3.27) beschrieben. Durch diese Summenformu-
lierung des Verschiebungsvektors kann der linearisierte Verzerrungstensor in (2.165),
und bei linearem Materialverhalten der Spannungstensor in (2.183), ebenfalls durch
eine Summe iiber die Dicke dargestellt werden, wie aus dem folgenden Abschnitt
hervor geht.

Der linearisierte rechte CAUCHY-GREEN-Tensor in (2.163) kann mit Hilfe der Glei-
chungen (3.35), (3.36) und (3.29), (3.30) bezogen auf die Basen der Mittelfliiche zu

C bestimmt werden.

C =G + GRADu+ GRAD"u=2""Cz"' (3.40)

mit C =G +ZT GRADu + GRADu?® zZ

nk nk

-G+ (A7 -0'B") (30 F) + (X))  F7)(a-oB)

nk k k nk 1 1
=G+Y (0" (F+F") =Y (6" (B"F+F"B) (3.41)
k=0 =0
n k k nk+1 (k—1) (k-1)
=G+Y (0 (F+F")- > (©*)*(B" F + F "B)
k=0 k=1

_ mkfld k  k (k—=1)  (k—1)
~ G+ (@3)k<F+FT—<BT F + F TB))

Mit Hilfe von Gleichung (2.165) und (3.35), (3.36) kann der linearisierte Verzerrungs-
tensor der Schalenmittelfliche € formuliert werden.

€= %(GRADu +GRAD'u)=Z""8Z"} (3.42)
mit €= (2" GRADu + GRADu" 2)
1 nk+1 (k;l) (k;l) k  k
=52 (@3)"‘(— B" F + F "B) +F+FT>

k1) x (3.43)

k=0
nk+1

— Z (©%)F sym( — B" F +F)
k=0
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Aus dieser Gleichung wird deutlich, dass der linearisierte Verzerrungstensor € als
Summe eines Polynoms von Verzerrungstensoren iiber £k = 0 bis nk + 1 dargestellt
werden kann. Er ist also um einen Polynomgrad hoéher als der Verschiebungsvek-
tor des gewdhlten Modells nk. Die kovarianten Komponenten des linearisierten Ver-
zerrungstensors bezogen auf die unverformte Mittelfliche werden als kinematische
Variablen bezeichnet und berechnen sich zu:

nk+1 nk+1

2(93 )& = > (©%)* AT A7

=0
k 1 k—1 k—1
mit Fap = —§(B,a(uﬁ)|5 + 8% |a) + Bon BT s
1 & k k
+ 5 (tals + tsla) = Bapus (3.44)
k k 1 ok 1x (k +1)
€a3=€35=—§<k¢—1>B_auﬂ-—|—2U3|a (l{?—i— )
k (k+1)
€33 = (ki -+ 1) Us
. -1 -1 (nk+1) (nk+1) (nk+2) (nk+2)
mit U= U3= Uas = U3 = Uqg = wugz =20.

Die C°-Stetigkeit der hierarchischen Schalenmodelle ist an dieser Stelle ersichtlich, da
nur die erste kovariante Ableitung der Verschiebungskomponenten verwendet wird.
Des Weiteren ist anzumerken, dass keine Anteile in ©3 vernachléssigt wurden und
der volle dreidimensionale Verzerrungstensor, der sich aus der Wahl des Modells in
Gleichung (3.27) ergibt, beriicksichtigt wurde. Herkémmliche Schalentheorien ver-
nachléssigen an dieser Stelle die Dehnungsanteile mit £ = nk und k = nk + 1. Ferner
wird deutlich, dass der Verlauf der Verzerrung £33 iiber die Dicke immer um einen
Grad niedriger in © ist als der Verlauf der iibrigen Verzerrungskomponenten.

3.1.5 Verzerrungsrate

Wird der linearisierte Geschwindigkeitsgradient in (2.166) auf die Basen der Mittel-
flaiche bezogen, so ergibt sich

1=F=GRADu=u;G' ' =u; ® A'Z' =GRADu zZ ' (3.45)

mit GRADu=1u,® A% +uz;® A°

ok 3\ k k «@ (k+1)
=3 @) (a®A+(k+1) @ ©A")  (346)
(nk+1)
und u =0,

wodurch sich die Verzerrungsrate bezogen auf die Mittelfliche durch & mit Gleichung
(2.167) berechnen lésst.

(GRADu + GRAD u) —7 TEz" (3.47)

[\Dlr—t
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mit €= (2" GRADA + GRADY ' 2)

1 nk+1 (kll) (k;l) kK
=5 > ©)(-(B" F + F "B)+F+F")
k=0

k1 (k-1) K (3.48)
— Z (©%)F sym( — B” F +F)
k=0
—1 (nk.—l—l)

mit F= F =0

3.2 Dynamische Beziehungen

3.2.1 Belastungen

In der linearisierten Form A des Prinzips der virtuellen Verschiebungen in Gleichung
(2.179) werden die virtuellen Verschiebungen du verwendet. Diese ergeben sich durch
Variation des Verschiebungsvektors u in (3.27) und beziehen sich auf die kontravari-
anten Basen der Schalenmittelfliche. Daher wird der Vektor der dufleren Belastungen
T* und der Vektor der Volumenkraft pro Dichte K auf die kovarianten Basen der
Schalenmittelfliiche bezogen, um bei einer einfachen Uberschiebung keine Metrikan-
teile beriicksichtigen zu miissen.

Die virtuelle Arbeit der Oberflichenlasten kann nun in drei Anteile bezogen auf die
definierten Teilflichen dSp" in Gleichung (3.25) aufgespalten werden.

/5uT* dsg = /5uT3 dSo® + /5uT2 dSo” + /5uT1 dSo!
So So® So2 Sol (3.49)
mit T" =T’ +T°+T' =T""A,;
Das erste Integral stellt die virtuelle Arbeit der Oberflichenlasten auf der Ober-
bzw. Unterseite der Schale dar und wird im Folgenden Oberflichenlasten genannt.
Das zweite und dritte Integral der virtuellen Arbeit der Oberflichenlasten wirkt auf

die Randflachen der Schale. Diese kbnnen nur an Rédndern des Berechnungsgebietes
wirken und werden im Folgenden Randlasten genannt.

Mit der Definition des verwendeten Fléchendifferentials in (3.25) ergibt sich die vir-
tuelle Arbeit aus Oberflachenlasten zu:

/ SuT? dS,® = / SuT?detZ dA,

803 Ap

nk
_ /Zfo(k:) 56 T d A, .

(3.50)
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Der Faktor fo(k) ist abhéngig von der gewédhlten Ober- bzw. Unterseite der Schale.
fo(k) = (©®)" det Z

(5)° —2H(5)" + K (5)" fiir ©° =

DM 20 () + K (5 fre® = -

1y

(3.51)

|

Die beiden Integrale der virtuellen Arbeit aus Randlasten lassen sich mit (3.25) und
(3.23) zusammenfassen.

/5uT1 dS,! + /5uT2 d802://5uT°‘ de? dc

Spl Sp2 £ 93

//Z Chk §6 T dO3 AL

mit @a — @Rand

(3.52)

Hierbei wird die Einschrankung verwendet, dass der Spannungsvektor aus Randlasten
T maximal linear iiber ©2 verlduft.

0 32 1
T =T"+6°> T° (3.53)

0
Der konstante Spannungsvektor am Rand T bildet somit Normal- und Querkréfte

und der lineare Spannungsvektor ’i‘a die Momente am Rand ab. Die Eingabe der
Randlasten bezieht sich entweder auf das globale Koordinatensystem oder das or-
thonormale Koordinatensystem der Kante. Diese Werte miissen mit einer Koordina-
tentransformation in kovariante Komponenten umgerechnet werden.

Die Randlasten kénnen analytisch iiber die Dickenkoordinate ©2 von — % blS 5 inte-
griert werden. Das differentielle Linienelement in (3.23) ist jedoch von den kontrava—
rianten Komponenten der Metrik des Kontinuums abhéngig, die aus einem quadrati-
schen Polynom in ©2 im Zahler und einem Polynom vierten Grades in ©® im Nenner
bestehen, wie aus Gleichung (3.21) und (3.19) deutlich wird. Dieser Ausdruck ist
nicht einfach analytisch integrierbar und wird deshalb mit der Annahme G% =2 A"
vereinfacht. Diese verwendete Ndherung geht auf KOITER und NAGHDI zuriick und
ist Teil der ersten Approximation der Schalentheorie [8].

L =VGBB detZ VA dO™ = detZ vV APB /A dO° (3.54)

Mit diesen Vereinfachungen lésst sich die Integration iiber die Dicke fiir das Integral
der virtuellen Arbeit aus Randlasten durchfiihren.

//5uT°‘ d®3d£:/i5{i (f(k:)’%"‘+f(k+ )% T) VAR5 /A 4O

mit O = @fend

(3.55)
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Der Faktor f ist durch die Integration iiber © von —% bis % definiert.

f@) = [ (©®) detZ d©°
/

_ 14+ (=1 (h)m _oplt (=D (@)m

1+ 1 2 i+ 2 2
. Kﬂ(ﬁ)m (3.56)
1+ 3 2
i—i2-1 (%)Hl + K iig, (%)H_S fiir 7 gerade
—2H 1'_;2_2 (%)HQ fiir ¢ ungerade

Der Vektor K definiert die Kraft pro Masse bzw. die Beschleunigung des wirkenden
Feldes und bezieht sich auf die kovarianten Basen der Schalenmittelfliche. Die Einga-
bewerte sollen sich auf das globale Koordinatensystem beziehen und werden deshalb
durch eine Koordinatentransformation auf das kovariante Koordinatensystem der
Schalenmittelfliche umgerechnet. Durch eine analytische Integration der virtuellen
Arbeit aus Volumenlasten iiber die Dicke ©% ergibt sich mit Hilfe des Faktors f(k)
in Gleichung (3.56)

nk
/po suK dVy = //po > (©%)* SuK detZ dO® d A,

Vo Ape3 k=0

nk
_ / po 3 F(k) SUK dAy (3:57)
Ao k=0

mit K=KA=KioK =(A" i)k’ .

3.2.2 Spannungen

Aus der Gleichung (2.172) geht hervor, dass zu der geometrisch linearisierten Verzer-
rungsrate € der Spannungstensor S die energetisch konjugierte Grofle ist. Da die Kom-
ponenten der Verzerrungsrate kovariant definiert wurden, ist es sinnvoll die Kompo-
nenten des Spannungstensors kontravariant zu definieren, damit bei einer doppelten
Uberschiebung der beiden Tensoren keine Eintrige der Metrik zu beriicksichtigen
sind.

Der lineare Spannungstens%“ S wird auf die kovarianten Basen der Schalenmittel-
flache bezogen, sodass sich S ergibt.

S=ZSZ" mit S=S7A;QA; (3.58)
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3.3 Materialmodelle

3.3.1 Lineare Elastizitit

Aus Abschnitt 2.8.1.1 folgt der lineare und invertierbare Zusammenhang zwischen
dem Spannungstensor S und dem Verzerrungstensor €.

S=C:e (3.59)

Der Tensor der Spannungen und Verzerrungen wurde durch Gleichung (3.58) und
(3.42) auf die Basen der Schalenmittelfliche transformiert. Mit dem neu definierten

Operator ~ bzw. (-_, der eine einfache Uberschiebung von links bzw. rechts mit der
zweiten Basis des Tensors in Pfeilrichtung beschreibt, folgt

e=2""2"T% und S=ZZS. (3.60)

Der linear-elastische Materialtensor C, der sich auf die Mittelfliiche der Schale bezieht,
berechnet sich mit Gleichung (2.188), (3.29) und (3.31) zu

C=z-zCz" " 7" (3.61)

C=C"""A;®A; @A @A, =2G '@G ' +2uG

. iymn __ 1] ~ymn im ~jn (362)
mit C =AG'GT +2uGTGT

und kann in einen deviatorischen und einen sphérischen Anteil aufgespalten werden.

C = sphC + devC
(3.63)

kG '®G ' +2uG - %G‘l G )

Aus Gleichung (3.59) folgt mit Gleichung (3.60) und (3.61), die Beziehung zwischen
dem Spannungs-, Verzerrungs- und Materialtensor bezogen auf die Basen der Mit-
telfléche.

S=C:z (3.64)

Wie bei der Berechnung der Randlasten werden in Gleichung (3.62) die kontravari-
anten Komponenten der Metrik des Kontinuums bendétigt. Fiir eine analytische Inte-
gration des linear-elastischen Stoffgesetzes von HOOKE wird auch hier die Ndherung

von KOITER und NAGHDI mit G¥ = A% verwendet.

C2C'™A,®A; ® A ® A,
=ijkl ij Akl ik 44l (3.65)
mit C7" =XNAYA™ +2u A" AT,

Aus Gleichung (3.64) und dem linear-elastischen Stoffgesetz in (3.65) ergibt sich
mit der polynomialen Beschreibung des Verzerrungstensors € iiber die Koordinate
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©3% in Gleichung (3.44), dass der Spannungstensor S ebenfalls als Polynom iiber die
Dickenkoordinate beschrieben werden kann.

nk+1 k nk+1 k B
S=Y (©)'s5=Y (657 A 2A,
k=0 k=0 (3.66)
k

3.3.2 Plastizitat

Die Umsetzung inelastischer Materialmodelle fiir hierarchische Schalenmodelle wird
am Beispiel der vON MisEs Fliefifliche mit isotroper Verfestigung aus Abschnitt
2.8.2.2 gezeigt. Hierfiir werden die benotigten Gleichungen mit Hilfe des Shiftes Z
bezogen auf die Schalenmittelfliche formuliert. Da sich das Materialmodell auf das
Kontinuum bezieht, miissen in diesem Abschnitt die geshifteten Metriken des Kon-
tinuums in Gleichung (3.30) beriicksichtigt werden.

Die Kinematik der hierarchischen Schalenmodelle dndert sich nicht fiir ein nichtlinea-
res Materialverhalten, da Kinematik und Stoffgesetz prinzipiell voneinander entkop-
pelt sind. Der Verzerrungstensor € bzw. € in Gleichung (3.42) und (3.43) kann daher
weiterhin als Polynom iiber die Dicke formuliert werden. Da sich die Verzerrungen der
Schale auf die Mittelfliche beziehen, wird die additive Aufspaltung der Verzerrungen
in (2.197) ebenfalls mit Hilfe des Shifters Z auf die Mittelfliche transformiert.

e=e,+e,=2""€Z " mit e=¢,+% und & =% -5 (3.67)

Die reversiblen und irreversiblen Anteile des Verzerrungstensors g, bzw. g; sind je-
doch nicht mehr als Polynom iiber die Dicke darstellbar, da sie vom vorhandenen
Materialgesetz an jedem Punkt iiber die Dicke der Schale abhéngig sind.

Der reversible Anteil des Verzerrungstensors g,, der sich auf die Basen der Mittel-
fliche bezieht und mit kovarianten Komponenten festgelegt wurde, wird in einen
deviatorischen und einen sphérischen Anteil aufgespalten.

(:G7')G , sphe;=0 (3.68)

Es gilt sphe; = 0, da die Entwicklung der inelastischen Dehnungen durch die as-
soziierte Fliefiregel nach Gleichung (2.217) nur von den deviatorischen Spannungen
abhéngig ist.

Aufgrund des nichtlinearen Materialverhaltens kann der Spannungstensor S bezogen
auf die Mittelfliche der Schale aus Gleichung (3.58) nicht mehr als Polynom iiber die
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Dickenkoordinate ©2 dargestellt werden. Eine Aufspaltung in einen deviatorischen
und einen sphérischen Anteil ergibt

S = sphS + devS
: = 1 = = =_1 - — _ (3.69)
mit sphS = 3 (S : G) G , devS =S —sphS,

wobei der Spannungstensor in kontravariante Komponenten festgelegt wurde. Die
Spannungen koénnen nach Gleichung (2.200) aus dem reversiblen Anteil der Verzer-
rungen und dem linear-elastischen Materialgesetz bezogen auf die Basen der Scha-
lenmittelfliche bestimmt werden

S=C:&,=C:(—&), (3.70)

wodurch sich mit Gleichung (3.68) und (3.63) der deviatorische und sphérische Anteil
des Spannungstensors S berechnen lésst.

sphS =k G 'sph(8)G™' , devS=2uG 'dev(z —&) G} (3.71)
Wird der normierte deviatorische Spannungstensor n in Gleichung (2.212) auf die
Mittelfliche der Schale bezogen, folgt

n=2ngZ2" =72 "n:2"" (3.72)

devS _ dev(g — ;)

|G devS|| ||dev(e —&;) G|

mit

Er wird mit kovarianten Komponenten als ng zur Berechnung der irreversiblen Ver-
zerrungsrate und mit kontravarianten Komponenten als ng fiir die Berechnung des
tangentialen Steifigkeitstensors bendétigt. Der Unterschied zwischen der ko- und kon-
travarianten Darstellung entsteht durch die Festlegung der Komponenten des Span-
nungs- und des Verzerrungstensors.

Die Fliebedingung nach voN MISES in Gleichung (2.216) bezogen auf die Mittel-
flache lautet

F(devS, @) = |G devS|| — \/ %K(a) _0. (3.74)

Die irreversiblen Verzerrungsraten kénnen ebenfalls auf die Mittelflache transformiert
werden und ergeben sich zu:

;=2 "T&Z ' mit & =n~T0e. (3.75)

Die Evolutionsgleichung der internen Variable ist ein skalarwertiger Ausdruck und
muss daher nicht auf die Basen der Mittelfléiche transformiert werden.

a:azy\/; (3.76)
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3.4 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in Gleichung (2.179) ldsst sich bezo-
gen auf die Mittelfliche der Schale mit den Gleichungen (3.42) und (3.58) fiir den
Verzerrungs- und Spannungstensor und den Gleichungen (3.49), (3.50), (3.55) und
(3.57) fiir die virtuelle Arbeit aus Oberflichen-, Rand- und Volumenlasten definieren.

— W +6A=0
mit W = / / 0z :S detZ dO? d A

Ape3
nk nk
SA = / po > f(k) SUK dAo + / 3" fo(k) 61 T dAy (3.77)
Ao k=0 Ao k=0

+/§:5{‘1 (f(k)%“+f(k+1)%11““)VAﬁ5\/Zd@“ Lo Ya

Fiir die virtuelle Arbeit aus dufleren Belastungen ist die Integration iiber die Dicken-
koordinate ©2 schon durchgefiihrt. Liegt ein elastisches Materialverhalten zugrunde,
so kann diese Integration fiir die virtuelle Form&nderungsenergie ebenfalls analy-
tisch durchgefiihrt werden. Fiir das verallgemeinerte Materialgesetz von HOOKE in
Gleichung (3.64) mit der Vereinfachung in (3.65) ldsst sich die virtuelle Forméande-
rungsenergie mit der Definition des Faktors f in (3.56) herleiten.

nk+1 k o nk+1 1
SW = //( > (@3)’%) . C: ( > (@3)l§> detZ d©® d A
Ago3 k=0 1=0
nk+1nk+1 k kil 1
:/ S Y s5: € zdA, (3.78)
Ao k=0 1[=0
k+1

mit C = f(k+1)C

k+1
Hierbei stellt der elastische Materialtensor C die integrierte Schalensteifigkeit iiber
die Dicke dar.

Bei dem in dieser Arbeit zu untersuchenden plastischen Materialmodell mit isotroper
Verfestigung ist der Zusammenhang zwischen dem Spannungs- und Verzerrungsten-
sor iiber die FlieBbedingung, die Konsistenzbedingung, die inelastische Verzerrungs-
rate und die Evolutionsgleichung der internen Variable o gegeben. Daraus ergibt sich
ein bereichsweise definierter funktionaler Zusammenhang zwischen den Spannungen
und Verzerrungen iiber die Dicke der Schale, der sich auf einen linear-elastischen und
einen plastischen Bereich bezieht. Dieser nichtlineare Zusammenhang muss iterativ
fiir jeden Punkt {iber die Dicke der Schale gelost werden, sodass eine analytische
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Integration des Stoffgesetzes iiber die Dicke nicht mehr moglich ist. Somit sind die
Spannungen auch nicht mehr durch ein Polynom iiber die Dicke beschreibbar.

Die Integration iiber die Dickenkoordinate ©* kann jedoch entkoppelt von der Inte-

gration iiber die Schalenmittelflichenkoordinaten ©“ durchgefiihrt werden. Hierfiir

miissen die Spannungen S iiber die Dicke bekannt sein, die bei einer numerischen

Integration zum Beispiel an den Gauflpunkten iiber die Dicke gegeben sind. Eine

Vorabintegration des Stoffgesetzes fiir jeden Punkt der Schalenmittelfliche ist so
nk+1

moglich.
k —
SW = //( > (@3)k5§> . S detZ dO® d A,
k=0

Ap©3 -
nk+1

:/ S o (/(@3)k§detZd@3> dAo

Ao T o3

(3.79)
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4 Modelldiskussion

In Abschnitt 3 wurde ein universelles hierarchisches Schalenmodell, basierend auf
einem zweidimensionalen, krummlinigen Kontinuum, definiert. In diesem Abschnitt
soll nun die Qualitédt einzelner Modelle untersucht werden und mit Schalentheorien,
die aus der Literatur bekannt sind, verglichen werden. In einer verkiirzten Form
wurden diese Ergebnisse von der Autorin in [70] veroffentlicht.

Die untersuchten Modelle gliedern sich in zwei Modelltypen: die vollstéindigen Model-
le, bei denen alle Komponenten des Verschiebungsvektors vollstédndig beriicksichtigt
werden, und die reduzierten Modelle, bei denen der Verschiebungsvektor um einige
Komponenten der Direktoren reduziert wird. Die Modellnummer nk der vollstandi-
gen Modelle gibt dabei den Grad des Polynomes der Verschiebung iiber die Dicke
der Schale an, der fiir alle Komponenten des Verschiebungsvektors u gleich ist. Die
Bezeichnung der reduzierten Modelle (nk(u1),nk(uz),nk(us)) beinhaltet den Poly-
nomansatz iiber die Dicke der Schale jeder Verschiebungskomponente. Die Direktoren
sind hierbei bis zum maximalen Polynomgrad nkmaes = max (nk(u1), nk(uz),nk(us))
vorhanden, wobei die Komponenten eines hoheren Polynomgrades zu null gesetzt
werden. In der Literatur sind héufig die Modelle (nkmaez — 1, nkmaz — 1, nkmaz)
und (nkmaz, "kmaz, "kmaez — 1) zu finden. Fiir Plattenprobleme wurden diese Mo-
delle schon Anfang der 90er Jahre von BABUSKA [5] untersucht und Mitte der 90er
von SCHWAB [79] aufgenommen. Fiir Schalen wurden zwei Modelle von SzZABS und
SCHWAB in [77] numerisch untersucht.

Die Komponenten des Verschiebungsvektors ergeben sich beispielsweise fiir das voll-
standige Modell 2 zu

0 1 2
U1 Ui U1l

[u] = 701/2 +0° Tllz + (@3)2 TQLQ (4.1)
0 1 2
us us us

und fiir das reduzierte Modell (1,1, 2) mit nkmaez = 2 zu

34 7}&1 0

= [ 6 | +6" 4] +© 0] . (12)
Us s us

Um die Diskussion iibersichtlicher zu gestalten beschrinken sich die untersuchten
Geometrien auf ein orthogonales Koordinatensystem ©!, ©2, ©2. Die kovarianten Ba-
sen in Gleichung (3.2) und die Metrik der Mittelfliche in (3.3) vereinfachen sich daher
zu
A=4;A A" = A"A; @ A; mit
1 [—
A

1 (4.3)

(|A1|)2 ) Ao = (|A2|)2 , Aszz = 1.
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Fiir die Definition der Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors in (3.44)
ergibt sich mit der getroffenen Vereinfachung

™
Ny
Il
NgE
E
~~
(©)
w

mit 211 = —Bl1 e |1 + A1 By B} (ku31) + U1|1 — A BY i3
§22 = _BQQ (ku21)|2 + Ago B 322 (ku3l) + U2|2 — Ago B.22 71«73
233 = (k+1 )(kH) (44)
§12 = —%(B,ll (ku_11)|2 + B% (k?L_21)| ) (U1|2 + U2| )
F2s = —%(k —1)B% s + u?,|2 + 2 (k +1)%
§13 = —%(k — 1)3.11 ly + §u3|1 + %(/f + 1)(kdr11) .

Des Weiteren wird das allgemeine Stoffgesetz von HOOKE mit den in Abschnitt 3.3.1
aufgefithrten Vereinfachungen verwendet. Fiir eine Geometrie mit orthogonalen Ba-
sen berechnet sich das Stoffgesetz fiir die kontravarianten Komponenten des Span-
nungstensors mit (3.64) und (3.65) zu

(()\4—2,11 —— &1 +)\—€22 +)\€33)

I A11 A22
1 1
NN (\+24) — a2 + AEsg )
= 4 ( A eu T (A 2u) 2+ AEs
8= A E b A Em (At 2u) Eas (4.5)
A11 A22 .
_ 1
S2_—-__ - 9.F
Apy Ay HET2
_ 1
Agy THEE
_ 1
S].S — - 2 = .
A CHEe

In diesem Abschnitt wird tiberpriift, ob die untersuchten Modelle einen reinen Mem-
branspannungszustand und einen reinen Biegespannungszustand abbilden konnen.
Beide Zustidnde sollen dabei aus einer Randlast und einer Flédchenlast erzeugbar

sein, wodurch die Randbedingung der Normalspannung S°° an der Ober- und Un-
terseite der Schale festgelegt ist. Hierbei ist anzumerken, dass fiir Schalen fast nie
ein reiner Biegespannungszustand vorliegt, da die meisten Belastungen aufgrund der
gekriimmten Struktur durch Membranspannungen abgetragen werden. Platten hin-
gegen werden durch einen reinen Biegespannungszustand beschrieben. Sie stellen eine
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Unterklasse der Schalen dar, bei der die Kriimmung null ist und die Flachenlasten
senkrecht zur Mittelflache der Struktur wirken. Daher soll im Folgenden der reine
Biegespannungszustand auch fiir Schalen untersucht werden.

Die zu untersuchenden Spannungszusténde sind

1. reiner Membranspannungszustand
= S' =konst. und S*? = konst.

(a) erzeugt durch Randlasten, wie zum Beispiel bei einem Zylinder unter Zug
oder Torsion.

= 5%3(6° = :I:%) =0
(b) erzeugt durch Fléchenlasten, wie zum Beispiel bei einer Kugel oder einem
Zylinder unter Innendruck.

= 5%©*=+%4)=0 und S*¥©°=-

NS
N—
I
i)

2. reiner Biegespannungszustand
= S =linear und S*? = linear

(a) erzeugt durch Randlasten, wie zum Beispiel bei einer Platte mit Strecken-
moment.

= 5@ ==+5)=0
(b) erzeugt durch Flachenlasten, wie zum Beispiel bei einer Platte mit Fléchen-
last.

= 5¥©°=+4L)=0 und S¥O°=-L4)=p

Durch die Vorgabe der Spannungsverldufe ergeben sich Beziehungen zwischen den
Verschiebungskomponenten und deren Ableitungen. Werden diese Beziehungen in
die Definition der Verzerrungen des Modells eingesetzt, ergeben sich die abbildba-
ren Verzerrungsverliufe iiber die Dickenkoordinate © des gewihlten Modells. Diese
Verldufe miissen aus anschaulichen Griinden einen Mindestpolynomgrad iiber die
Dicke aufweisen. Fiir die oben genannten Fille gilt bei

1. reinem Membranspannungszustand

= %11, €22 und £33 mindestens konstant iiber die Dicke

2. reinem Biegespannungszustand

= %11, €22 und £33 mindestens linear iiber die Dicke.

Ist dieser Mindestpolynomgrad der Verzerrungsverldaufe unterschritten, weist das
gewidhlte Modell eine Versteifung auf. Der Grund fiir diese Versteifung ist eine zu
niedrige Modellwahl, das heif3t, der Polynomgrad der Verschiebungen iiber die Dicke
ist zu klein gewahlt. Dieser Effekt wird von RAMM in [17] anhand eines Balkens
mit reiner Biegebeanspruchung erldutert und von BISCHOFF in [17, 14, 73] POISSON-
THICKNESS-Locking genannt und diskutiert.



74 4 Modelldiskussion

4.1 Modell 0

Das Modell 0 basiert auf dem gleichen Verschiebungsvektor wie die Membrantheorie
(siche Anhang B.2), wobei er aus drei konstanten Verschiebungskomponenten iiber
die Dicke besteht. Eine Verdrehung des Querschnittes bei der Verformung ist hier
nicht enthalten. Fiir das Modell 0 wird allerdings das allgemeine dreidimensionale
Materialmodell verwendet. Die Membrantheorie hingegen ist auf einem reduzierten
Materialmodell aufgebaut, wie es in Anhang B.2 erldutert ist.

Die Komponenten des Verschiebungsvektors lauten also

0
U1

[U] = '812 ) (46)

wodurch sich die ersten drei Komponenten des Verzerrungstensors in Gleichung (4.4)
zu

_ 0 1 0
€11 = U1|1 — A B us

+ @3( — B4 21|1 + A B4 BS 83)
€22 = ’82|2 — Aoy B% ’33 (4.7)
+0°(-B% Ualz + Az2 BY B 83)
€33 =0
ergeben. Bei diesem Modell berechnen sich die Verzerrungen in Dickenrichtung £33

zu null, wodurch das P0O1SSON-THICKNESS-Locking dieses Modells ersichtlich ist. Die
Verzerrungen £1; und Z32 sind linear verdnderlich iiber die Dicke, sodass sich mit

Gleichung (4.5) lineare Spannungsverliufe fiir S'', S** und S** {iber die Dicke der
Schale ergeben.

4.1.1 Membranspannungszustand

Bei einem Membranspannungszustand sind die Spannungsverlaufe fiir S'* und S22
konstant iiber die Dicke, das heift, die linearen Anteile in den Spannungen miissen
sich zu null ergeben. Aus dieser Bedingung ergibt sich

31\1 — A Bhus und lotz|2 = Agy BS s (4.8)

und die Normalverzerrungen in (4.7) berechnen sich zu:

£11. =0
g90 =0 (49)

£33 =0.
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Die Schubverzerrungen bleiben unverdndert. Da sich fiir das Modell 0 bei einem
Membranspannungszustand alle Normalverzerrungen zu null ergeben, sie allerdings
aus anschaulichen Griinden mindestens konstant iiber die Dicke verlaufen miissen,
enthélt dieses Modell das PO1SSON-THICKNESS-Locking und ist somit unbrauchbar.

Bei der Membrantheorie tritt dieser Effekt nicht auf, da sie die linearen Terme in ©3
in den Verzerrungen vernachléssigt und sich mit dem modifizierten Materialmodell in
Anhang B.1 konstante Normalspannungen ergeben. Eine Aufstellung der Gleichungen
der Membrantheorie befindet sich im Anhang B.2.

4.1.2 Biegespannungszustand

Fiir einen reinen Biegespannungszustand werden die konstanten Anteile in den Span-
nungen S und S$?? zu null gesetzt, wodurch sich

0 0 0 0

U1|1 = A11 B.ll us und UQ|2 = A22 B.22 us (410)
ergibt und sich alle Normalverzerrungen in (4.7) zu null berechnen. Auch hier ist
das PoOI1ssON-THICKNESS-Locking des Modells ablesbar, da die Normaldehnungen
mindestens linear {iber die Dicke der Schale verlaufen miissen.

Die Membrantheorie kann keinen Biegespannungszustand abbilden, da sie nur kon-
stante Spannungsverldufe iiber die Dicke beschreiben kann.

4.2 Modell 1

Der Verschiebungsvektor des Modells 1 ist vergleichbar zu dem der NAGHDI-Schalen-
theorie im Anhang B.4, wobei er die dritte Komponente des zweiten Direktors, die
die Dickendnderung verursacht, mit beriicksichtigt.

0 1
Ui U1l

= |a | +©° | u (4.11)
Us Us

Mit diesen Verschiebungen ergeben sich die Normalverzerrungen wie folgt:
€11 = a1|1 — An B.11 ”33
+ @3( — B} "81|1 + A1 BY B us + ?1L1|1 — A BY 11t3)
+(0°)?(- Bj uih + A By BY 133)
Eaz = Un|a — Aso BLUs (4.12)
+ @3( — B% 1OLQ|2 + Asy B BY 83 + 11L2|2 — Ag BY 7}&3)
+ (%) (= By sl + Az B BY us)

_ 1
£33 = Usg .
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Dieses Modell kann nur konstante Normalverzerrungen in Dickenrichtung mit £33
darstellen, sodass das POI1SSON-THICKNESS-Locking deutlich wird. Durch den qua-
dratischen Verlauf der Verzerrungen £;; und €22 iiber die Dicke der Schale folgen mit

Gleichung (4.5) quadratische Normalspannungsverldufe fiir S'', S?* und S*2.

4.2.1 Membranspannungszustand

Werden nur konstante Spannungsverliufe fiir S** und S22 iiber die Dicke beriicksich-
tigt, so ergeben sich die Beziehungen

1 11 1 2 1
uilt = A1 Bius und  wus|2 = Az Bhus

0 Lo 0 ) 0 (4.13)
uilt = A1 Bius und  wus|2 = Az Bhus,
wodurch sich die Normalverzerrungen in (4.12) zu
€22 =10 (4.14)
_ 1
€33 = U3

berechnen. Eine Versteifung des Modells ist ersichtlich, da sich bei konstanten Mem-
branspannungen keine Verzerrungen in Richtung der Schalenmittelfliche einstellen.
Das Modell enthélt noch das Po1sSSON-THICKNESS-Locking und ist somit unbrauch-
bar.

Die NaGHDI-Schalentheorie umgeht diesen Effekt, indem sie die quadratischen Anteile
der Verzerrungen iiber die Dicke vernachléissigt. Des Weiteren wird ein modifizier-
tes Materialmodell verwendet. Anhang B.4 zeigt, dass die NAGHDI-Theorie frei von
Versteifungseffekten ist.

4.2.2 Biegespannungszustand

Werden die konstanten und quadratischen Anteile der Spannungen iiber die Dicke zu
null gesetzt, folgt

71L1|1 = Au B} 71i3 und 1th|2 = Agy BY %03 (4.15)
0 10 A 1 0 5 0 A 1
=Au B - ——A d = Ax» B ——A
U1|1 11 D1 UuUs 2()\—|—,u) 11 U3 Uun U2|2 22 D 2 U3 2(>\+M) 22 U3
und die Normalverzerrungen in (4.12) berechnen sich zu:
_ A 1 31 1
tnn=An1 ——~——(—us+0°Bju
11 11 2(/\+M)< 3 1 Uu3)
Ex=A #(—i +6°B% us) (4.16)
22 22 20+ 1) 3 2U3 :

_ 1
£33 = U3 .
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Die Normalverzerrung in Dickenrichtung verlduft nicht linear in ©2, wie es fiir einen
Biegespannungszustand gefordert wird. Modell 1 enthé&lt also das POISSON-THICKNESS-
Locking und ist unbrauchbar zur Abbildung dreidimensionaler Spannungszustéande.

4.3 Modell 2

Mit dem quadratischen Verschiebungsvektor in Dickenrichtung des Modells 2

0 1 2
U1 U1 Ui

[u] = 82 + e’ 1&2 + (@3)2 ’IQLQ (4.17)
Us Us i3

berechnen sich die Normalverzerrungen zu:

€11 = ’31|1 — An B.ll ’33
+ @3( — B} 81|1 + A1 B}, B 1?&3 + 7}L1|1 — Au B 7}03)
+(©%)*( - B} utl + An BY BY us + 1|1 — A BY 733)
+(©%)°(— B} wil + An BY B 53)
€o2 = 82|2 — Agy B 23 (4.18)
+©°(— Bl tia]s + Asp B B s + tial> — Azy B ti3)
+ (@3)2( — B% 11L2|2 + Ass B Bhus + 1262|2 — Ag BY 12L3)
+(©°)%( = BLtia|2 + Ass B B 1i3)
Ea3 = us + 0°(2 53) .

Dieses Modell kann als Erstes linear verdnderliche Normaldehnungen in Dickenrich-
tung abbilden. Die Normalspannungen in Gleichung (4.5) ergeben sich mit (4.18) zu
einem kubischen Verlauf iiber die Dicke.

4.3.1 Membranspannungszustand

Die folgenden Beziehungen ergeben sich indem die linearen, quadratischen und ku-

bischen Anteile der Spannungsverldufe S** und S?? zu null gesetzt werden.

2 1 2 2 2 2
ui|t = A1 Bius und  wus|s = Az B us

1 1 1 1

ui|1 = Ajn Bius und  usla = Aoy BS us (4.19)
0 A A11 2 1 0 0 A A22 2 2 0
’LL1|1 - mB—.llU:J,—{—All B.l us und U2|2 = mB—_QQUB+A22 B,Q us
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Die Normalverzerrungen in (4.18) berechnen sich mit diesen Bedingungen zu einem
linearen Verlauf iiber die Dicke und zeigen somit noch keine Versteifung auf.

_ A 1 2 32
— A2 (— s —©
€11 11 >\+M(B,11U3 u3)
_ A 1 2 32 4.9
€20 = Aao >\+,U<—B_22ug_® ug) (4.20)

€33 = 11L3 + e (2 7?&3)

4.3.1.1 Membranspannungszustand aus Randlasten

Wird der Membranspannungszustand aus Randlasten bewirkt, so folgt aus der Rand-
bedingung S**(©% = £4) =0

Us=0 und w3 =0 (4.21)

und die Normalverzerrungen ergeben sich zu null. Mit dieser Belastungsart tritt das
PoissoN-THICKNESS-Locking auf und das Modell wird unbrauchbar.

4.3.1.2 Membranspannungszustand aus Flidchenlasten

Anders verhélt sich der Membranspannungszustand aus Flachenlasten. Aus den Rand-

bedingungen S%*(©% = 2) = 0 und S**(©° = —LZ) = p, wobei p eine konstante
Flichenlast in ©3-Richtung darstellt, folgt

1 p 1 2?2 1 131 2 pA+p) 1

_ - - d —_pAarr Z

us )\+2,u(2+2u(3>\+2u)(311 +B_22>h> und s =5 Bt 2m) h
(4.22)

und die Normalverzerrungen weisen einen linearen Verlauf in ©% iiber die Schalen-
dicke auf. Diese Belastungsart bewirkt also kein P0O1ssoN-THICKNESS-Locking.

4.3.2 Biegespannungszustand

Fiir einen reinen Biegezustand werden nur die linearen Anteile der Normalspannun-
gen beriicksichtigt. Die restlichen Anteile werden zu null gesetzt.

2 2 2 2

ui|1 = Ajn Bius und  usly = Ase B us

11L1|1 = A11 B.ll 11L3 und %L2|2 = A22 B_22 11L3 (423)
0 10 A 1 0 5 0 A 1
urlt = A1 Bius — —————A11u3 und usls = Ass B5us — Aosu
1l 11 D1 us 20+ 1) 11 U3 2|2 22 Do us 20+ 1) 22 U3
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Die Normalverzerrungen in (4.18) vereinfachen sich dann zu:

A

— . . 1 3.1 1
€11 _A1172(>\+,u)< us + ©° B us)
A
€22 = Ao 200+ 1) ( - '11L3 + @3B,22 71l3) (4.24)

€33 = 7}&3 + @32133 .
Es ergeben sich lineare Verldaufe der Normaldehnungen iiber die Dicke, die noch kein

Poi1ssoN-THICKNESS-Locking verdeutlichen.

4.3.2.1 Biegespannungszustand aus Randlasten

Mit den Randbedingungen ?33(63 = :I:%) = 0 fiir den Biegespannungszustand aus
Randlasten folgt

s =0 und s3=0 (4.25)

und die Normalverzerrungen berechnen sich zu null. Mit dieser Belastungsart tritt
das Po1ssON-THICKNESS-Locking auf und das Modell wird unbrauchbar.

4.3.2.2 Biegespannungszustand aus Flachenlasten

Bei einem Biegespannungszustand aus Flachenlasten ergibt sich aus den Randbedin-
gungen S**(0©° = £) =0 und S*(©° =-2)=p

1 p(A+u) 2 p 1 A? 1 2
= _ 2T =+ (-—-—2  (BY+B%)).
B Stz M 2(A+2u>(h 4u<3A+2u>< 1+ B%)

(4.26)

Die Normalverzerrungen verlaufen linear in ©2 iiber die Schalendicke, sodass diese
Belastungsart kein PO1SSON-THICKNESS-Locking bewirkt.

4.4 Modell 3

Der Verschiebungsvektor ist fiir dieses Modell kubisch in Dickenrichtung

0 1 2 3
Ui (VA1 U1 U1l

= lus | +©° o | +(©%) | uo | +(©°)° [ il | (4.27)
0 1 2 3

us Uus us us
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wodurch sich die Normalverzerrungen in (4.4) wie folgt berechnen:

11 = 31|1 — Ay BY 723
+@3< 1U1|1+A113 B1u3+u1|1—A11 1153)
+(@3)2(—Blu1|1+A1lB 31U3+u1|1—AllBllu3)
+(@3)3( 1U1|1+A11B Blu3+u1|1—A11 17?03)
+(©*)*( = BY |1 + A BY BY ts)

Eap = Us|n — Ass Bhus (4.28)
+ @3( — B% 7?62|2 + Aoy B BY 33 +11L2|2 — As BY, 11L3)

2
+(@3 2U2|2+A223 BQU3+U2|2—A22 2U3)

)7 (-
3( 2u2|2+A22B BQU3+U2|2—A22 2’33)

+(@)(

(

833—U3+@32 3) ( ) (SU3).

2U2|2+A223 BQU3)

4.4.1 Membranspannungszustand

Wird nur der konstante Spannungsverlauf von S*' und S?? in (4.5) mit (4.28) bertick-
sichtigt, ergeben sich die Beziehungen

3 13 3 2 3
uilt = A1 Bius und  wua|2 = Az B us

E’Jl|1 = An B.ll 733 und 52|2 = Ao B,22 53 (4.29)
1 11 3N A3 1 5 1 3N Asss
uilh = A1 B us + uz und us|ls = Ass B5 usz + U
1|1 11 by us 200+ 1) B, 3 22 22 Do U3 20+ 1) B3 3
0 1 0 A A11 2 0 2 0 A A22 2
’LL1|1 :A11 B.l U3+mB—.11U3 und U2|2 :A22 B.2’UJ3+mB—.22U3
3A A11 3 3A A22 3

_|_

+ 3
2(/\+N) B.11 B.11 e 2(>“|‘/~L) B.22 B.22u3

wodurch mit Gleichung (4.28) ein quadratischer Verlauf der Normalverzerrungen
iiber die Dicke folgt.

€1 = An A M)( 2 53+La3—@3253—(@3)2333>

2(>‘ B.ll B.ll B.ll
_ A 2 2 3 3 342 3y2 o 3 (4.30)
= A + 23— ©0%20; — :
£22 29 2()\ ,u) <322 us B22 322 us @ us (@ ) 3U3)

€33 = 11ng + @32’53 + (@3)23’33
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4.4.1.1 Membranspannungszustand aus Randlasten

Wird der Membranspannungszustand durch Randlasten erzeugt, so ergeben sich die
Beziehungen

2
U3=O

A(A+ p)(A +2p) B!y B B3 B i (431)
3(2)‘2( B.ll B.ll + B.22 B.22) + H(3>\ + 2#) B.11 B.11 B.22 B.22h2) ’

3
und us = —

und die Normalverzerrungen sind quadratisch in ©2. Das Modell weist also keine
Versteifung auf.

4.4.1.2 Membranspannungszustand aus Flidchenlasten

Bei einem Membranspannungszustand aus Flachenlasten gilt

1o 1 LS ( 1 N 1 )_3u(3>\—|—2u) 2) 2
3_20“"2#) A+wp\By B, B3 B% 2(A+p) ’
A2 1 1\1
1 - 4.32
+< +M(3/\+2N)(B.11+B.22)h>p> (4.52)
At+p) 1

2
und - us = o e o A L

sodass die Normalverzerrungen quadratisch in Dickenrichtung verlaufen. Diese Belas-
tungsart bewirkt kein PO1SSON-THICKNESS-Locking fiir das Modell 3.

4.4.2 Biegespannungszustand

Hier werden nur die linearen Anteile der Spannungen S und 5% beriicksichtigt und
es berechnen sich die folgenden Beziehungen:

1?21|1 = A11 B.ll 53 und 1?22|2 = A22 B.22 1313
72L1|1 = An B} s und 12t2|2 = Ags BY s (4.33)
1 11 3N A3 1 5 1 3\ Asss
w11 = A1 Bius + uz und us|e = Ass BS us + U
11 11 D1 us 20\ + ) BL 3 22 22 D2 u3 20\ + 1) B, 3
0 10 A 1 0 5 0 A 1
= A B - A d = Ax» B - A .
U1|1 11 D1 U3 2()\4',“) 11 U3 un U2|2 22 D 2 U3 2()\—|—,u) 22 U3

Werden diese Beziehungen in die Normalverzerrungen in (4.28) eingesetzt, so ergibt
sich ein quadratischer Verlauf iiber die Koordinate ©°.

— A 1 3,1 1 3 3 3\2 o3
= Ay —(— B — —
£11 11 S0t 1) ( us + 6 ( S us + BT us) — (©°) 3u3)
€00 = Aoo —)\ ( — ?1L3 + @3 (B22 11L3 -+ —32 1?23) — (@3)2 31323) (434)

2(A + ) B%
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€33 = %Lg + @32 12L3 + (@3)23 ’l?lg

4.4.2.1 Biegespannungszustand aus Randlasten

Aus den Randbedingungen fiir den Biegespannungszustand aus Randlasten folgt

2 AQ 1 1 1 1 2 1
= i+ ) (e )
e 4<A+u><A+2u>< BY T By \PL TR )

3 4 1

und u3z = —ﬁu;ﬁ,

(4.35)

wodurch sich der Verlauf der Normalverzerrungen quadratisch iiber ©2 ergibt. Das
Modell kann somit diesen Lastfall abbilden.

4.4.2.2 Biegespannungszustand aus Flidchenlasten

Wird der Biegespannungszustand aus Fléchenlasten verursacht, so lassen sich aus
den Randbedingungen die Beziehungen

5 _ 1
ST 2+ 2p)
2)%(3 + 2p) 1 1\ 1 A2 1 o\ 1
<(<A+u><3x+2u><3a*Bz)ﬁ‘ﬂAw)(B-l*B-?) s

(1 e (B 55)) %p> (4.36)

wmd 3, — 4 1 2AN+p) 1

T3p2® 3 (3N +2pu) 2P

bestimmen. Auch hier stellt sich ein quadratischer Verlauf der Normalverzerrungen
in ©% ein und das Modell kann den Lastfall ohne Versteifung beschreiben.

4.5 Modell (1,1,2)

Aus der allgemeinen Gleichung der Verzerrungen in (3.44) wird deutlich, dass der
Verlauf der Normaldehnungen £33 in 63 immer um einen Grad niedriger ist als der

Verlauf der Normaldehnungen £;; und €22. Da die Normaldehnung in Dickenrichtung
k41
nur von den Verschiebungskomponenten (U3) abhéngen, wird der Polynomansatz

fiir die Verschiebungskomponente us hoher gewéhlt, als der der Verschiebungskom-
ponenten u; und us. Des Weiteren werden mindestens lineare Normaldehnungen in
Dickenrichtung fiir €33 bendtigt, um die Biegespannungszusténde zu erfassen. Das



4.5 Modell (1,1,2) 83

Modell (1, 1,2) ist daher das niedrigste Modell der reduzierten Modelle und entsteht
aus dem Verschiebungsvektor

0 1
(51 Uu1 0
= [t | +©% [ | +(©)*| O |, (4.37)
0 1 733
us us

wodurch sich die Normalverzerrungen in Gleichung (4.4) zu
€11 = 81|1 — An B.11 ’83
+0°(- B} urlt + A By B us + wi |1 — A BY %03)
- (@3)2( — B} 71Ll|1 + A1 BY B} us — A1y B} 733)
+ (6% (A1 BY BY us)
Eo2 = 32|2 — Aoy B% 83 (4.38)
+0°(—- B% Usla + Azz BY B Us + tso]s — Az B 753)
+(0°)?( — B uals + Asz B B% us — Asz B t3)
+(0%)* (A22 B% B us)
£33 = us + O°(2us)
berechnen. Die Normalspannungen ergeben sich kubisch iiber die Dickenkoordinaten

e°.

4.5.1 Membranspannungszustand

Werden die linearen, quadratischen und kubischen Anteile der Spannungsverldufe
S™ und S22 zu null gesetzt, folgt

2
U3:0

L 11 1 2 1
U1|1 == A11 B.l us und UQ|2 = A22 B'Q us (439)
0 10 0 2 0

U1|1 = An Bius und U2|2 = Ao B5 us,

wodurch sich die Normalverzerrungen in (4.38) zu

€11 = 0

22 =0 (4.40)
_ 1

£33 = Us

ergeben. Die Normalverzerrungen der Schalenmittelfliche sollten mindestens kon-
stant iiber die Dicke verlaufen und zeigen daher das Po0OI1SSON-THICKNESS-Locking
dieses Modells auf.
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4.5.2 Biegespannungszustand

Fiir einen reinen Biegezustand werden die konstanten, quadratischen und kubischen

Anteile der Spannungsverliufe S'* und S?? zu null gesetzt und es resultieren die
Beziehungen

2

us = 0
1 11 1 2 1
uil1 = A1 Bius und  us|e = Az B5us (4.41)
0 10 A 1 0 5 0 A 1
Uit = A1 Bius — ——Anius und wugle = A Bous — —— Ao us.
1)1 11 53 us3 20+ 1) 11 U3 2|2 22 Do U3 20+ 1) 22 U3
Die Normalverzerrungen in (4.38) vereinfachen sich dadurch zu:
B = A (s + ©°BY bs)
11 112()\_'_'“) 3 1u3
A
€22 = A22m( — ’L1L3 + ©°B3, 'zng) (4.42)
_ 1
£33 = usg .

Das Po1ssON-THICKNESS-Locking wird hier fiir die Normalverzerrung in Dickenrich-
tung deutlich, da diese keinen linearen Anteil in ©3 enthélt.

Dieses Modell ist nicht geeignet zur Verwendung eines dreidimensionalen Material-
modells. Werden jedoch die quadratischen und kubischen Anteile der Verzerrungs-
verlaufe iiber die Dicke in (4.38) vernachldssigt, so kann gezeigt werden, dass das
Modell alle Spannungszustinde mit den entsprechenden Belastungen abbilden kann.
Das so entstandende Modell (1, 1,2) mit linearen Verzerrungen in ©° ist vergleichbar
mit dem 7-Parameter-Modell von BUCHTER und RAMM in [24]. Fiir grole Forménde-
rungen wurde das Modell (1,1,2) erfolgreich von SANSOUR in [78] verwendet.

Diese Reduktion der Verzerrungen ist willkiirlich gewahlt, da sie mathematisch nicht
begriindbar ist. Sie bewirkt eine Verdnderung der polynomialen Beschreibung der
Kinematik in Dickenrichtung. Eine bessere Moglichkeit wére die polynomiale Be-
schreibung des Verschiebungsvektors in Dickenrichtung nicht auf Monomen, sondern
auf LEGENDRE-Polynomen oder besser auf hierarchischen Ansatzfunktionen aufzu-
bauen.

4.6 Modell (2,2,3)

Die Komponenten des Verschiebungsvektors des néchst hoheren Modells (2, 2, 3) lau-
ten

0 1 2
U1 Ul U1 0
= |{ay| +©° || +(©°) | ax | +(©°)° [ 0], (4.43)

us us us
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wodurch die Normalverzerrungen in (4.4) wie folgt definiert sind:

€11 = ’10L1|1 — A1 BY ’83
+@3( 1u1|1+AuB 31U3+U1|1—A11 1%03)
+(@3)2(—B1u1|1—|—AllB 31U3+U1|1—A11B.11U3)
+(@3)3( 1u1|1+A11B BY s — A B 17?03)
+(0%)* (A1 BY, BY uis)

Eog = ’82|2 — Ay BY ’33 (4.44)

+ @3( — B% ?32|2 + Asy B B ?(?03 +%02|2 — Ag BY %03)

+(@3 2( 2U2|2+A223 BQU3+U2|2—A22 2733)

3( 2u2|2+A22B B2u3_A22 2’33)
+(@ (
(

B33 = us + O°(23) + (0°)%(31s).

AQ B B2’LL3>

Die Normalspannungen werden mit Gleichung (4.5) und (4.44) durch ein Polynom
vierten Grades iiber die Dickenkoordinate ©> beschrieben.

4.6.1 Membranspannungszustand

Fiir den Membranspannungszustand ergeben sich die Beziehungen

3
U3:0

2 1 2 2 2 2
ui|t = A1 Bius und  us|a = Az B5us

il = A Blids und ol = As B% b (4:45)
U1|1—A11 183+/\‘)|\'M2_§53 und 32|2=A2QB.2233+ﬁ/\M2—%2221213
und die Normalverzerrungen in (4.44) berechnen sich zu:
€11 = An )\i (Bil?a:s ~- e’ 12t3)
Eo2 = Aao )\i (B%{ig ok 12L3> (4.46)

_ 1 3
€33 = u3z + O QU3.

Der Verlauf der Normalverzerrungen weist an dieser Stelle noch keinen Versteifungs-
effekt auf.
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4.6.1.1 Membranspannungszustand aus Randlasten

Resultiert der Membranspannungszustand aus aufgebrachten Randlasten, so gilt

Us=0 und u3=0 (4.47)

und die Normalverzerrungen ergeben sich iiber die gesamte Dicke der Schale zu null.
Das Po1ssoON-THICKNESS-Locking ist also in diesem Modell noch vorhanden.

4.6.1.2 Membranspannungszustand aus Flidchenlasten

Bei einem Membranspannungszustand aus Flachenlasten ergeben sich die Beding-
ungen

hy == AQ H(gr+5r) +1
T2+ 2 \uBr+2u) h\BY " B} P
2 A p

1
d fig=-—_TH =
e s = e Ba 20 Y

(4.48)

und die Normalverzerrungen verlaufen linear iiber die Koordinate ©2. Fiir diese Be-
lastungsart ist das Modell frei von Versteifungen.

4.6.2 Biegespannungszustand

Fiir einen reinen Biegespannungszustand werden alle aufler die linearen Anteile der

Spannungsverldufe S'' und S?? zu null gesetzt und es ergeben sich die Beziehungen

3

us = 0
72“|1 = A B.ll 1263 und 1262|2 = Ao B_22 53 (4.49)
?1L1|1 = A, BY us und ’11LQ|2 = Ay B, Us
0 10 A 1 0 5 0 A 1
uilr = A1 Bius — ——Ain1us und wuglp = A Bous — ——Axpus.
1)1 Bty = ATy A s 2|2 2 B2ty — 5 A tis
Die Normalverzerrungen in (4.44) vereinfachen sich damit zu:
g11 = All#( — U3 + ©°B! ?1L3)
20\ + 1) !
- A ! 52 L 4.50
= Ay —F—(— e°B (4.50)
€22 222()\ ) ( uz + 2 Us)

_ 1 3~ 2
€33 = u3z + O 2us

und weisen noch kein P0O1SSON-THICKNESS-Locking auf.



4.7 Modell (3,3,4) 87

4.6.2.1 Biegespannungszustand aus Randlasten

Treten bei einem Biegespannungszustand nur Randlasten auf, so ergibt sich aus den
Randbedingungen des Spannungsverlaufes S3°

u3=0 und uz=0 (4.51)
und die Normalverzerrungen in (4.44) berechnen sich zu null, wodurch das POI1SSON-
THICKNESS-Locking des Modells sichtbar wird.

4.6.2.2 Biegespannungszustand aus Flidchenlasten

Wird der Biegespannungszustand aus Flachenlasten bewirkt, so folgen aus den Rand-
bedingungen die Beziehungen

2 1 )\2 1 2 1
s 2(A+2p)(4u(3>\+2u)( 1t By) + h)p (452)
und ds = — 2 FH
20 (3N +2p)

und die Normalverzerrungen verlaufen linear iiber die Dickenkoordinate ©°.

Das Modell ist durch das auftretende PO1SSON-THICKNESS-Locking nicht geeignet ein
dreidimensionales Materialmodell zu beriicksichtigen. Werden jedoch die Verzerrun-
gen auf einen maximal kubischen Verlauf in ©2 reduziert, so tritt bei diesem Modell
kein POI1SSON-THICKNESS-Locking mehr auf.

Wie im vorherigen Abschnitt angesprochen ist diese Reduktion des Verzerrungs-
tensors nicht erwiinscht, da sie einen willkiirlichen und physikalisch unbegriindeten
Eingriff in die Kinematik der hierarchischen Schalenmodelle darstellt.

4.7 Modell (3,3,4)

Der Verschiebungsvektor des Modells (3, 3,4) lautet

0 1 2 3
Ui U1 u1l U1 0
=]+ i |+© |2, | +© i, | +©>* 0 (4.53)
0 1 2 3 {423
Uu3 us U3 U3

und enthélt einen kubischen Verlauf der Mittelflichenverschiebungen in Dickenrich-
tung und eine Dickenverschiebung vierten Grades in ©3.
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Daraus berechnen sich die Verzerrungen in Gleichung (4.4) zu

— 0 1 0
€11 = U1|1 — A1 B us

+ 93( — B} 721|1 + Ay B4 BY ’10L3 +’11Ll|1 — A1 BY ’11L3)
+(@3 ( 1u1|1+A11B Blu3+u1|1—A11 1U3)
+(@3 ( 1U1|1+A11B B1U3+u1|1—A11 153)
(- 1U1|1 + A BY Bl us — Ay B ’LL3)
+(@3) (A1 B, B} 733)
Eop = 7?&2|2 — Asy B% Us (4.54)
+0°(—B% 82|2 + Ass BL B us + ’11L2|2 — A2 BY, ’11L3)
+(®3

2
2U2|2+A223 BQU3+U2|2 — A B 2U3)

3
)? 2U2|2+A22B B2U3+U2|2_A22 2U3)

)7 (-
(-
4( 2’LL2|2+A22B BQU3_A22 22’33)
+(®) (AQ B Bqu,)
(

£33 = us + ©°(2u3) + (0%)*(31s) + (0°)* (41

U3) .

4.7.1 Membranspannungszustand

Werden nur die konstanten Anteile der Spannungsverliufe S'' und S?? in ©? beriick-
sichtigt, ergeben sich die Beziehungen

4

us = 0
U1|1 =Au B .1 fbs und 1?22|2 = Az B,22 1313
u1|1 — Ay BYws und 12LQ|2 = Agy B i (4.55)
1 11 3N A3 1 5 1 3\ Aoos
Ul‘l 11 '1US+2(>\—|—/L) B.11U3 un U2|2 22 .2u3+2()\+u) BQQU3
A A A A
84|1 = A B.11 83 + — T Blll 23 und &2|2 = A2 B 22 33 + )\+MB—22253
2
+ 3)\ A11 1:’1 + 3)\ A22 132
2(A+u) BY BY ’ 2(A +p) B% B% 3,

wodurch sich ein quadratischer Verlauf der Normalverzerrungen aus (4.54) iiber die
Dicke ergibt. Dieser ist gleich mit den Normalverzerrungen des Modells 3 in 4.4.1. Da
dort durch Randlasten bzw. Flachenlasten kein POI1SSON-THICKNESS-Locking aufge-
treten ist, wird dieses Modell auch frei von Versteifungen bei membrandominierten
Schalen sein.
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4.7.2 Biegespannungszustand

Hier werden nur die linearen Anteile der Spannungen S*' und S?? beriicksichtigt und
es berechnen sich die folgenden Beziehungen:

4
U3:0

3 1 3 3 2 3
U1|1 :AH B_1U3 und UQ|2=A22 B_Q’LL3

731|1 = A1 BY fi3 und 72LQ|2 = Ass B s (4.56)
1 11 3N A3 1 5 1 3\ Asss
w11 11 Bjus+ 30+ ) B uz und u2l2 22 By us + 300+ 1) B us3
A A
31|1 = Ay BY 133 — mAn ?1Ls und 32|2 = Asy B 7?03 — mAQQ 753 .

Nach Einsetzen dieser Beziehungen in die Normalverzerrungen in (4.54) ergeben sich
die gleichen Verzerrungsverldufe wie in Abschnitt 4.4.2. Da bei dem Modell 3 keine
Versteifungen durch einen Biegespannungszustand aus Randlasten bzw. Flachenla-
sten entstanden ist, wird auch das Modell (3, 3,4) kein P0o1SSON-THICKNESS-Locking
aufweisen. Das Modell kann also alle Spannungszustdnde ohne Versteifungen mit
einem dreidimensionalen Materialverhalten abbilden.

4.8 Ergebnisse

In diesem Abschnitt wurde das PoOI1ssoON-THICKNESS-Locking fiir zwei Modelltypen
der hierarchischen Schalenmodelle untersucht. Die folgende Tabelle zeigt den Poly-
nomgrad der Normalverzerrungen in Dickenrichtung der untersuchten Modelle, der
sich bei einem Membran- und Biegespannungszustand einstellt. An dieser Stelle wur-
den noch nicht die Randbedingungen aus den zwei Lastféllen Rand- und Flachenla-
sten beriicksichtigt.

Membranspannungszustand Biegespannungszustand
Modell _ _ _ _ _ _
€11 €22 €33 €11 €22 €33
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 konst. lin. lin. konst.
2 lin. lin. lin. lin. lin. lin.
3 quad. quad. quad. quad. quad. quad.
(1,1,2) 0 0 konst. lin. lin. konst.
(2,2,3) lin. lin. lin. lin. lin. lin.
(3,3,4) quad. quad. quad. quad. | quad. | quad.

Tab. 4.1: Polynomgrad der Normalverzerrungen in Dickenrichtung fiir Membran- und Bie-
gespannungszustand

Wie in der Einfithrung dieses Abschnittes erwdhnt, miissen sich die Normalverzer-
rungsverldufe bei einem Membranspannungszustand mindestens konstant und bei
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einem Biegespannungszustand mindestens linear iiber die Dicke der Schale ergeben.
Kann dieser Verlauf der Verzerrungen von dem gewiahlten Modell nicht abgebildet
werden, weist dieses Modell eine Versteifung, das sogenannte POISSON-THICKNESS-
Locking, auf. In Tabelle 4.1 wird deutlich, dass die Modelle 2 und (2,2, 3) als Erste
diese Bedingungen erfiillen. Sie und alle néchst hoheren Modelle sind nach diesem
Kriterium frei vom PoOISSON-THICKNESS-Locking-Effekt.

Jedoch ist in dieser Deutung der Ergebnisse noch nicht beriicksichtigt worden, wel-

che Randbedingungen der Spannungsverlauf S** an der Ober- und Unterseite der
Schale erfiillen muss, um einen solchen Spannungszustand zu reproduzieren. Diese
Randbedingungen werden durch den Lastfall Rand- und Flédchenlasten gesetzt. Die
Ergebnisse der einzelnen Modelle fiir die verschiedenen Lastfille werden in der fol-
genden Tabelle zusammengefasst.

Membranspannungszustand aus | Biegespannungszustand aus
Modell Randlasten ‘ Flachenlasten Randlasten ‘ Flachenlasten
0 vorh. vorh. vorh. vorh.
1 vorh. vorh. vorh. vorh.
2 vorh. nicht vorh. vorh. nicht vorh.
3 nicht vorh. nicht vorh. nicht vorh. nicht vorh.
(1,1,2) vorh. vorh. vorh. vorh.
(2,2,3) vorh. nicht vorh. vorh. nicht vorh.
(3,3,4) || nicht vorh. nicht vorh. nicht vorh. nicht vorh.

Tab. 4.2: PoissON-THICKNESsS-Locking der untersuchten Modelle

Aus dem Verhalten der Modelle 2 und (2,2,3) in Tabelle 4.2 ist ersichtlich, dass
die Abbildung eines Membran- oder Biegespannungszustand aus Randlasten die
groBten Probleme bereitet. Werden also die Randbedingungen der Normalspannung
in Dickenrichtung mit beriicksichtigt, tritt bei diesen Modellen eine Versteifung auf,
wihrend ein Membran- oder Biegespannungszustand aus Flidchenlasten schon gut
abgebildet werden kann. Des Weiteren ist ersichtlich, dass die vollstdndigen Modelle
das Po1ssON-THICKNESS-Locking ab dem Modell 3 vollkommen iiberwunden haben
und die reduzierten ab dem Modell (3, 3,4).

Anzumerken ist, dass der Verschiebungsvektor des reduzierten Modells (3, 3,4) eine
zu approximierende Verschiebungskomponente mehr als der Verschiebungsvektor des
vollstandigen Modells 3 enthélt. Durch die Reduktion des Modells kénnen keine Frei-
heitsgrade eingespart werden, da beide Modelle das gleiche Ergebnis erzielen. Bei dem
hier getesteten hierarchischen Schalenmodell ist die Reduktion der Komponenten der
Direktoren also iiberfliissig.
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5 Finite-Element Methode

Aus der allgemeinen Kontinuumsmechanik ist die starke Form des Randwertproble-
mes in den Gleichungen (2.135) bis (2.138) gegeben. In den meisten Féllen ldsst sich
dieses Problem nicht analytisch 16sen. Nur fiir sehr einfache Systeme und entspre-
chend gewéhlte Vereinfachungen des dreidimensionalen Verhaltens kénnen analyti-
sche Losungen gefunden werden. Sollen komplexere Probleme gel6st werden, wird ein
Variationsprinzip und eine entsprechende numerische Methode gew&hlt, mit denen
das vorliegende Randwertproblem gelost werden kann.

Fiir diese Arbeit wird das Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir hierarchische
Schalenmodelle verwendet. Das entsprechende Variationsprinzip in Gleichung (3.77)
wird mit der Finite-Element Methode gelost. Sie stellt eine Aufbereitung dieser
Gleichung dar, die eine numerische und computergestiitzte Losung des Problems
ermoglicht. Das Berechnungsgebiet wird in eine beliebige Anzahl von Finite-Elemen-
ten diskretisiert. Uber jedes Element werden die Verschiebungen durch gewihlte An-
satzfunktionen approximiert und die Geometrie mit einer Abbildungsfunktion darge-
stellt. Die Wahl der Elementanzahl, der Ansatzfunktionen und der Abbildungsfunk-
tion bestimmt die Giite des Ergebnisses.

Die Finite-Element Methode kann in drei Gruppen unterteilt werden: die h-Version,
die p-Version und die hp-Version, wobei die hp-Version der Finite-Element Metho-
de eine Kombination aus h- und p-Version darstellt und von ihrer Methodik zur
p-Methode gezahlt werden kann. Bei der h-Version werden die Verschiebungen iiber
das Element meist mit linearen oder quadratischen Funktionen angenéhert. Die Ab-
bildung der Geometrie wird fiir isoparametrische Elemente mit den gleichen Funk-
tionen definiert. Aufgrund der niedrigen Approximation der Verschiebungen und der
Geometrie ist die Abmessung der Elemente klein. Eine Konvergenz der Lésung wird
durch eine Verfeinerung des Finite-Element Netzes erzielt.

Die p-Version der Finite-Element Methode verwendet einen beliebigen Polynom-
grad fiir die Approximation der Verschiebungen. Die Geometrie wird exakt mit
der Blending-Function-Methode beschrieben. Durch die genauere Approximation der
Verschiebungen und der Abbildung der Geometrie kénnen die Elemente sehr viel
grofler gewahlt werden als bei der h-Methode. Eine Konvergenz der Losung wird
durch die sukzessive Erhohung des Polynomgrades auf einem bestehenden Netz er-
reicht. Eine zeitaufwendige Neuvernetzung ist bei dieser Methode nicht notwendig.
Sie beinhaltet aber eine a priori Fehlerschétzung, um Singularitdten und Randstérun-
gen der Losung, sogenannte Layerbereiche, mit einer hp-Verfeinerung aufzulésen, so-
dass eine optimale Konvergenz der Losung erzielt werden kann. Eine Verbindung
beider Vorgehensweisen stellt die hp-Version der Finite-Element Methode dar. Hier
wird das Netz verfeinert und der Polynomgrad erhéht.

Konvergenzstudien der h-, p- und hp-Methode haben gezeigt, dass der relative Fehler
in der Energienorm bei glatten Losungen und einer gleichméfligen Netzverfeinerung



92 5 Finite-Element Methode

bei der p-Methode exponentiell und bei der h-Methode algebraisch und erheblich
langsamer fillt [7, 94, 96, 80]. Mit der p-Version der Finite-Element Methode kann
sogar bei Singularitdten im Berechnungsgebiet eine exponentielle Konvergenz erzielt
werden, wenn das FE-Netz eine hp-Verfeinerung in diesem Bereich enthilt [92, 96].
Durch das bessere Konvergenzverhalten und den gegebenen Kontrollmechanismus bei
steigendem Polynomgrad wird die p-Version der Finite-Element Methode gewé&hlt,
um den in der Einleitung in Abbildung 1.1 beschriebenen Prozess der Losungsfindung
zu kontrollieren und den Fehler in der Berechnung zu minimieren.

In diesem Abschnitt wird zunéchst das in Gleichung (3.77) aufgestellte Variations-
prinzip fiir hierarchische Schalenmodelle in eine Matrizenschreibweise umgeformt.
Danach werden die Diskretisierung der Finite-Element Methode, der gew&hlte Finite-
Element Ansatz und die Abbildungsfunktion eines Schalenelementes ebenso wie eine
mogliche Anbindung an ein CAD-Programm erldutert.

5.1 Matrixformulierung des Prinzips der virtuellen Verschiebun-
gen

5.1.1 Verschiebungsvektor

Der Verschiebungsvektor u in Gleichung (3.27) bezieht sich auf die Basen der Scha-
lenmittelflache und ist in kontravarianten Komponenten definiert. Diese werden in
dem Verschiebungsvektor [u] zusammengefasst, der sich aus der Matrix [N,], die
den Polynomansatz iiber die Koordinate ©% in Dickenrichtung beinhaltet, und dem

Vektor [u"™], der die Komponenten der Direktoren des Modells nk zusammenfasst,
k
berechnet. Jeder Vektor [u] enthélt die drei kovarianten Verschiebungskomponenten

k
des Direktors u.

o] = [N - ") 3
_ 0 1 nk ) [1%1]
(N N - &) |
[ﬁ{] (5.1)
K (©%)* 0 0 k t
mit [NJ=[ 0 (@) 0 , [ul = | 4,
0 0 (0% L

5.1.2 Verzerrungsvektor

Der lineare Verzerrungstensor € in Gleichung (3.44) bezogen auf die Mittelfliche ist
in kovarianten Komponenten definiert, die im Vektor [€] zusammengefasst werden.
Da der Verzerrungstensor symmetrisch ist enthé&lt der entsprechende Vektor sechs
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Eintrage. Zu beachten ist hier, dass die Schubverzerrungen mit zwei multipliziert
werden. Die entsprechenden Stellen in der Materialmatrix werden mit einhalb mul-
tipliziert, sodass sichergestellt ist, dass die Schubanteile in der Deformationsenergie
doppelt beriicksichtigt werden. Der Vektor der Verzerrungen kann ebenfalls in eine
Matrix [Nz], die den Polynomansatz iiber die Dicke beschreibt, und in einen hierar-

k

chischen Verzerrungsvektor [£"™] aufgeteilt werden. Die Verzerrungsvektoren [g] im

hierarchischen Verzerrungsvektor sind von 0

bis nk + 1 definiert.
T

€] = (511 €22 €33 2Z12 2E13 2523)
] = [N&] - [g"*™]
g
€]
0 1 nk (nk+1) . .
- ([NE] [Ne] [Ne]  [Ng] ) ' . it
( Eﬂn
\ [2]
(©3)F 0 0 0 0 0
0 (©% 0 0 0 0
.| o 0o (©) 0 0 0 X
Nl =1 0 0 (@) 0 0 (€]
0 0 0 0 (&) 0
0 0 0 0 0 (6%F

—

M3 M O x
[\
[\

w
w

—_
—

[N}
M| =
—_
[\S)

k
2213
k
2€93

(5.2)

Durch Umformen von Gleichung (3.44) ergibt sich fiir den hierarchischen Verzer-
rungsvektor ["*™] der Operator [L], der auf den hierarchischen Verschiebungsvektor

[u"*™] angewendet wird.

"™ =[] - [u"*™"]
L) (L (o
[L1] [1;2] [1;3]
[0] [Li] [Lo]

mit [L]= | :

[0] [0]
[0]  [0]
[0] [0]

0] 0]
[(2)] O]
[Ls] 0]
(nk—1) (nk-1) (nk-1)
[L1] [Li] [LE]
0] [Li]  [Le]

(nk+1)
0] 0] [L1]

(5.3)



94

5 Finite-Element Methode

(B.ll I'i, + B3 F%l)

(B.ll ' + B3 F%l)

(BY B11 + B3 B12)

—BY d6! —B? de!
(B5T1y + B%T3) (B3T3, + B%T'3,) (BY%B21 4+ B%B22)
—B, de? —B% de?
Kk 0 0 0
L] = 1 2\ 1l 1 2\ 2 g
((3.1 + B5) o ((B.l + B5) I,
+BL T, + B3T3,)  +BLT3, + B3T3,) 2 (BhLhBi + B%Bio)
—-B,%,de' — B, de? —B%4de!' - B3 d62
0 0 0
0 0
(5.4)
de! — 14, - —B1; 0 0 0
T, de? —T3, —Ba 0 0 0
[f]__ 0 0 0 [ﬁ]__ 0 0 (1+k)
A7de? —aork, de' —2r?2, —2B, | VT 0 0 0
(1-kKBY @1-k)B%  do! (1+k) 0 0
(1-k)BS, (1-k)B3% de? 0 (1+k) 0

Der Operator [L] setzt sich aus den hierarchischen Operatoren [L] zusammen, die

k k k
sich in drei Teiloperatoren [Li|, [L2| und [Lgs| aufspalten lassen. Die hierarchischen
Teiloperatoren beriicksichtigen die CHRISTOFFEL-Symbole in (3.11) der kovarianten
Ableitungen, die in Gleichung (3.44) verwendet wurden. Die so entstandenen partiel-
len Ableitungen der Komponenten des Verschiebungsvektors [u"*™] werden mit d©*
und dO©? gekennzeichnet.

5.1.3 Materialmatrix

Der linear-elastische Materialtensor C, der in Gleichung (3.64) mit (3.65) definiert
ist, reduziert sich mit der Symmetrie des Spannungs- und des Dehnungstensors und
der Existenz einer elastischen Potentialfunktion von 81 auf 21 unabhéngige Kompo-
nenten [13], die in der Matrix [C] enthalten sind. Diese Matrix wird in eine Material-
matrix bezogen auf die Materialbasen E; und in eine Transformationsmatrix, die die
Materialbasen E; in die kovarianten Basen A, abbildet, aufgespalten. Werden nur
orthonormale Materialbasen beriicksichtigt, so enthilt die Materialmatrix [C.] nur

noch neun unabhingige Komponenten. Die orthonormalen Materialbasen sind in der
Abbildung 5.1 definiert.

In dieser Arbeit wird ein isotropes Materialverhalten betrachtet, bei dem die Kom-
ponenten der Matrix [C, | durch die zwei unabhéngigen Materialkennwerte A und pu
beschrieben werden konnen.
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Abb. 5.1: Orthonormale Materialbasen

[C] = [T¢]" - [C1] - [Tg]  mit

A 20 A A0 0 0
A A+24 A 0 0 0
_ A A A+2u 0 0 0
C.]= 0 0 0 po 0 0 (5:5)
0 0 0 0 rpu O
0 0 0 0 0 kup
2 .
% A??sin? o 0 Tl\j%l = 0 0
2
—A%Qz A%2 cos? o 0 TQ\;OZS < 0 0
0 0 1 0 0 0
[T(_:] — 2Ty Ty 9 A22 . 0 T7 cos a+T5 sin « 0 0
L sin « cos a T
0 0 0 0 o VAZsina
K 0 0 0 0 ﬁ vV A?2 cos a

mit 71 = VA AYsina + cosa , Ty = VA A% cosa — sina

Die letzten drei Eintriige auf der Hauptdiagonalen der Matrix [C ] sind mit einhalb
multipliziert, da die Schubanteile im Dehnungsvektor doppelt beriicksichtigt sind.
Der Schubkorrekturfaktor s ndhert den Schubspannungsverlauf iiber die Dicke der
Schale, der sich durch das gewahlte Modell ergibt, einem parabelféormigen Verlauf an.
Mit Modell 1 ergibt sich ein konstanter Verlauf der Schubspannungen iiber die Dicke
und mit Modell 2 ein linearer. Alle hoheren Modelle kbnnen mindestens einen qua-
dratischen Schubspannungsverlauf iiber die Dicke abbilden, wodurch der Schubkor-
rekturfaktor x iiberfliissig wird. Nach dem Handbuch des Programmes STRESSCHECK
[36] und einer Verdffentlichung von YOSIBASH [101] ist der Schubkorrekturfaktor fiir
hierarchische Modelle auch von der Querdehnungszahl v abhéngig. Dieser Einfluss
wird in dieser Arbeit vernachléssigt.

5 0<nk<2
k=46 =M= (5.6)
1 3<nk
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Durch die Definition der Materialbasen E; mit Hilfe des Winkels o kann ein orthotro-
pes, linear-elastisches Materialverhalten in der Matrix [C ] beriicksichtigt werden.
Bei Schalenkonstruktionen tritt hédufig eine Transversalisotropie auf, die ein unter-
schiedliches Materialverhalten in Dickenrichtung zu den zwei Mittelflachenrichtungen
beschreibt. Anwendung findet diese im Flugzeugbau, bei Faserkunststoffen und bei
neuen Glasentwicklungen. Der hierfiir bendtigte Aufbau der Materialmatrix [C ]
kann dem Buch von GREEN und ZERNA [44] entnommen werden. Die Beschreibung
der Matrixeintrage durch die verschiedenen Elastizitdtsmoduli und Querkontrakti-
onszahlen finden sich in JONES [53].
Durch die Integration der virtuellen Forménderungsenergie iiber die Dicke der Schale
k+1
ergibt sich in Gleichung (3.78) der Tensor der integrierten Schalensteifigkeit C .
Dieser wird mit der hierarchischen Materialmatrix [@hsm] beschrieben, die den in
Gleichung (3.56) definierten Faktor f(i) und die Materialmatrix [C] in Gleichung
(5.5) beinhaltet.

O W - Skt €
o e @ F(nk +2) [C]
") = : ) (5.7)
fok+1) € fok+2) € f@0k+1) €

5.1.4 Spannungsvektor

Die sechs unabhéngigen kontravarianten Komponenten des Spannungstensors S in
(3.58) bezogen auf die Mittelfldche sind in dem Spannungsvektor [S] enthalten.

T
[S]:<§11 g22 g3 gl2 I3 §23> (5.8)

Fiir ein linear-elastisches Materialverhalten kann der Spannungsvektor, analog zum
Verzerrungsvektor [€], als Polynom iiber die Dicke in die Matrix [Ng] und den hier-

archischen Spannungsvektor [§hsm] aufgeteilt werden.

S] = [N&] - [8""]

o %11
5] X2
5) ;
0 1 nk  (nk+1) , .k g33 | (5.9)
— ([Ng] [Ng] -+ [Ng [NJ;_] ) . n:k mit [S] = % .
S X1
(nk_—l—l) S
[S] k
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Der hierarchische Spannungsvektor [§hsm] lasst sich aus dem hierarchischen Deh-

nungsvektor ["*™] und dem Materialtensor [CS "] berechnen.

5" = €8] - £
C] [g] - [0]
mit [Cs "] = [?] C] 0] (5.10)
[0] [o] [C]

5.1.5 Lastvektoren

Kk

Die Lastvektoren T aus Oberflichen- und T® aus Randlasten in Gleichung (3.49)

und (3.53) und der Lastvektor K aus Volumenlast in Gleichung (3.57) werden auf
k

die kontravarianten Basen bezogen, sodass in den Lastvektoren [T?], [T“] und [K]
kovariante Komponenten stehen.

[TS] _ (T31 T32 3 3)T
T = (75@1 a2 ji“ag)T (5.11)
K] = (K' K? K%)"

Um die Faktoren f(i) und fo(i) in Gleichung (3.77) zu beriicksichtigen, werden die
Matrizen [f], [fr] und [fo] definiert.

[f] = ([}] [ch] [r?]) mit - |f] = 8 f(ok) f(ok)
=G th - T -
1 . | " fo(k) 0 0

o) =(fo) 1o} - Thol) it Uel={ 0 Jalh ot

5.1.6 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Aus der Definition aller benétigten Matrizen und Vektoren ergibt sich das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen in Gleichung (3.77) zu:

W +6A=0 (5.13)

mit 5W:///5[E]T-[§] detZ d©° VA d6'd©? (5.14)

o2e0le3
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und 5A://p0 S[u™™" - [f]" - [K] VA de'de?

+ S[u*™" - [fo]” - [T VA d©'de” (5.15)
/1

4 St (7 T+ [f)T - [T) VAT VA S s K
g

Die virtuelle Forméanderungsenergie ldsst sich fiir ein elastisches Materialgesetz nach
Gleichung (3.78) zu

—~hsm

W = ST L€ [L] - [u"* ™ VA de'de? (5.16)
1

und fiir ein inelastisches Materialgesetz nach Gleichung (3.79) zu

SW = //5[uhsm]T L7 (/[N;]T ] deiZz d0°) VA 40'd0*  (5.17)

definieren.

5.2 Die Finite-Element-Approximation

Das Berechnungsgebiet Ao, das die Mittelfliche der Schale beschreibt, wird in eine
Summe von beliebig vielen, viereckigen Elementen unterteilt. Diese sind abhéngig
vom Standardkoordinatensystem ©' = ¢, ©* = 5 und ©°® = %C im Bereich Qf, =
{&n—-1<¢<1,-1<n<1}und {¢|] —1 < ¢ < 1}. Das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen ldsst sich nun in einer Summe iiber alle Teilbereiche von e = 1 bis
ne darstellen.

W (Ao, () = 0A(Ao)

i oW (2, C) = i SA(QE,) (5.18)
e=1 o—1

An dieser Stelle tritt noch kein Approximationsfehler auf.

5.2.1 Approximation der Verschiebungen

k
Fiir die Finite-Element Methode werden die Vektoren [u], die die kovarianten Ver-

Kk
schiebungskomponenten der Direktoren u beinhalten, durch die Methode von GALER-
KIN iiber eine Summe von Funktionen multipliziert mit den gesuchten Koeffizienten
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angenéhert. Bei der Finite-Element Methode werden als Funktionen die Standardan-
satzfunktionen N, (&,n) gewihlt, sodass die Berechnung besser schematisiert werden
kann.

nans

S [Na- b7

k
K Nn(§,m) 0 0 . I:f (5.19)
3

Der Vektor [b"] enthélt die lokalen Koeffizienten der n-ten zweidimensionalen Stan-
dardansatzfunktion N, (&, n). Da sich die Verschiebungskomponenten und somit auch
die gesuchten Koeffizienten auf das Standardkoordinatensystem beziehen, miissen
diese erst in das globale Koordinatensystem transformiert werden, um eine spétere
Assemblierung der Gesamtsteifigkeitsmatrix zu ermdoglichen. Dieses Problem wird in
Abbildung 5.2 veranschaulicht, in der die lokalen Richtungen zweier Elemente entge-
gengesetzt definiert sind.

i1

Y1
Abb. 5.2: Lokales Standardkoordinatensystem zweier Elemente

k
Die Vektoren [a"], die die globalen Koeffizienten bezogen auf die Basen i; beinhalten,

werden definiert und mit Hilfe der Matrix [A] in das Standardkoordinatensystem
transformiert.

k nans k k nans k k
]~ > [N [ =\ > [N, [a"]
n=1 n=1
AV APEn APEn\ . (& (5:20)
mit (Al = | AV () AP n) APEn) |, "] = |4z
AV AP En) AV () a3

Die Transformationsmatrix [A] enthélt die Komponenten (i) der kovarianten Basen
A ; und ist abhéngig vom Standardkoordinatensystem &,7. Es ist zu beachten, dass
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bei der Berechnung der partiellen Ableitungen der Direktoren die Produktregel ver-
wendet werden muss und so ein erweiterter Operator [L] entsteht.

Der Verschiebungsvektor des hierarchischen Schalenmodells berechnet sich aus der
Approximation der einzelnen Direktoren zu:

nans

" & [T]- Y [Na]-[a"] = [T] - [N] - [a]

mit  [N] = ([N1] [No]

Nunans])
A o] - [0 N
S R ) B
: - : (5.21)
0] o] A janem]
N o e [ ")
| 0 N 0] |
o [0 N, "]

5.2.2 L-Operator fiir globale Verschiebungskoeffizienten

In dem [L] Operator in (5.3) mit (5.4) stehen die partiellen Ableitungen der Kompo-
nenten des hierarchischen Verschiebungsvektors [u™*]. Um diese zu berechnen muss
wie oben angemerkt die Produktregel angewendet werden. Das Ergebnis beziiglich
der globalen Koeffizienten und Standardansatzfunktionen wird in dem neuen Opera-
tor [L"*™] definiert, der die partiellen Ableitungen der Ansatzfunktionen mit d¢ und
dn beziiglich des Standardkoordinatensystems beinhaltet.

"] = (L) "™ ~ (L] - ([T] - [N] - [a]) = [L"""] - [N] - [a]
0 0 [0] \

[Lé’lsm] [L’é‘lsm] [(1)] [0]
[L7°"] [L’z;sm] [L’§:m] [(2)] e [0]
) [(?] [Ly*™]  [Lg*™]  [Ls®™] [?] (5.22)
[L*"] = K :
(nk—1)  (nk—-1) (nk-1)
[0] [0] [L"] [L’f}im] [L’:%im]
[0] [0] s [0] [LE"] L5
K (nk+1)
[0] [0] [0] [0]  [Ly*™]
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0
0

up [ Svha+ vhda 1-

W Vel + Vad 1=

[ (v (2a + )+

(@ <l + (o) G-
A%«\ﬁm@m .+ Lg) et
oV (CLa(%g + Ya)+
1%+ 1%d)+
eV (EI(%g + 1g)+
it +11%d) |

0

ip | (SVed + oVad |-
ﬁ Aw%v\ mmm + mmwv\ mmvl
AmMM\ANNMNNm l_l NHm Nﬂm.vl_l
oV (E1%g +51549)+
Amwﬂ\ﬁmmrﬁ Nmm |_| NWrH Nﬂm.v _

W[ SV + gvhid 1=
ﬁ Awmwv\ Hm.m + WWT mmvl
&V (EaLg + g Ya)+
V(I g+ ata)+
Amwﬁ\mmwrﬁ Hmm l_l HW,H Hﬂm.v _

0
0

p | A%vlm.m T Amﬁ\m J-
W[ Svea+  vad -
[ (v (a + ha)+
L L )
Ve (g + hda) e+
@V (“21(%d + L)+
C1ta +'lasa)+
@V (C11(%g + L)+
Catag+'aya) |

0

bp | (Sved+ ovad |-
L (v mmm + oV NHNVI
Ammwd\ﬁmmmmmm |_| NHm Nﬂmvl_l
oV (E1%g + 51549)+
@V (154 +1154) |

o[ Svea+ Jvia 1-
[ Gy ea + Gy ha)-
V(g + g La)+
V(eI Rg + LI tg)+
@V (11 2d + 1ahd) |

0
0

p [ (Svie + qvhd |-
[ Sved + vad 1=
(Gl (5 + e+
TS L Ly -
oveg (g + hda) et
SV (ELa(sg + Ta)+
Crta +'laga)+
oV (Ea(Gg + hg)+
it +'aya) |

0

bp | Sved+ ved 1=
[ (5v mmm + iV m.mvl
vaxﬁmmmmmm + 2lig NHMYT
GV (CEI%g + 5a%49)+
@V (R1%d +154) |

sl Svha+ Svia |-
[ (v %a + (v ha)-
V(g La + g ta)+
oV (LI Rg + Lo tg)+
SWTANWL Hm.m + ﬂh m.mv ]

(5.23)

= sy
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\% [ V] +(SVeq + Vaa)i—]
P [ SV (SVed + oV ia)d—]

up [ Sv1+3p [(Sv]+ [ Svera—

0

:ﬂu ?mw,@\_ l_l MAMWM\NNm.|H N“N
&Vl = VI~ (V]

P (V] + gy ia-
A%v\ﬂh o Amﬁxﬂh o mei

A%Tmmh o Amwv\ﬂh o @E e

[V
mev\@
0
[V (3
0
0

up [ v+ [(Sveda + vaa)d—]

3P [V + (v ed + )V ia)4—]

up [ v+ 3p [ Sv]+ [ Svera—
A%ﬁmmh o &Tﬂh o mmwi ¢

0

:ﬂu _HANWMMNH_ I_l _”ANMAT\NNM|

A%d\mmh o Amwv\mmh N m%i

3p TNWML + T%Timl

A%vlmh o ANWTHE o mei

+0] [(Sv@E+D] [(SvE+ )]

+0] [ v+l [vE+1)
0 0

+0] [Sv@E+Dl [SvE+1)]
0 0
0 0

up [ Sv1+(Svea + Svaa)a—]
[ Svl+(Svea + v ia)i-]

up [ V] +3p [ SVl + [ jvera—
Qwv\mwh N Qﬁ\ﬂh N NWE ¢

0

lip T%E ™ MQWJNNNMIH oo
OV = VI~ V]

Wﬂu ﬁﬂﬂwﬁ\_ I_I _HAﬁw.MN\HﬂM|
:wvlwh o SWTHE o TWS

)

/

(5.24)

= lwstT]

= s
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5.2.3 B-Matrix hierarchischer Schalenmodelle

Mit Hilfe des Operators [L"*™] kann nun die Matrix [B"*™] zur Berechnung der
Elementsteifigkeitsmatrix definiert werden.

nans nans

E"M & L] ) NG -[@"] = )[BT [a"] = [B"™] - [a]
. ham b ! (5.25)
mit [B""] = ([B1*™] [B3*™] .-+ [Bnins])

[B""] = [L""] - [Ny,]

5.3 Steifigkeitsmatrix und Lastvektor eines hierarchischen Schalen-
elementes

Wird die Finite-Element Approximation mit den daraus resultierenden Beziehungen
aus Abschnitt 5.2 in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen eingesetzt, ergibt sich
fiir elastisches Materialverhalten:

> ol -k [a] = dfa]” -[f] (5.26)

// B"™T . [C"*™] - [B"™] VA d¢ dn

H4m+w+w
] = / / po INI™ - [T - (/17 - [K] VA de dy

fo] = / / NJ” - [T)7 - [fol” - [T%] VA dé dn (5.27)
n £

(] = / INJT - [T)7 - (1T - [T + [fa]” - [TY)) VAZ VA de
3
+ / INJT [T - (17 (T2 + [l - [T2)) VAT VA dy

Die Matrix [k] steht fiir die Elementsteifigkeitsmatrix und der Vektor [f] fiir den
Elementlastvektor, der sich aus dem Volumenlastvektor [fy ], dem Flichenlastvektor
[fo] und dem Randlastvektor [fr] zusammensetzt. Nach einer Assemblierung der
Elemente ergibt sich ein Gesamtgleichungssystem, indem die virtuellen Koeffizienten
§[a]” gekiirzt werden konnen.
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5.4 Hierarchische Ansatzfunktionen

Die p-Version der Finite-Element Methode basiert auf hierarchischen Ansatzfunk-
tionen, die die Approximation des Verschiebungsfeldes beschreiben. Die Variation
des approximierten, hierarchischen Verschiebungsvektors wird mit den sogenannten
Testfunktionen angenéhert, die gleich zu den Ansatzfunktionen gewahlt werden. Die
hierarchischen Ansatzfunktionen bilden eine Familie von Funktionen, in der alle An-
satzfunktionen niedrigerer Ordnung in der Menge der Ansatzfunktionen héherer Ord-
nung enthalten sind. Dabei wird p als Ansatzgrad bezeichnet.

Aus der Wahl der Ansatzfunktionen ergibt sich, dass die gesuchten Koeffizienten
des hierarchischen Verschiebungsvektors keine physikalische Bedeutung haben. Sie
entsprechen also nicht bestimmten Knotenverschiebungen, wie es in der h-Version
der Finite-Element Methode der Fall ist. Zur Berechnung der Verschiebungen der
hierarchischen Schalenmodelle muss Gleichung (5.21) ausgewertet werden.

5.4.1 Eindimensionale Ansatzfunktionen

Die eindimensionalen hierarchischen Ansatzfunktionen sind iiber das Standardele-
ment Qf, = {£] — 1 < ¢ < 1} definiert und lauten fiir den Ansatzraum S?(Qk,)

Ni(§) = 3(1-¢)
N2(§) = 3(1+¢) (5.28)
Nz(g):¢1—1(€) fiir i:37"'7p+17

wobei p den Polynomgrad des Ansatzraumes darstellt. Sie sind iiber die Funktionen
¢;(&) definiert, die sich aus den LEGENDRE-Polynomen P, zusammen setzen.

6:(6) =/ L j Py (6)de
1

= —W(Pj(ﬁ) —Pj () fir j=2,....p

Die LEGENDRE-Polynome koénnen mit Hilfe der BONNET-Rekursionsformel wie folgt
berechnet werden:

(n+1)Pat1(§) = 2n + 1)EP(E) — nPp-1(§)
fir n=1,2,... mit Py({)=1,Pi(§) =¢.

(5.29)

(5.30)

Eine Studie iiber hierarchische Ansatzfunktionen basierend auf LAGRANGE-, LE-
GENDRE- und CHEBYSHEV-Funktionen hat ergeben, dass die Konditionszahl von Ele-
menten mit verschiedenen Geometrien am niedrigsten bei einer Elementsteifigkeits-
matrix ist, die mit LEGENDRE-Polynomen als Ansatzfunktionen erstellt wurde [35].
Sie verhélt sich fast konstant fiir steigenden Polynomgrad, sodass die Qualitédt der
numerischen Losung des Gleichungssystemes nicht durch die Erhohung des Polynom-
grades fallt.
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5.4.2 Zweidimensionale Ansatzfunktionen

Das zweidimensionale Standardelement ist definiert iiber Q%, = {&{,n] —1 < & <
1,—1 < n < 1}. Die zweidimensionalen Ansatzfunktionen kénnen iiber ein Ten-
sorprodukt der eindimensionalen Ansatzfunktionen in £- und n-Richtung formuliert

werden, sodass sich der volle Ansatzraum S?(QY,

ergibt.
N1(€) ( Ni(n
N2 (€) N2(77

Na(©) || Na(m)

Np+1(§) \Np+1(77)

) von SzZABO und BABUSKA [96]

N1(§)N1(n) N1(§)N2(n) N1(§)Np+1(n)
N2(§)Ni(n) N2(&§)N2(n) N2(§)Ns( N2(§)Np+1(n)
— | N3(§)Ni(n) N5 (&) N2(n) N5(€)N5(n) N5(&)Np+1(n)
Np+1(§)N1(n)  Npt+1(§)Na2(n) Np+1(§;)N3(77) Np+1(§.).].vp+1(77)
(5.31)

Der Ansatzraum S?(Q%,) setzt sich aus den folgenden drei Gruppen von Ansatzfunk-

tionen zusammen :

e Knotenmoden oder auch basic modes

Diese entsprechen den bilinearen Standardansatzfunktionen und sind an einem
Knoten eins und an allen anderen Knoten null. Sie entstehen aus dem Ten-
sorprodukt zweier linearer eindimensionaler Ansatzfunktionen und sind in der

Matrix in (5.31) oben links eingerahmt.

NPt
N§?
N§3
N4

e Kantenmoden oder auch edge modes

NN PN Y L)

/\/\/\/\

(5.32)

Sie entstehen aus dem Tensorprodukt einer hierarchischen eindimensionalen
Ansatzfunktion léngs einer Kante mit einer linearen Ansatzfunktion senkrecht
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zur Elementkante. Sie sind nur an einer der vier Elementkanten ungleich null
und befinden sich oben rechts und unten links in der zuvor aufgestellten Matrix
in Gleichung (5.31). Fiir p > 1 gibt es 4 - (p — 1) Kantenmoden.

NEL = 11— n)i(©)
N = (14 €)gi() |

—92, ..., 5.33
NEL = L1+ m)ei(€) z Y (553)
NE = 11— &)in)

e Innere Moden oder auch bubble modes

Sie entstehen aus der Multiplikation hierarchischer eindimensionaler Ansatz-
funktionen lédngs und senkrecht zur Kante und sind auf allen Elementkanten
null. In der Ansatzfunktionenmatrix in Gleichung (5.31) befinden sie sich in
dem rechts unten gerahmten Bereich. Der reduzierte Ansatzraum entsteht, in-
dem die grau unterlegten Ansatzfunktionen vernachlissigt werden. Fiir p > 3
existieren fiir den reduzierten Ansatzraum (p — 2) - (p — 3)/2 innere Moden.

Ni" = ¢i(€)¢j(n) mit i,j=2,...,p—2

(5.34)
und i+j5=4,...,p

Abb. 5.3: Hierarchische Ansatzfunktionen: Knoten-, Kanten-, innerer Mode

5.5 Die Abbildungsfunktion

Aufgrund der sehr genauen Approximation des Verschiebungsfeldes im Inneren eines
Elementes konnen die Elementabmessungen der p-Version grofler gewéhlt werden als
bei der h-Version. Bei einer adaptiven p-Version wird im Unterschied zur h-Version
der Finite-Element Methode der Polynomgrad der Berechnung gesteigert und die
Diskretisierung des Gebietes beibehalten. Daher muss die Geometriebeschreibung,
die iiber das Element definiert ist, unabhéngig von der Elementanzahl sein. Um eine
Konvergenz der Ergebnisse bei adaptiver Berechnung zu erzielen, in der sich der
Fehler der Geometrieabbildung bezogen auf den Gesamtfehler nicht mit steigendem
Ansatzgrad vergroflert, muss eine exakte Abbildungsfunktion verwendet werden.

Das in Abschnitt 3 hergeleitete hierarchische Schalenmodell ist in den Basen der
Schalenmittelfliche A; bzw. A" definiert, die der ersten Ableitung der Abbildungs-
funktion nach den Standardkoordinaten &,7 entsprechen. Des Weiteren wird fiir die
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Beschreibung des Shifters Z und des linearen Verzerrungstensors € der Kriimmungs-
tensor B benstigt, der die zweiten Ableitungen der Abbildungsfunktion beinhaltet.
Eine weitere Restriktion fiir die Abbildung hierarchischer Schalenelemente ist also,
dass sie mindestens im Inneren eines Elementes, sowie auf den Elementkanten C2-
stetig sein muss.

In diesem Abschnitt wird aus einer dreidimensionalen Abbildungsfunktion fiir He-
xaederelemente die Abbildungsfunktion fiir hierarchische Schalenelemente hergelei-
tet. Danach werden Abbildungsvorschriften fiir unterschiedliche Geometrien und eine
mogliche Anbindung an ein CAD-Programm aufgezeigt.

5.5.1 Herleitung der Abbildungsfunktion fiir Schalenelemente
5.5.1.1 Abbildungsfunktion eines Hexaederelementes

SzABO stellt in [55] eine Abbildungsfunktion fiir ein Hexaederelement mittels der
dreidimensionalen, linearen Blending-Function-Methode vor. Die allgemeine Form
lautet:

8

12 6
X = Q%em(é)”a C) = Z ni(£7 n, g) - Z ei(é-, m, C-) + Z fl(é.a’r/a C) : (535)

=1

Hierbei stellt n;(&,7n,() den Vektor der trilineare Abbildung eines Hexaeders und
f:(&,7m,¢) den Vektor der hinzukommenden Anteile aus dem ’Blenden’ der Flachen-
funktionen dar. Da nun an einer Kante zwei Fldchen aneinander grenzen, die die
exakten, gekriimmten Kantenfunktionen beinhalten, muss der hinzukommende An-
teil der ’geblendeten’ Kante e;(&,n, () einmal je Kante abgezogen werden.

Abb. 5.4: Das Hexaederelement

Nach Umformen von Gleichung (5.35) ergibt sich eine Darstellung, die die globa-
len Vektoren der Flachenfunktionen F; und Kantenfunktionen E; in Abhéangigkeit
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von den Standardkoordinaten (&, 7, () beinhaltet. Die Definitionen der Flachen- und
Kantenfunktionen sowie der Knoten sind in Abbildung 5.4 dargestellt.

8

X = Q%ex(i,n,C)ZZNz £,1m,¢)X ZB (&n,¢Q)E

Z=16 (5.36)
+) B (&n,(F
i=1
Dabei steht N;(&,n, () fiir die trilinearen Standardansatzfunktionen.
M= 0-00-n1-0 No= (1-&1-n{+0)
No=(L+O0-n1-0)  No=z(1+&1-n)(1+Q)
(5.37)

No= S+ +mA=¢)  No= (14101 +¢)

Ni=2(1-1+m1-0)  Ny=(1-1+m1+0)

Die bilinearen Blending-Funktionen der Kanten BF ergeben sich fiir die zugehérige
Kante zu eins und fiir die diagonal gegeniiberliegende Kante und den daran an-
grenzenden Flichen zu null. Der lineare Blending-Term der Flichen Bf ist fiir die
zugehorige Fléache eins und fiir die gegeniiberliegende Fliche null.

1 1

BY = 20-n(1-0)  Bf =1(1+9(+n) B =2(1-0)
BY = 21+6(1-¢)  BE= (-8 +n) BY = (1)
BY = (1401 -0  Bf =1(1-n(1+0) BY = 2(1+¢) .
BY = 11-9(1-0)  Bf=10+0+0) BY = S(1+9)
BY = 21-9(-n) B =10+n1+0) BY = 2(1-¢)
BE = ;0+9(-n)  Bh=10-90+0) BY = S(1+)

5.5.1.2 Abbildungsfunktion eines Schalenelemente

Fiir eine Uberfithrung dieser Hexaederabbildung in eine Flichenabbildung im Raum
wird die Annahme getroffen, dass die Dicke des Hexaeders gegen Null geht, d.h. es
gilt ¢ — 0.

Die Knotenwerte X; der Abbildungsfunktion verschieben sich durch diese Annahme
in die Mittelebene des Hexaederelementes, die bei ( = 0 liegt. Die neuen Ortsvektoren



5.5 Die Abbildungsfunktion 109

der Knoten konnen aus dem arithmetischen Mittel der zur Mittelflache des Hexaeders
gegeniiberliegenden Knoten berechnet werden.

1 1
X1—>§(X1 +X5) X5—>§(X1—|—X5)
Xy — = (XQ + XG) X — %(Xz + XG)
. (5.39)
X3 — = (X3 + X7) X7 = 5 (X3 + X7)
Xy — = (X4 + Xg) Xg — %(Xg; + Xg)

Die Kantenfunktionen E; bis E4 und Eg bis Ei2 verschieben sich ebenfalls in die
Mittelebene des Hexaeders und konnen nach dem gleichen Prinzip wie die Knoten
iiberfithrt werden. Die Kanten E5 bis Eg hingegen reduzieren sich zu einem Knoten in
der Mittelebene, dessen Vektor durch das arithmetische Mittel der beiden Endknoten
der jeweiligen Kante berechnet werden kann.

Bi() & 5 (B0 +Bo () Br(Q) > 5(Xs + )

Ba() = 5 (B20) + Euo(m)  Ba(Q) = 5 (Xu+Xs)

Es() > 5(Bs(© +Bn(©)  Bo(©) » 5 (Bi(©) + Bo(©))

Ba(n) = 3 (Baln) +Bua(n)  Euon) = 7 (Baln) + Buon) o
Bs(Q) = 3 (X1 +X;) Eui(€) = 5 (Bs(6) + Bui(6))

Bo(Q) > 3 (Xz + X Era(n) = 5 (Ba(n) + Buz(n))

Die Flachenfunktionen F'2 bis F'5, die von der Koordinate ( abhéngen, gehen iiber in
eine Kantenfunktion in der Mittelebene des Hexaederelementes. Diese Kantenfunk-
tionen konnen aus dem arithmetische Mittel der beiden angrenzenden Kanten der
Flache, fiir die ( = —1 und ¢ = 1 gilt, gebildet werden. Die beiden iibrigen Flichen-
funktionen F'; und Fg verschieben sich in die Mittelebene und kénnen analog zu den
Knotenwerten aus ihrem arithmetischen Mittel berechnet werden.

Fi(¢n) - %(Fl(&n) FRoEn)  Fa60) - 5 (Ba(€) + Bui(0))
Fa(6,0) 5 (B1(0) + Bo(©)) Fa(n.0) = 5 (Baln) + Bs(0))  (541)
Fo(n,¢) > 5 (Bo(n) + Buo()  Fo(én) = 5 (Fa(€m) +Fo(¢.m)

Durch die Annahme, dass die Dicke des Hexaeders gegen null geht, liegen alle geo-
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metrischen Elemente in der Mittelebene und es ergeben sich folgende Identitéten:
X5 = X1 Eo = E;
X6 = Xo Eio = Eq
X7 = X3 Ei; =E3
Xs = X4 Ei2 = E4

F¢=F; . (5.42)

Werden die Gleichungen aus (5.42) in die Gleichungen (5.39), (5.40) und (5.41) ein-
gesetzt, und die Ergebnisse in die allgemeine Abbildungsfunktion fiir Hexaeder in
(5.36) eingesetzt, so ergibt sich fiir die Abbildungsfunktion eines Schalenelementes:

0

X = Qgheu(ﬁﬂl) = Fl(fﬂ?) . (5-43)

Die Abbildung eines Schalenelementes, das auf der Mittelfliche der Schale definiert
ist, kann also durch die Flachenfunktion im Raum, die die exakten Kantenfunktionen
beinhaltet, vollstdndig dargestellt werden.

5.5.2 Abbildungsfunktionen fiir verschiedene Schalengeometrien
5.5.2.1 Die bilineare Abbildung

Die Abbildung von Faltwerkselementen, hyperbolischen Hyperboloiden oder auch ein-
schaligen Hyperboloiden kann durch eine bilineare Abbildungsfunktion im R® exakt
erfasst werden. Bei hyperbolischen Hyperboloiden und einschaligen Hyperboloiden
gilt dies jedoch nur, wenn die Elementkanten parallel zu den zwei Scharen von gerad-
linigen Erzeugenden verlaufen. Daher ist es besser fiir die Vernetzung dieser beiden
Geometrien die Abbildungsvorschrift parametrischer Fliachen zu verwenden, damit
die Ausrichtung der Elementkanten beliebig gewahlt werden kann.

4
Qiin(&,m) =D Ni(€,m) X; (5.44)
=1

N; steht fiir die bilinearen Ansatzfunktionen in Abhéangigkeit von den Standardko-
ordinaten &, 7.

Abb. 5.5: Beispiele fiir bilineare Abbildungen: Faltwerk, Hyperboloid (einschalig), hyper-
bolisches Hyperboloid
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5.5.2.2 Die parametrische Abbildung

Diese Abbildungsfunktion wird vorwiegend bei isoparametrischen Elementen verwen-
det. Dabei werden die LEGENDRE-Polynome N7, die biquadratisch oder maximal
bikubisch sind, mit den Knotenkoordinaten der Geometrie multipliziert. Mit dieser
Abbildungsfunktion kénnen Regelflichen, deren Erzeugende eine Gerade und deren
Leitkurve maximal vom Grad der Abbildungsfunktion ist, exakt dargestellt werden.
Auch Elemente eines parabolischen Paraboloids kénnen mit Hilfe eines neunten Kno-
tens im Inneren des Elementes abgebildet werden, wenn die Elementkanten entlang
der Parabellinien verlaufen.

8
Qi€ = Y- NEE ) X, (5.45)

Abb. 5.6: Beispiele fiir parametrische Abbildungen: Sheaddach, parabolisches Paraboloid

5.5.2.3 Abbildung parametrischer Fliachen

Die geometrischen Grundlagen parametrischer Flichen sind in den Biichern von Ho-
SCHEK und LASSER [51] und FARIN [37] zu finden.

Eine parametrische Fliche im R® ist dadurch definiert, dass fiir sie ein Urbild im
R? existiert. Dieses Urbild wird durch die Parameter u = (u,v)” beschrieben. Die
Parameterdarstellung der Fliche stellt eine Abbildung vom Urbild in das globale

0
Koordinatensystem dar, die den Ortsvektor der Fliache X(u,v) beschreibt. Die Ab-
bildung ist regular, wenn gilt

OF

o £0, (5.46)

 OF
ov

das heifit, wenn die Tangentialvektoren der Parameterlinien im R® nicht parallel
verlaufen. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so liegt eine Singularitdat der Flache
vor. Sie kann geometrischer Art sein, wie zum Beispiel die Spitze eines Kegels, oder
durch die parametrische Fliachenbeschreibung hervorgerufen werden, wie es bei den
Polen einer Kugel der Fall ist. Letztere kann durch eine Umparametrisierung der
Abbildungsfunktion umgangen werden.

u=u(u",v*) und v=ov(u",v") (5.47)

Im Folgenden werden einige Sonderfille von parametrischen Fliachen aufgezeigt.



112 5 Finite-Element Methode

Translationsfliiche: Die Translationsfliche entsteht, indem eine Kurve EX (u) ent-
lang eine zweiten Kurve E(v) im Raum verschoben wird.

Firans(u) = EX (u) + Ep (v) (5.48)

Sie findet ihre Anwendung zum Beispiel bei der geometrischen Beschreibung von
Teilen einer Autokarosserie, Teilen von Werkzeugen und Formen fiir Plastikteile mit
Hilfe eines CAD-Programmes.

ADbb. 5.7: Beispiel einer Translationsflache

Verbindungsflache: Eine Variante der Translationsfliche ist die Verbindungs-
fliche, die zwei nichtkongruente Kurven im Raum EX(u) und E{f(u) zum Beispiel
durch einen linearen Ubergang ineinander iiberfiihrt.

Fioup(u) = (1 — v) . Eff (u) +v- Eic (u)

. (5.49)
mit 0<v<1

Auch diese Flachenbeschreibung ist ein wichtiger Bestandteil der Karosseriemodel-
lierung.

E (u)

Abb. 5.8: Beispiel einer Verbindungsflache

Regelfliche: Der Sonderfall der linearen Verbindungsfliache stellt eine Regelflache
dar. Eine Regelfiache wird durch die stetige Bewegung einer Geraden im Raum auf-
gespannt.

Freg(u) = EX (u) +v-Ef (u) (5.50)

Zu den Regelflichen zéhlen der elliptische, hyperbolische und parabolische Zylinder,
der elliptische Kegel und das einschalige Hyperboloid.



5.5 Die Abbildungsfunktion 113

Rotationsflachen: Die Rotationsflichen sind eine weitere Sonderklasse der para-
metrischen Fliachen. Sie entstehen durch Rotation einer ebenen Kurve im Raum um
eine Achse, die in der gleichen Ebene liegt. Ist die Rotationsachse zum Beispiel die
z-Achse und liegt die Kurve EX (u) in der xz-Ebene, ergibt sich fiir die Abbildungs-
vorschrift:

ESV (v) cos (u)
Frot(u) — E((IXI) (’U) . sin (’U,)
E((IXS) (’U) 1
X1 (v)
mit EZ( (’U) = 0 und 0 <u<2m.
Xs(v)

(5.51)

Zu den gingigen Rotationsflachen zihlen der Rotationszylinder, der Rotationskegel,
das Rotationsellipsoid, mit dem Sonderfall Kugel, der Torus, das ein- und zweischalige
Rotationshyperboloid und -paraboloid. Im Folgenden werden einige davon aufgefiihrt.

Rotationszylinder:
T b

~ Teyl COS (u)

q Feyi(u) = | rey sin (u)

v

] (5.52)

LB o [T
mit Ea(v): 0 , 0<u< 27
| |V Xo v
X1 U

Teo U COS (u)

Qco(u) = | 7eo v sin (u)
Y (5.53)
Tco U
mit EX(v)=[ 0 | ,0<u<2r
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Kugel:
X3
U
Ts Sin (v) cos (u)
X .
a v Fs(u) = [ rs sin (v) sin (u)
T's COS (v)
_ (5.54)
X5 Ts SIN (v)
mit Ef(v)— 0 , 0<u<2r
Ts COS (v)
Torus:

5.5.2.4 Die Blending-Function-Methode

Fiir die Abbildung des Standardelementes in das Urbild der parametrischen Flachen
kann die von GORDON und HALL entwickelte Blending-Function-Methode [42, 43]
verwendet werden. Sie besteht aus einer bilinearen Abbildungsfunktion im R? zu
der die Differenz zwischen der geraden Kante und der exakten Parameterfunktion
E}' der Kante ¢ im Urbild, die mit einem Blending-Term multipliziert wird, addiert
wird. Dabei hat sich eine Abbildungsfunktion, die lineare Blending-Terme verwendet,
als ausreichend genau erwiesen. Die Abbildung des Standardelementes in das globale
Koordinatensystem ergibt sich dann mit den Gleichungen aus Abschnitt 5.5.2.3 wie
folgt:

Q°(&,n) = F(u) = F(u(§,n),v(,n))
= (157
1
2

(5.56)
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0
Hierbei steht N;(£,n) fiir die bilinearen Standardansatzfunktionen. Der Vektor X'

der Knotenkoordinaten ist im uwv-Koordinatensystem definiert und muss daher aus
0
dem globalen Vektor der Knotenkoordinaten X; durch eine inverse, parametrische

Flachenbeschreibung bestimmt werden. Die Parameterfunktion der Kanten E}' sind
ebenfalls im uwv-Koordinatensystem definiert. Fiir sie liegt nur in Ausnahmeféllen
eine exakte Beschreibung im globalen Koordinatensystem vor, die durch die inver-
se, parametrische Flachenbeschreibung in das uv-Koordinatensystem transformiert
werden kann.

Im Folgenden sind verschiedene Parameterfunktionen der Kanten E}'(\) mit A = &
fir ¢ = 1,3 und \ = n fiir ¢ = 2,4 aufgefiihrt. Hierbei steht X fiir den Anfangskno-
ten der Kante und X¢ fiir den Endknoten der Kante im Urbild. Da die Abbildung
eines Schalenelementes C?-stetig sein muss, sollen auch die Kantenfunktionen eine
geschlossen analytische Losung fiir ihre erste und zweite Ableitung ergeben.

Gerade: Wird die Geradenfunktion (5.57) fiir alle Kanten in (5.56) eingesetzt, so
ergibt sich die bilineare Abbildungsfunktion eines Elementes. Mit den zuvor beschrie-
benen parametrischen Fldchenbeschreibungen bilden die Kanten auf einem Zylinder
eine Schraubenlinie und auf einer Kugel eine Loxodrome. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde diese Abbildungsfunktion fiir einen rotationssymmetrischen Zylinder, Kegel
und Kugel implementiert. Die verwendeten Abbildungsfunktionen sind in [69] und
[71] veroffentlicht.

R EY(\) =
ﬁ;:\\\\\\xg

Kreis: Die Gleichung (5.58) beschreibt einen Kreisbogen, bei dem der Mittelpunkt
X5, gegeben ist. Hier konnen keine Riickschliisse iiber die Kantenfunktion auf der
entsprechenden parametrischen Fliche im R® gemacht werden.

(1= VX2 + 51+ VX (5.57)

N | =

cos (£(1— M\ g0a—|—l 14+ N)we

PRI Ll O PR (2
sin (%(1 — Ao + 11+ )\)gpe)

mit r = |X; - X, | = [X¢ - X, |

o Xy — X

e X — X4,

(5.58)
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Parabel: Mit Hilfe eines Zwischenpunktes und den quadratischen, eindimensiona-
len LEGENDRE-Ansatzfunktionen N ergibt sich die parabelférmige Kantenfunktion
in Gleichung (5.59). Wird in Gleichung (5.56) fiir jede Kante eine parabelfoérmige
Funktion eingesetzt, so ergibt sich fiir u(¢,7) die parametrische Abbildung im R?.

A Ei'(\) = NI XY
u ﬂ i:;ne
X" "
X it N, = N& = 1A1 A
¢v mit No = Ni"=—5A1 = }) (5.59)
u Xa Np=NE=(1 =214
1

N;:N§:§AQ+A)

Hierbei ist jedoch keine Aquidistanz des Parameters A beziiglich der Bogenlinge
gegeben, wodurch es zu Verzerrungen in der Abbildungsfunktion kommen kann. Dies
fithrt in der Regel zu Genauigkeitsverlusten in den Berechnungsergebnissen.

Durch eine Umparametrisierung von A\ auf u, wobei der Parameter p proportional
zur Bogenlange Lpg ist, ergibt sich folgende Beziehung

ﬁg):lguzsz)xmt 1<u<1 (5.60)
mit der Bogenldnge
A
L\ = /@ and Ly =LA =1)
A=—1 (5.61)

. OE™ OEN? /OB \?
mit ds—\/<a)\>d/\—\/< N ) —|—( N )d)\,

wobei ds die Wurzel aus einer quadratischen Funktion von A ist. Durch Integration
dieses Ausdruckes setzt sich L(A) aus einem Wurzelausdruck und dem Logarithmus
eines zweiten Ausdruckes zusammen. Diese Funktion L(A) ist nur noch numerisch
invertierbar und die Umparametrisierung auf einen zur Bogenlénge proportionalen
Parameter ist mit einem erheblich gréfleren Rechenaufwand verbunden.

Kiirzeste Entfernung: Die kiirzeste Entfernung zweier Punkte auf einer Fliche
im Raum ist durch die geodétische Linie definiert, die als Kantenfunktion gewé&hlt
werden kann. Die Hauptnormale dieser Funktion im Raum ist in jedem Punkt iden-
tisch zur Flachennormale. Fiir eine Kugelfliche ist die geodétische Linie eine Ortho-
drome, fiir eine Zylinderfliche eine Schraubenlinie, d.h. im Urbild eine Gerade.

Fiir eine Fliche F(u,v) im Urbild, fiir die die kiirzeste Verbindung zwischen den
Punkten (uq,vs) und (ue,ve) gesucht ist, muss das Integral des Linienelementes auf
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der Flache minimal werden:

Se (uea'Ue)
OF 2
L—/ds— / \/(8_d -l——d /\/—-i—— ) du
o (tave) (5.62)
e / . . / 8U
= [ f(u,v,v") du=Min. mit v=ov(u) , v = S
u

Uq

Dieses Funktional 1&sst sich in die allgemeine EULER-Differentialgleichung der Varia-
tionsrechnung iiberfiihren, die eine Differentialgleichung zweiter Ordnung darstellt.

f,U - f,uv’ - f,vv’ U/ - f,v’v’ UH =0 (563)

Fiir rotationssymmetrische Geometrien kann keine analytische Losung dieser Glei-
chung gefunden werden, sodass auch diese Geometrie einer Kantenbeschreibung nur
numerisch ermittelt werden kann. Auch hier ergibt sich ein erheblich groflerer Re-
chenaufwand als bei einer analytischen Beschreibung der Kantenfunktion.

5.5.3 Kopplung CAD und FE-Programm

Die oben dargestellte Abbildung parametrischer Fliachen stellt eine exakte Abbil-
dung der Schalengeometrie mit beliebigen Kantenfunktionen dar. Wird in einem
FE-Programm eine analytische Beschreibung der Flachen verwendet, so muss fiir
jede Fliachengeometrie eine Abbildungsfunktion und deren erste und zweite Ablei-
tung implementiert werden. Um eine unbegrenzte Vielfalt an exakten Geometrien
berechnen zu konnen, kann das FE-Programm mit einem CAD-Programm gekop-
pelt werden. Durch die einmalige Entwicklung einer Schnittstelle stehen alle neuen
CAD-Techniken zur Darstellung von Geometrien zur Verfiigung (wie zum Beispiel
NURB-Fliachen). Ein weiterer Vorteil wére, das bei kleinen Geometrieinderungen
kein neues FE-Netz erstellt werden muss um das System neu auszuwerten.

Die meisten CAD-Programme basieren auf einer Boundary Representation Darstel-
lung (B-rep) der Geometrie, die hierarchisch in Punkte, Kurven, Fldchen und Koérper
unterteilt ist. Die in (5.56) dargestellte Blending-Function-Methode verwendet eben-
falls einen hierarchischen Aufbau der geometrischen Informationen des Schalenele-
mentes. Sie benotigt die Knoten-, Kanten- und Flécheninformationen des Elementes.
Durch die entkoppelte Beschreibung der geometrischen Informationen in der Abbil-
dungsfunktion mit dem vergleichbaren hierarchischen Aufbau der Daten besteht die
Moglichkeit ein kommerzielles CAD-Programm mit dem verwendeten FE-Programm
AdhoC' zu verbinden. Fiir Hexaeder-Elemente ist dies schon von BROKER in [18] rea-
lisiert worden. Wie dieses Konzept auf Schalen angewendet werden kann wird im
Folgenden dargestellt.
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5.5.3.1 Anbindung der Abbildung von AdhoC an AutoCAD

Das CAD-System AutoCAD verfiigt iber den Geometriemodellierkern ACIS, der die
Implementation von Schnittstellen zu anderen Programmen ermoglicht. Hier liegen
die Flichenbeschreibung der Schalengeometrie in ihrer Parameterdarstellung F(u, v)
vor, sowie ihre erste und zweite Ableitung nach den Parametern u, v.

Durch den hierarchischen Aufbau der topologischen Informationen ist ein Zugriff auf
die Kurvenbeschreibungen im globalen Koordinatensystem E;(¢) moéglich. Der Pa-
rameter ¢ ist meistens nicht uniform, das heif3t, er wichst nicht proportional zur
Bogenlidnge der Kurve an. Dadurch konnen bei sehr stark konkav gekriimmten Ele-
mentrdndern Probleme durch die Abbildungsfunktion entstehen, wie zum Beispiel
Spannungskonzentrationen oder Singularitdten in der Abbildung. Durch eine im vor-
herigen Abschnitt angesprochene lineare Umparametrisierung der Kurve auf die Stan-
dardkoordinate A (A = £ fiir ¢ = 1,3 und A\ = n fiir ¢ = 2,4) wird dieses Problem
minimiert.

AdhoC Schnittstelle AutoCAD
Umparametrisie-
rung des Kanten-
parameters
A = t(N) B0
&n -
Iterative
Berechnung
EY(\) | F(u,v) ||
X
Blending-
Function-
Methode
u(¢,n)
F(u,v)
Q°(&:m)

Abb. 5.9: Anbindung der Abbildung von AdhoC an AutoCAD

Fiir die Abbildungsvorschrift in (5.56) werden jedoch nicht die globalen Kantenkoor-
dinaten E;(\) sondern die Koordinaten im Urbild E}*(\) benotigt. Als Voraussetzung
gilt, dass die Kante Teil der Flichenfunktion F(u,v) ist und nur eindeutige Fléichen,
die eine Umkehrabbildung F~'(u,v) = F*(X) besitzen, zugelassen sind. Diese Um-
kehrabbildung der Flachenfunktion liegt jedoch nicht explizit vor, kann aber durch
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eine numerische Iteration bestimmt werden. Durch einen Vergleich der Ergebnisse
kann die Kantenfunktion E}'()\) bestimmt werden. Der Algorithmus ist von BROKER
in [18] entwickelt worden.

Die Knotenkoordinaten im Urbild X' sind iiber die topologischen Informationen der
Flache erhéltlich. Der allgemeine Ablauf einer zu entwickelnden Schnittstelle fiir die
Anbindung des Programmes AdhoC' an das CAD-System AutoCAD ist in Abbildung
5.9 dargestellt.

5.5.3.2 Erste Ableitung der Abbildungsfunktion

Die kovarianten Basen der Schalenmittelflache berechnen sich aus der ersten Ablei-
tung der Abbildungsfunktion nach den Standardkoordinaten £ und 7 und bilden ein
totales Differential.

0Q° OF Ou 0Q° OF Ou
_ o ga = — .64
o ~ouoe " B T Bu on (5.64)
Die Ableitung der Flichenfunktionen nach den Parametern lautet
OF OF OF

und ist in AutoCAD gegeben. Die Ableitung der Parameter nach den Standardkoor-
dinaten wird mit Hilfe der Blending-Function-Methode in Gleichung (5.56) gebildet.

ou
| 3| - B w4+ 2 - )

¢ +H(_m—n)x‘f—(1—n)X‘2‘—(1+n)X5‘+(1+n)XX]

. (5.66)
g—‘;: z :%[—Ei‘(é)+(1+£)%n(”)+E§‘(€)+(1—€)8E§7§n)]

on

+H(1—g)x‘f+(1+£)X5‘—(1+£)X§—(1—£)X21

Hierfiir werden die Ableitungen der Kantenfunktionen nach den Standardkoordinaten
benotigt. Diese liegen im CAD-System nicht vor, konnen aber iterativ mit Hilfe eines
rechts- und linksseitigen Differenzenquotienten bestimmt werden (siehe [18]).

5.5.3.3 Zweite Ableitung der Abbildungsfunktion

Die Basen des Schalenkontinuums werden mit Hilfe des Shifters Z, der den Kriimmungs-
tensor B der Schalenmittelfliche beinhaltet, formuliert. Hierfiir werden die zweiten
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Ableitungen der Abbildungsfunktion der Schalenmittelfliche benétigt.

#Q _ (9u\'OF ou  OF &u
o2 \9¢) ou? 9¢  Ou 0¢2
2ye T 42 2
Q. _ (Qu) OF ou | OF 0'u (5.67)
on? on) 0u? On  Ou On?
8’°Q° _ (0u\ &°F du  OF d*u
oton  \ 0 ) Ou? On  Ou 0O
Die zweiten Ableitungen der Flachenfunktion nach den Parametern u und v lauten
O’F  O°F
O°F | ou?  Ouodv
0w~ | PF  O°F (69
Judv  Ov?

und liegen ebenfalls in AutoCAD vor. Die zweiten Ableitungen der Parameter nach
den Standardkoordinaten ergeben sich zu:

9u
Pu |92 | 1 O*EY (§) O*E} (€)
56 = | o | 73|00 e 0 560
o2
9u
Fu_ (o2 | _1 O°ES (n) B GQEZ(W)]
on2 & - 2[ +(1+) on? +1-9) on? (5.69)
on?
0*u
O’a | oton | _ 1[ _OEY(§) | 9E5(n)  OE¥(§) 3E2(n)]
ocom | 9%v | 2 o¢ on o on
0£0
$on +ﬂ_x;‘+x‘;—xg+xz] :

Hierfiir werden die zweiten Ableitungen der Kantenfunktionen nach den Standardko-
ordinaten benotigt. Auch diese liegen nicht in AutoCAD vor. Sie konnen jedoch mit
einem geschachtelten, iterativen Verfahren bestimmt werden, mit dem auch schon
die ersten Ableitungen berechnet werden konnten. Allerdings ist hierbei anzumer-
ken, dass die Rechenzeit fiir die zweiten Ableitungen quadratisch ansteigt. Werden
durchschnittlich n Iterationsschritte benétigt, um die Steigung der Schalenmittel-
flache in einem Punkt zu berechnen, so werden zur Bestimmung der Kriimmungen
2n? Iterationsschritte der gleichen Art durchlaufen. Nach [18] werden in der Re-
gel 5 Iterationsschritte fiir die Steigung benétigt, das heifit, die Berechnung einer
Kriimmung in einem Punkt benétigt die 10-fache Rechenzeit.

Die Anbindung der in Gleichung (5.56) aufgefiihrten Abbildungsfunktion an ein
CAD-Programm ist also moglich, jedoch mit einem grolien Rechenaufwand verbun-
den.
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5.6 Numerische Integration

Um die in Gleichung (5.27) aufgestellte Elementsteifigkeitsmatrix und den Element-
lastvektor zu berechnen, miissen Integrale der Form

1= [ [sm dagan (5.70)
& n

ausgewertet werden. Sie werden durch eine numerische Integration approximiert. In
dieser Arbeit wurde die GAUSss-Quadratur gewéhlt, bei der die Lage der auszuwer-
tenden Stiitzstellen (£;,7,;) und die dazugehorigen Wichtungen w;; optimiert ist.
Ein Polynom vom Grad p kann mit m Stiitzstellen exakt integriert werden, wenn
p=2m — 1 gilt [82]. Fiir das oben genannte Integral ergibt sich:

I = Z Z wij f(fz, T]j) mit ’U)ij = W; U)j . (571)

i=1 j=1

Die NEWTON-COTES-Integration verwendet dquidistante Stiitzstellen und kann mit
m Stiitzstellen ein Polynom vom Grad p mit p = m integrieren. Im Vergleich zur
GAuss-Quadratur benotigt sie fiir eine vergleichbare Genauigkeit der numerischen
Integration etwa die doppelte Anzahl an Stiitzstellen, das heifit, die doppelte Re-
chenzeit.

5.7 Nichtlinearer Algorithmus

Das Grundproblem einer nichtlinearen Berechnung ist die Ermittlung des Gleichge-
wichtszustandes. Durch ein nichtlineares Materialmodell liegt ein nichtlinearer Span-
nungs-Dehnungs-Zusammenhang vor, der zu einer nichtlinearen schwachen Form des
Prinzips der virtuellen Verschiebungen in Gleichung (3.77) fiihrt. Diese kann daher
nur iterativ gelost werden. Die Belastungen werden durch eine lineare Funktion der
Zeit vorgegeben, sodass das Gleichgewicht zu jeder Zeit t erfiillt sein muss. Die in-
ternen Variablen, die das nichtlineare Materialverhalten beschreiben, sind ebenfalls
von der Zeit ¢ abhingig und somit indirekt von der aktuellen Belastung. Fiir die
inkrementelle Losung des zeitabhéngigen Problems wird die Gesamtlast in einzelnen
Lastschritten fiir den Zeitraum [¢,t + At] auf das System aufgebracht, sodass sie in-
direkt die Verdnderung der Zeit darstellt. Fiir jedes Inkrement wird nun mit Hilfe
des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens iterativ der Gleichgewichtszustand des aktuellen
Systems zum Zeitpunkt (¢ 4+ At) berechnet.

5.7.1 Das Newton-Raphson-Verfahren

Das NEWTON-RAPHSON-Verfahren geht davon aus, dass zum Zeitpunkt (¢) die Lésung
bekannt ist [10, 72, 102], das heif3t, dass die Variation der nichtlinearen Potential-
funktion ®(u,)), die das Gleichgewicht zu diesem Zeitpunkt beschreibt, erfiillt ist.

5<I>(u(t)> = —(5W<U(t)) + 5/1(11(75)) =0 (5.72)
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Die Belastung wird nun inkrementell auf das System aufgebracht, wobei eine lineare
Belastungsfunktion in Abhéngigkeit von der Zeit vorausgesetzt wird. Der Belastungs-
schritt ist also dquivalent zum Zeitschritt. Gesucht ist nun das Verschiebungsfeld
U(i+Ae), das das statische Gleichgewicht zum Zeitpunkt (¢ + At) erfiillt.

5(D(u(t+At)> = _5W(u(t+At)) + 6A(U(t+At)> =0 (573)

Das gesuchte Verschiebungsfeld wird mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren iterativ
angenéhert, sodass die Iterationsfolge nach der Vorschrift

(4) (i—1) : ‘M)(ugillA)t)) (0)
Wl an = Uy An + Au mit Au= _D(Sd)(u(i_l) ) , o Uhagy = U (5.74)
(t+AL)

gebildet wird. Mit der polynomialen Beschreibung der Verschiebungen iiber die Dicke
der Schale in Gleichung (3.27) ergibt sich fiir hierarchische Schalenmodelle

nk nk

i— k(=1 k
uEH—lA)t) = Z(@g)k Urny >, Au= Z(@S)k Au . (5.75)

Fiir den (¢ — 1)-ten Iterationsschritt lautet die Variation des Gesamtpotentials zum
Zeitpunkt (t + At) mit Gleichung (3.77) fiir hierarchische Schalenmodelle

50wl R,) = - / / 5:S( 1 ny detZ dO® dAo
Ap©3

nk nk
+ / po > F(k) UK par dAo + / 3" fo(k) 610 T, ar dAo
Ao k=0

nk
k 0 o 2 1 o (6%
+ / >0 (f(R) Tlian + f(k+1) 3 Tlian) VAP VA dO

oa k=0
mit K(t—l—At) = K(t) + AK y T?‘[H—At) = T?t) + AT3

T(t+At) — T(t) + AT .
(5.76)

Hieraus kann mit der Definition von Au fiir die Iterationsfolge folgender Ausdruck
ermittelt werden:

(i—1)
6P (u,  Ayy)

(i—1)
Ui A

o(i—1) =(i—1)

oS 0e

=— / / o — o — D Au detZd©® dAo (5.77)
A063 aE(H—At) a“(t+m)

i—1
D(SCID(uEHA)t)) Au =

= - / / 58:Cepiyyap :E(AU) detZdO® dAo .
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Mit dem Zusammenhang

~Dod(uf; ;) Au=62(ui L) (5.78)

der sich aus der Iterationsfolge in (5.74) ergibt, folgt mit Gleichung (5.76) und (5.77)
und dem Faktor fe,(7)

o= () 2= 3((50) -2(30) "+ k(30)) o

fiir die Iterationsfolge die Vorschrift

(1) Y
Uiiaey = Uppay T Au
nk+1nk+1 (i—1) 1
/ >y 5 / fer(k+1) Cepp npydO” :E(Au) dA
k=0 1=0
0

nk+1

/ Z 5z / Fep(k) Sti1a0d0° dA
Ap -

(5.80)
/po Z f (Sl.l K(t+At) d.Ao + / Z fo 511 T(t—i—At) d.Ao

k 0 fe% 2 1 o (6%
+ / Z su (f(k) Tyan + f(+1) - T an) VAP VA dO

Ga k=0

q(i—1)
= (i=1) aS(H—At)
ep(t+At) — a_(l 1)

€(t+Ar)

wobei (_:ep(; +1A)t) der konsistente Tangentensteifigkeitstensor und §Ei;2t) der Span-

nungstensor zum Zeitpunkt (¢ + At) fiir den Iterationsschritt (i — 1) ist. Als Ab-
bruchkriterium der Iteration wird der Zuwachs der Linge des Verschiebungsvektor
verwendet.

|Aul

| < Tol (5.81)
u

(t+At)|

5.7.2 Der Radial-Return-Algorithmus

Fiir den iterativen Losungsprozess des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens mussen der

konsistente Tangentensteifigkeitstensor Cep(tl At) und der Spannungstensor S(t LAY
fiir den Iterationsschritt (¢) an jedem Integrationspunkt iiber die Dicke der Scha-
le berechnet werden. Hierfiir wird der RADIAL-RETURN-Algorithmus verwendet, der
sich in [72] aus einem Vergleich mit zwei weiteren Algorithmen als effektivster her-
ausgestellt hat. Die erste Anwendung wurde von WILKINS in [99] gezeigt.
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Aus der Losung des Gleichungssystems in (5.80) kann mit Gleichung (3.43) der Deh-
nungstensor der Schalenmittelfléiche des Iterationsschrittes (i) zum Zeitpunkt (t+At)
berechnet werden.

T nk+1
+GRADu(,, ,, Z Z (©°)* s(tw) (5.82)

_(i) 1 (i)
Ethan = 5(z GRADu(,, 5,

Er ist mit Gleichung (5.75) als Polynom iiber die Dicke der Schale gegeben.

Fiir den Spannungstensor, der fiir jeden Punkt iiber die Dicke bestimmt werden muss,
wird eine sich auf der sicheren Seite befindende Nadherung des Spannungstensors, der
sogenannte Trial-Spannungstensor, eingefiihrt.

QTr(?) =
S )_‘C ( (t+At) 67«'(15)) (5.83)

(t+At

Fiir die voN Mises Fliefiflache mit isotroper Verfestigung, die in Abschnitt 3.3.2 fiir
hierarchische Schalen definiert wurde, kann die assoziierte Flieiregel und die Evolu-
tionsgleichung fiir den Zeitpunkt (¢ + At) mit Hilfe des impliziten EULER-Verfahrens
angendhert werden.

= () _ = = (4) _ = — (4)
Eigtyar = €i(n) T At €iliran = €i(t) T Ary NE A

Et)—i—At) Q) + Ata( Ay = Q) + AW\/g (5.84)

mit Ay = At 7(t+At)
Die Identitat
=(4) QTr (i)
(t—i—At) 7

(5.85)

kann mit Hilfe der FlieBbedingung fiir Schalenmodelle in (3.74) gezeigt werden.

Zum Zeitpunkt (¢ 4+ At) muss die FlieSbedingung in (3.74) erfiillt sein, wodurch sich
mit Gleichung (3.70) die Bestimmungsgleichung fiir den Zuwachs des Konsistenzpa-
rameters A~y ergibt.

F(AY) =[G devS™ ) 5, || — 2 Ay — \/K (@ ap) =0 (5.86)

Fiir eine exponentielle isotrope Verfestigungsfunktion

K@) =00+ ha+ (0o —00)(1 — 9™

_ (5.87)
mit K (@) = h+ w(oe — 00)e ™ |

die die Fliespannung o, die Sattigungsspannung o, die lineare Verfestigung h
und den Verfestigungsexponenten w enthélt, ergibt sich eine nichtlineare Bestim-
mungsgleichung fiir A~. Sie wird mit einem lokalen NEWTON-RAPHSON-Verfahren
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iterativ angenihert, wobei der Startwert Ay(®) = 0 gesetzt wird. Die Iterationsfolge
fiir Kk = 1,2, ... berechnet sich nach der Vorschrift:

_ F(AY*Y)
F'(ArytE=1)

2 (4)
gK, a(@ (t+At))

(5.88)
mit  F'(AyF D) = —24 —

Das NEWTON-RAPHSON-Verfahren weist in der Nédhe einer Nullstelle eine quadrati-

sche Konvergenz auf, die nur wenige Iterationsschritte zur Berechnung des gesuchten
Wertes A~ erfordert. Als Abbruchkriterium wird das Erfiillen der FlieBbedingung
gewahlt.

|F(Ay™)| < Tol (5.89)

Der gesuchte Spannungstensor berechnet sich nun durch die Vorschrift

——1

G
(5.90)

—QMA’y(k)G Ile()

ralite (1) QI (%)
S(H_At) =k G sphe(t+At)G —i—deVS Ny

(t+At)

Es wird deutlich, dass der RADIAL-RETURN-Algorithmus implizit konsistent und ohne

weitere Bedingungen stabil ist, da der gesuchte Spannungstensor §8)+ aq) die aktuelle
FlieBbedingung in (5.86) zum Zeitpunkt (¢t + At) erfiillt.

Mit Hilfe der Definition in (5.80) ldsst sich nun mit Gleichung (5.90) der konsistente

Tangentensteifigkeitstensor (_:epgil At) aus der folgenden Gleichung berechnen.

(1) QT (%)
E (i) 8tr€(t+At) G_l OdevS (t4+At)
Puran T3 o  0F TG
Et+At) Et+A0)
(k) ong'” ddevs' "V
s OAYT % () 4 AL®) NSi+at) (t+At)
H 9 a=(i) S(t+At) v ad STr() ’ 9 (2)
€(t+ar) ev (t+At) Et+ae)
(5.91)

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (5.83), (5.85) und (5.86) ergibt sich der ak-
tuelle konsistente Tangentensteifigkeitstensor zum Zeitpunkt (¢ + At) nach der Dar-
stellung von SiMO [87] zu:

= (i) ral - (4) = (9)
CeP(H—At) sphC + ®(t+At) devC — 24 @(t+At) S(t+ar) @ DS54 A
(k)
mit ©0 =1 _ __ ZHEY
(t+At) — ()
|G devS (t+At)|| (5.92)
Ko@) an)\
(%) (t+At) (4)
Of2an = (1+ 550 ) (1o,

Fiir Scheiben mit einem ebenen Spannungszustand wurde dieser Algorithmus von
SIMO in [86] entwickelt.
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5.7.3 Matrixformulierung des Newton-Raphson-Verfahrens

Fiir eine iterative Losung des nichtlinearen Gleichungssystems werden die Kompo-
nenten des Verschiebungsvektors Au, die in dem Vektor [Au] enthalten sind, mit den
gleichen Ansatzfunktionen approximiert, mit denen auch der Vektor [u] angen&hert
wurde.

[Au] = [NL] - [Au™"] = [Nu] - [T] - [N] - [Aa] (5.93)

Der Vektor der Verschiebungen des (7)-ten Iterationsschrittes zum Zeitpunkt (¢+ At)
lautet also

[ a = []GTRy + [Au)
= [N+ [T] [N] - ([a]{(;Z,, + [Aa)) (5.94)

= [Nu]- [T] - [N] - [a] () -
Fiir die Lastvektoren aus Volumen-, Fldchen- und Randlasten wird vorausgesetzt,
dass alle Lasten fiir das NEWTON-RAPHSON-Verfahren mit dem gleichen Lastkoef-
fizienten A;4a+) anwachsen. Er gibt den prozentualen Anteil der Gesamtbelastung
an, der zum Zeitpunkt (¢t + At) auf das System wirkt. Die Iterationsfolge fiir die
Koeffizienten des Verschiebungsvektors zum Zeitpunkt (¢ + At) lautet:

(4) — [41(—1)
[a] (i} an = (@ +[Aa]

— T 1—1 - T i—1 (595)
> ola)™ - [kepl Ry - (A0 = D 0lal™ - (Aaran [f] — el 12y )

. i sm hsm 7 sm
mit [k, = / / B" / T4, - [B"™) VA dé dy

[f] = [fv]+ fo]+[fR] (5.96)
[fep(ir ey = / / B / [fep]™ - [S105 R, dC VA dé dy .

(i—1)
(t+At)

und die dazugehorige Matrix [f.,]”, sowie die tangentiale Steifigkeitsmatrix des hier-

—hsm.(;—
archischen Schalenelementes [C., ]Et +1A)t)
Der Spannungsvektor ist weiterhin symmetrisch und enthélt sechs unabhéngige kon-
travariante Komponenten bezogen auf die Mittelflache der Schale. Zum Zeitpunkt
(t + At) lautet er fiir den (¢ — 1)-ten Iterationsschritt:

Fiir die Auswertung dieser Iterationsfolge werden der Vektor der Spannungen [§]

benotigt.

(i—1) 11(i—1) 522(i—1) 533(i—1) S12(i—1) S13(i—1) 523(i—1) T
[S](H—At) (S (t+At) S (t+At) S (t+At) S (t+A1) S (t-+At) S (t—|—At)) :

(5.97)
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Mit dem Faktor fe,(i) aus Gleichung (5.79) ist die Matrix [fep]” definiert, mit der

nun der residuale Lastvektor [fep]g:g +) durch eine numerische Vorabintegration tiber
die Dicke bestimmt werden kann.

0 1 nk+1
o) = (1fen] [fen] - Thonl)
fopk) 0 0 0 0 0
0  folk) 0 0 0 0
| o 0 fuolk) O 0 0 (5.98)
mit - [fe] = | 0 0  folk) 0 0
0 0 0 0 fep(k) 0
0 0 0 0 0 fopl(k)

Dieser Faktor wird auch fiir die Aufstellung der tangentialen Steifigkeitsmatrix des
hierarchischen Schalenelementes benétigt.

~hsm,(i—1)

[Cep ](t+At):

0) [Cep) 7Y 1) [C.,] 7Y 4 1) [C.. 16D
fen( )[_EP}EHM) fen( >[_ep}gé+m) fep(nk + >[_ep15¢+At)
Fer(1) [Cenl (s Ky Fer(2) [Cepl (s Ky Fep(nk +2) [Cepl(y Ry

Fup(nk +1) CaplC0, fuplnk +2) [Cupli Y fep(2(nk +1)) [Cep](y, X
ep epl(t+At) ep ePl(t+At) €p ePI(t+AL)
(5.99)

(i—1)
(t+A¢)
Gleichung (5.96) berechnet werden. Fiir die numerische Integration wird die GAUSS-

Quadratur aus Abschnitt 5.6 gewahlt. Es wird deutlich, dass die Integration iiber die
Schalenmittelfliche und die Dicke der Schale geschachtelt sind. Bei einer Berechnung
der Elementsteifigkeitsmatrix muss also an jedem Gauflpunkt der Schalenmittelfliche
die numerische Integration iiber die Dicke der Schale nur einmal durchgefiihrt wer-
den. Die zeitintensive Matrizenmultiplikation des Ausdruckes [B]” - [C] - [B] wird
also nur fiir die Gaulpunkte der Schalenmittelfliche durchgefiihrt. So bewirkt eine
Erhohung der Gauflpunktanzahl in Dickenrichtung auch keinen erheblich gréfleren
Rechenaufwand.

Mit Hilfe dieser Steifigkeitsmatrix kann die Elementsteifigkeitsmatrix [kep] in

Bei Volumenelementen hingegen, die in ihrer Elementformulierung eine Integration
iiber das gesamte Volumen enthalten, muss die Matrizenmultiplikation [B]” - [C]-[B]
fiir jeden GauBpunkt des Elementes durchgefiihrt werden. Die Rechenzeit einer Ele-
mentsteifigkeitsmatrix eines Volumenelementes ist also etwa um die Anzahl der Gauf}-
punkte in Dickenrichtung grofler als die Rechenzeit der Elementsteifigkeitsmatrix ei-
nes hierarchischen Schalenelementes. Bei zunehmender Gauflpunktanzahl iiber die
Dicke der Schale wéchst die Rechenzeit fiir Volumenelemente linear an, wobei sie
bei hierarchischen Schalenelementen fast konstant bleibt. Dies wurde anhand des
7-Parameter-Schalen- und Volumenelementes von RAMM in [15] gezeigt.

Die [B]-Matrix der hierarchischen Schalenelemente wéchst mit steigender Modell-
nummer an. Fiir Volumenelemente hingegen bleibt sie bei steigendem Polynomgrad
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iiber die Dicke konstant. Daher ist der Vorteil der Vorabintegration fiir eine nied-
rige Modellnummer nicht vorhanden. Um den Spannungsverlauf in Dickenrichtung
fiir ein nichtlineares Materialverhalten zu erfassen, werden mehr Gauf3punkte iiber
die Dicke benoétigt als fiir ein lineares Materialverhalten. Folglich sind hierarchische
Schalenelemente bei inelastischen Materialverhalten effektiver als Volumenelemente.

5.7.4 Matrixformulierung des Radial-Return-Algorithmus

Fiir jeden Gauflpunkt iiber die Schalendicke muss der Spannungsvektor [§]Ei;2t)
(i—1)

(t+ap Wit Hilfe des RADIAL-RETURN-
Algorithmus bestimmt werden. Hierfiir wird zunéchst mit den aus Gleichung (5.95)

und die tangentiale Steifigkeitsmatrix [C.p]

berechneten Koeffizienten [a]( i+a¢) der Vektor der Gesamtdehnungen fiir den aktu-
ellen GauBpunkt berechnet.
1 —hsm1(z hsm i
Elthan = Nel - Y710 sy = Nl - BY7] -l (5:100)
Die Eintrdge der Matrix [Ng] werden fiir den aktuellen Gauflpunkt mit ( = (¢~
ausgewertet.

Ein Hilfsvektor der Dehnungen wird zu [€{"] definiert, der sich aus der Differenz der

Gesamtdehnungen [g]'” und den irreversiblen Dehnungen [€;]) zum Zeitpunkt

(t+At)
(t) zusammensetzt.

&) = [ ar) — Eil
(a0 . (5.101)
mit  [€:]@) = Eim1r Fiwzz Ei)ss  28imiz 28wz 28i(r)23)

Mit Hilfe dieses Dehnungsvektors wird der deviatorische Anteil des Trial-Spannungs-

vektors [deVST’"]( t)+ Ay berechnet. Hierbei wurden die in Gleichung (3.21) enthaltenen

Nulleintrége schon beriicksichtigt.

dev8™1, pp = 20(67) - (1)~ ([G']7 - [EF)) - [G 7))
Gll Gll G12 G12 0 Gll G12 0 0
G12 G12 G22 G22 0 G12 G22 0 0
— 0 0 1 0 0 0
mit [G'] =
Gll G12 G12 G22 0 %(Gll G22 + G12 G12) O 0
0 0 0 0 %GE %GZ
1 1
0 0 0 0 g2 lg

[G—l]:(Gn G2 1 g2 o O)T
(5.102)
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In der Fliebedingung in Gleichung (5.86) wird die Norm des deviatorischen Anteils

der Trial-Spannungen verwendet, die in der Variablen F' NEZ— At definiert ist.

(2) r r
FN(t+At) \/[deVST ]T(t+At) [GMat] [deVST ](t—l—At)

G11 G111 Gi12G12 0 2G11 G2 0 0
Gi12G12  Ga2G22 0 2G12Ga2 0 0
. — 0 0 1 0 0 0
it [Gaser] = 2G11 G2 2G12Ga2 0 2(G11 G2z + Gi2 G12) 0 0
0 0 0 0 2G11 2Gi2
0 0 0 0 2G12 2Ga22

(5.103)

Nachdem mit Hilfe eines lokalen NEWTON-RAPHSON-Verfahrens in Gleichung (5.88)

iterativ der Wert Ay® bestimmt wurde, kénnen die interne Variable ag t)+ A t), die ge-

suchten Spannungen [S]( i+ A und die tangentiale Steifigkeitsmatrix [ ep]( i+ A Deu

berechnet werden. Hierfiir wird der normierte Spannungsvektor [ﬁg]( 4 Ap) penotigt.

= 1(9) 1 g (
[nS](H-At) Fy (3) [devS ](t—|—At) (5.104)
N (t+At)
Die interne Variable berechnet sich zu
) _ (k) 2
XAt = O‘(t) + Ay \/5 (5.105)
und der inelastische Dehnungsvektor folgt aus
k
[82](t+At) [81]('[5) + A’Y( ) [GMat] . [ ]Et)—FAt) (5106)
Aus dem sphérischen Anteil der inelastischen Dehnungen kann der Spannungsvektor
[S]E;)Jr Ay Derechnet werden.

[g]&m) =K [élT/Ilat] [Sphe](H-At) + [deVSTT](tJrAt) 2p Aly( : [nS](t—i—At)

mit s phe](t+At) ([G_l] & ](t+At)) G]
GH Gl oogllg22 gt gilg2 o o
GUlo22 22022 G2 G222 g O
[G&lat] - 1(1;1112 52222 112 1C2;12 12 -
GG GG G GG 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O

[Gl=(Gu G2 1 2Giz 0 0)
(5.107)
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Fiir den Prediktorschritt des ersten Ite@tionsschrittes des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens
wird die elastische Steifigkeitsmatrix [C] fiir jeden GauBBpunkt verwendet.

S8
o o @ o oo U U
I =

0
0
0
0
0

i
S 0O
I 3

)\Gll ()\+2M)G11 G12
)\G22 ()\ + QM)GIQ G22
(A+2p) AG'?
)\G12 ()\ + M)G12 G12
0
0

)\ Gll G22
+2,U/ G12 G12
()\ _|_ 2M)G22 G22
)\ G22
()\ _|_ 2M)G12 G22
0
0

()\ _|_ 2,LL)G11 Gll
)\Gll G22
+2G" G
)\Gll
()\_|_ 2M)G11 G12
0
0

1) (5.108)

Zum Schluss wird noch die tangentiale Steifigkeitsmatrix [@K_:ep]gz_ Ar) an jedem Gauf}-
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punkt iiber die Dicke der Schale mit der folgenden Gleichung bestimmt.

C. 1 — C (4) Cl — 0@ =_1(%) = _17(%)
[Cep](t+At) = [sphC] + @(t+At) [devC] — ®(t+At) 2p [ng](tJrAt) - [ng] (t+At)

mit
Gll Gll Gll G22 Gll Gll G12 O O
Gll G22 G22 G22 G22 G12 G22 0 0
. Gll G22 1 G12 0 0
[sphC| = & 11 ~12 12 22 12 12 12
GG G*“G G G*G 0 O
0 0 0 0 0 O
\ 0 0 0 0 0 O
2 Gll Gll G12 G12 1 Gll 2 Gll G12 0 0
( 3 1 Gll G22 3 3
3
G12 G12 % G22 G22 _% G22 % G12 G22 0 0
1 Gll G22
3
o 1 Gll 1 G22 2 1 G12 0 0
[devC] = 2 3 3 3 3
% Gll G12 % G12 G22 _% G12 %(Gll G22 0 0
_'_% G12 G12)
0 0 0 0 1GHt 1Gh?
0 0 1G? 1g*
(k)
@) _q_2pAy
@(t+At) =1- ()
N (t+At)
~ () . 1 (—wa® 3\ L )
@(H_At) = (1—}—@ (h—l—w(aoo—ao)e (t+At) )) —@(t+At)

(5.109)
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6 Numerische Untersuchungen

Das in Abschnitt 5 hergeleitete hierarchische Schalenelement ist in das p-FE-Pro-
grammsystem AdhoC, das von KRAUSE in [56] entwickelt und von weiteren Mitar-
beitern von RANK ausgebaut wurde, implementiert. In diesem Abschnitt soll das
Element iiberpriift und auf seine Leistungsfahigkeit getestet werden. Es werden zahl-
reiche Beispiele mit elastischem und plastischem Materialverhalten untersucht und
mit Ergebnissen aus der Literatur verglichen. In manchen Féllen stehen analytische
Losungen zur Verfiigung. Ist dies nicht der Fall, so werden numerische Lésungen aus
der Literatur verwendet, die meist nur die Ergebnisse der Verschiebungen beinhal-
ten. Konvergenzstudien in der Dehnungsenergie, aus denen die exakte Losung der
Dehnungsenergie extrapoliert werden kann, sind selten zu finden. Ausgehend von der
Konvergenz des hierarchischen Schalenelementes bei steigendem Polynomgrad und
steigendem Modell zur dreidimensionalen Lésung des Problems wird daher eine Re-
ferenzlosung fiir eine hohe Auflosung des Problems bestimmt. Fiir die Ermittlung
des relativen Fehlers in der Energienorm mit

[[uex — urg||

(6.1)

ler || 5@ [uex||
wird diese Referenzlosung als Naherung der Losung ugx verwendet. Um ein gu-
tes Konvergenzverhalten zu erzielen, miissen Singularitdten und Randeffekte, die im
Weiteren Layereffekte genannt werden, aufgelost werden, da diese Bereiche einen
groflen Teil der Dehnungsenergie speichern. Eine hp-Verfeinerung eliminiert diese
Effekte aus dem Inneren des Berechnungsgebietes, sodass der relative Fehler in der
Dehnungsenergie eine exponentielle Konvergenz aufweist. Layereffekte konnen bei
Schalen durch die gegebene Geometrie, das gewéhlte Modell und die Art der Lage-
rung entstehen. Thre Breite ist fiir die jeweilige Geometriebeschreibung vorwiegend
von der Dicke der Schale abhéngig [66, 81].

Schalenelemente weisen bei einer zu geringen Approximation des Verschiebungsfel-
des viele unterschiedliche Versteifungsarten auf. Der Ansatz der Verschiebungen kann
das gegebene Problem nicht mehr hinreichend abbilden und die Ergebnisse in den
Verschiebungen sind zu klein. Diese Versteifungen werden ’'Locking’ genannt und
sind ein rein numerischer Defekt der Elementformulierung. Im Folgenden wird ge-
zeigt, dass die p-Version der Finite-Element Methode das SHEAR-, MEMBRANE- und
VoLUME-Locking mit der Erh6hung des Polynomgrades automatisch iiberwindet.

In der Literatur werden héufig Zylinder- oder Kugelschalen unter Einzellasten berech-
net und die Verschiebungen unter den Lastangriffspunkten verglichen. Einzellasten
stellen jedoch eine Singularitdt dar und die Losung der Verschiebung strebt, wie von
PITKARANTA in [45] gezeigt, an dieser Stelle gegen unendlich. Solche Beispiele stellen
also keine sinnvollen Studien dar und sind aus diesem Grund in dieser Arbeit nicht
beriicksichtigt worden.
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Des Weiteren werden in der Literatur iiblicherweise Beispiele mit diinnen Schalen
betrachtet, bei denen die Kinematik iiber die Dicke anndhernd der NAGHDI Theorie
in [59] folgt. Fiir die Uberpriifung hoher hierarchischer Schalenmodelle, die bei dicken
Schalen auftreten, wurde kein vergleichbares Beispiel gefunden. Das Modellverhalten
und das auftretende POISSON-THICKNESS-Locking wird daher im ersten Abschnitt
anhand einer Konvergenzstudie gegen die KIRCHHOFF-LOVE Theorie iiberpriift.

6.1 Poisson-Thickness-Locking

In der Einleitung des Abschnittes 4 wurde das POI1SSON-THICKNESS-Locking ausfiihr-
lich erlautert. Hier noch einmal eine Kurzdefinition:

Ein Schalenmodell mit einem gegebenen Spannungszustand kann die korrespondie-
renden Dehnungen nicht abbilden.

Aus der theoretischen Modelldiskussion des Abschnittes 4 ging hervor, das sowohl
bei den vollstindigen als auch bei den reduzierten Modellen der Biegespannungs-
zustand aus Randlasten der mafigebende Fall ist. Sollen die Randbedingungen des
Spannungsverlaufes in Dickenrichtung der Schale erfiillt sein, so kann das POISSON-
THICKNESS-Locking erst fiir das Modell 3 bzw. Modell (3,3,4) vollsténdig tiberwunden
werden (siehe Abschnitt 4.8, Tabelle 4.2). Der Biegespannungszustand aus Flichen-
last hingegen konnte schon mit dem Modell 2 bzw. Modell (2,2,3) abgebildet werden.

Fraglich ist nun, ob die Existenz der konstanten bzw. linearen Normaldehnung in
Dickenrichtung ausreicht, um bei einer numerischen Untersuchung der einzelnen Mo-
delle die jeweiligen Belastungsfille abzubilden. Der mafigebende Fall des Biegespan-
nungszustandes aus Randlasten konnte dann schon von dem Modell 2 bzw. Modell
(2,2,3) abgebildet werden (siche Abschnitt 4.8, Tabelle 4.1). Hierfiir sollen nun der
Biegespannungszustand aus Rand- und Flichenlasten untersucht werden. Auf die
Untersuchung der Membranspannungszustinde wird verzichtet, da ein Modell, das
einen linearen Spannungsverlauf iiber die Dicke darstellen kann, auch einen konstan-
ten Verlauf abbilden kann.

In diesem Abschnitt werden zwei Beispiele als Benchmark fiir das POI1SSON-THICK-
NESS-Locking ausgewéhlt. Beide bestehen aus einem unendlich langen Zylinderseg-
ment, aus dem ein Teilabschnitt mit entsprechenden Symmetrierandbedingungen be-
rechnet wird. Das erste Beispiel ist mit einer symmetrischen Randbiegung belastet
und das zweite mit einer symmetrischen Flichenlast. Durch die Symmetrierandbe-
dingungen an drei Rdndern des Berechnungsgebietes entstehen keine Layereffekte, so
dass fiir beide Beispiele das Berechnungsgebiet mit nur einem Element der p-Version
diskretisiert werden kann. Nachteilig ist jedoch, dass diese Beispiele keine doppelt
gekriimmte Geometrie haben. Fiir die untersuchte Zylindergeometrie ergibt sich eine
Hauptkriimmung zu null, wodurch Vereinfachungen in den Gleichungen des hierar-
chischen Schalenelementes entstehen. Daher sind die numerischen Ergebnisse nicht
direkt mit den analytischen aus Abschnitt 4 zu vergleichen.
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6.1.1 Biegespannungszustand aus Randlasten
6.1.1.1 Unendlich langes Zylindersegment mit Randbiegung

Fiir das in diesem Beispiel gewéhlte unendlich lange Zylindersegment liegt ein ebener
Verzerrungszustand in z-Richtung vor, der mit den entsprechenden Randbedingungen
an den Elementréindern parallel zur xy-Ebene erfasst wird. Aus Symmetriegriinden
zur xz-Ebene kann die Hélfte eines Teilabschnittes diskretisiert werden. Das Netz
besteht aus einem Element in der Mittelfliche der Schale. Untersucht wird die Ver-
schiebung der Mittelfldche in z-Richtung fiir den Punkt A, der in der Mitte der be-
lasteten Kante liegt, und die Spannungsverteilung in Dickenrichtung fiir den Punkt
E der Schalenmittelfliche. Auftretende Layerbereiche sind fiir die Auswertung dieser
Ergebnisse zu vernachléssigen.

a = 30° ag = 20°
L=05m Lp=03m

R=1,0m
E=21-10°5;
v=20,3
k=10

Symmetrie zur xzz-Ebene:

Us =0 , 1y, =0 fir k=0 bis nk

Symmetrie zur zy-Ebene:
Y %, = 0 fiir k=0 bis nk

Abb. 6.1: Unendlich langes Zylindersegment mit Randbiegung

Der Schubkorrekturfaktor k wird fiir alle Modelle zu 1,0 gesetzt, da das reine Ver-
halten der Modelle betrachtet werden soll. Dieses Beispiel ist als Benchmark in [40]
mit einem Radius-Dickenverhéltnis von 100 und einer Belastung von 6,0 - 10* vorge-
schlagen.

e 5 25 100 5000
h [m] 0,2 0,04 0,01 0,0002
1

T [XN] | 1,2-10° | 24-10° | 6,0-10* | 1,2-10°

Tab. 6.1: Belastungen und Dicken der verglichenen Systeme

Die wirkenden Randbiegespannungen werden in Abhéngigkeit von der Dicke der
Schale so gewihlt, dass die Losung der Verschiebungen konstant bleibt. Die gewéhlten
Belastungen und Dicken sind in Tabelle 6.1 aufgefiihrt. Fiir diinne Schalen konver-
giert die Losung des dreidimensionalen Problems gegen die KIRCHHOFF-LOVE Theo-
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rie. Folglich miissen alle Modelle, die das P0O1SSON-THICKNESS-Locking nicht enthal-
ten, fiir immer diinner werdende Schalen gegen diese Losung konvergieren. Um die
Konvergenz des hierarchischen Schalenelementes zu untersuchen, werden folgende
Belastungen und Dicken verwendet.

6.1.1.2 Konvergenzbetrachtung der Verschiebungen

Die vier Systeme, die sich mit Abbildung 6.1 und den Werten in Tabelle 6.1 erge-
ben, werden mit einem Element und einem Polynomgrad von p = 6 des reduzierten
Ansatzraumes fiir die vollstdndigen Modelle 0 bis 3 untersucht. Auf die numerische
Untersuchung der reduzierten Modelle wird verzichtet, da sich aus der theoretischen
Diskussion in Abschnitt 4.8 ergab, dass die Reduktion keine Einsparung von Frei-
heitsgraden und somit auch keine Einsparung an Rechenzeit ergibt.

Fiir eine Konvergenzstudie wird die Verschiebung des Punktes A in z-Richtung be-
trachtet. Wie aus Abbildung 6.2 gut ersichtlich ist, zeigen die Modelle 0 und 1 eine
Versteifung auf. Modell 0 zeigt ein unendlich steifes Verhalten, da die Durchbiegung
fiir jedes untersuchte System verschwinden. Modell 1 hingegen berechnet fiir dicke
und diinne Schalen eine zu kleine Verschiebung. Eine Ausschnittvergrofierung von
Abbildung 6.2 ist in Abbildung 6.3 gezeigt. Hieraus ist ersichtlich, dass die Modelle
2 und 3 fiir immer diinner werdende Schalen zur gleichen Lésung konvergieren.

Mit Modell 6 und einem Polynomgrad von p = 10 des reduzierten Ansatzraumes wird
fiir jedes der vier Systeme in Tabelle 6.1 eine Referenzlosung der Verschiebung im
Punkt A berechnet. Hiermit lésst sich der relative Fehler der Verschiebung ermitteln,

_8 1 1 1 IIIIII 1 1 1 IIIIII 1 1 1 IIIIII 1 1 rrrrrr
ra . < ST - PN . R —————— - R
mi 6= Y=o - X----~- R X ]
> 5 -
bl
v -4 -
o3
0 3 Modell 0 —— —
: LL Modell 1 =-X-- |
= Modell 2 - - ¥ - -
2ol Modell 3 -+
~ ok + : : o
1 1 1 1 IIIIII 1 1 1 IIIIII 1 1 1 IIIIII 1 1 Ll LLLIl
1 10 100 1000 10000
Verhiltnis £ [-]

Abb. 6.2: Verschiebungskonvergenz der Modelle im Punkt A
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_7.22 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 LI
n Modell 2 --% --
) 7.2 ¥. Modell 3 ---E3-- 7
c? -7.18 ‘\:'.“ —
o '
i “_‘
o -7.16 w -
o3 v
o0 v,
= -7.14 3 —
Q v,
R s
5 -7.12 . —
.
> 71 e -, i —
_7.08 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 L1 L 111l
1 10 100 1000 10000
Verhéltnis £ [-]
Abb. 6.3: Ausschnitt aus Abbildung 6.2
1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 rrrrrrn
= 100 l I I o
o 10 X-==-- e i Sl X _
SPS
- i
S 0.1 ﬁlj . —
% ‘e * s ~
% 0.01 o % —
S ALY
-~ 0.001 & |
©  0.0001 Modell 0 —+— ™. Tt~ -
5} o NC . . Sel .
% 1e-05 Modell 1 X E ........... ... . _
s Modell 2 --%-- el -
E te-06 Modell 3 B el ﬁ )
1e_07 1 L1 IIIIII 1 L1 IIIIII 1 L1 IIIIII 1 L1 LLLl
10 100 1000 10000
Verhiltnis £ [-]

Abb. 6.4: Konvergenz des rel. Fehlers der Verschiebung im Punkt A
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der in Abbildung 6.4 doppeltlogarithmisch aufgetragen ist. Modell 0 ergibt einen
konstanten Fehler von 100% und Modell 1 von ca. 20%. Das Modell 2 weist schon fiir
die dickste Schale mit einem Radius-Dicken-Verhé&ltnis von 5 : 1 einen relativen Fehler
in der Verschiebung von nur 0,27% auf. Modell 3 erzielt einen Fehler von 0,14% fiir das
gleiche System. Der Fehler in der Verschiebung zeigt eine algebraische Konvergenz fiir
diinner werdende Schalen. Grund dafiir ist, dass bei diinnen Schalen die Kinematik
itber die Dicke mit niedrigeren Modellen immer besser angendhert werden kann, da
die exakte dreidimensionale Losung sich immer mehr der KIRCHHOFF-LOVE Theorie
anndhert.

6.1.1.3 Konvergenzbetrachtung der Spannungen iiber die Dicke

Fiir die Konvergenzbetrachtung der Spannungsverldufe im Punkt E iiber die Dicke
der Schale werden die Systeme mit den Radius-Dicken-Verhéltnissen von 5 : 1 und
5000 : 1 untersucht. Hier soll gezeigt werden, dass der Spannungsverlauf in Dicken-
richtung ©? fiir diinne und dicke Schalen gut abgebildet werden kann. Die Span-
nungen sind in Zylinderkoordinaten gegeben, wobei ¢ die Umfangsrichtung, z die
Richtung der Rotationsachse und r die Dickenrichtung der Schale beschreibt. Die
Ergebnisse der Spannungen in Abbildung 6.5 und 6.6 sind mit der Dicke h der Schale
normiert, um vergleichbare Werte fiir die beiden ausgewéahlten Systeme zu erhalten.

Die Ergebnisse in Abbildung 6.5 und 6.6 zeigen, dass der Spannungsverlauf S, iiber
die Dicke fiir diinne und dicke Schalen ab dem Modell 1 gut abgebildet werden kann.
Fir R/h = 5 ergibt sich ein leicht quadratischer Verlauf iiber die Dicke, der fiir
R/h = 5000 linear verlduft.

In dem unendlich langen Zylindersegment liegt ein ebener Verzerrungszustand in z-
Richtung vor, wodurch sich die Spannung S.. in Richtung der Rotationsachse zu
v - Sy, ergeben muss. Ab dem Modell 2 wird diese Bedingung fiir beide Radius-
Dicken-Verhéltnisse gut approximiert.

Die Spannung S, muss sich an der Ober- und Unterseite der Schale bei 03 = j:%
zu null ergeben, da in diesem Beispiel keine Fldchenbelastung vorhanden ist. Diese
Bedingung wird ab dem Modell 2 hinreichend erfiillt.

Durch den ebenen Verzerrungszustand in z-Richtung ergeben sich die Verzerrun-
gen €., und €4, zu null, wodurch sich die Spannungen S, und S,. fiir ein linear-
elastisches Materialverhalten zu null berechnen. Alle Modelle kénnen diese Bedin-
gung fiir diinne und dicke Schalen erfiillen, da die gewahlten Randbedingungen einen
ebenen Verzerrungszustand bewirken.

Die Schubspannung S, muss sich an der Ober- und Unterseite der Schale bei ©° =
:i:% zu null berechnen, da die Schale keine Flachenschubbelastungen erfiahrt. Diese
Bedingung kann bei beiden Radius-Dicken-Verhéltnissen erst fiir das Modell 3 erfiillt
werden. Sollen bei diesem Beispiel alle Spannungsverlaufe iiber die Dicke der Schale
die gegebenen Spannungsrandbedingungen erfiillen, so ist der Spannungsverlauf S,

fiir die Modellwahl mafigebend.



138

6 Numerische Untersuchungen

Ser/h - 10* [kN/m?]

| | |
— Modell 0 —

Modell 2 - - -
— Modell 3 =

Il\l

8
6
4 Modell 1 ==
2
0

0.1

5 |
4 = Modell 0 —
3 Modell 1 ==~
9 Modell 2 - -
) [~ Modell 3 -

3 .
.
......
-------

|
Modell 0 —
Modell 1 ==
Modell 2 - -
Modell 3 ----

-
~ .

S, /h [kN/m?] S../h-10° [kN/m?]

Sar/h [KN/m?]

| | |
Modell 0 —

[~ Modell 3 - st

Modell 2 - - /: .

3
2" Modell 1 -- .
1 »
0

0.1

Modell 0 —
| Modell 1 =~
Modell 2 - -
Modell 3 ----

0.5

-0.5 -

1 | | |
0.1 -005 0 005

6% [m]

0.1

1 I I I

Modell 0 —
| Modell 1 =~
Modell 2 - -
Modell 3 ----

<
o

Abb. 6.5: Spannungsverldufe fiir R/h = 5 im Punkt E

0.1



6.1 POISsON-THICKNESS-Locking

139

S NN =~ O 0o

| Modell 1 -- e

| | |
Modell 0 —

Modell 2 - -
Modell 3 -+ ~

o
o = N

Sy /h - 10° [kN/m?]

oo

o

2.5
2
1.5
1
0.5
0
-0.5

Syr/h - 10* [kN/m?]

-0.0001-5e-05 O

0.1

0
-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
N 0.6

or/h - 10% [kN/m?]

-0.0001-5e-05 O

-0.0001 -5e-05 0

5¢-05 0.0001
©° [m]

| |
Modell 0 —E
— Modell 1 ==1
Modell 2 --!

[~ Modell 3 -+

T T L

5e-05 0.0001

67 [m]

Modell 0 —
Modell 1
Modell 2
Modell 3 ----

L
------------

. .
--------

5e-05 0.0001
©? [m]

—

kN /m?
—

fu—

| Modell 0 — -7

Modell 1 =~ R

| Modell 2 - - PR
Modell 3 -+ -7

106

= -1
2
3

S../h

-0.0001 -5e-05

-0.5

S, /h [kN/m?]

-1

-0.0001-5e-05 O

e
o

S.r/h [kN/m?]

-1

-0.0001-5e-05 O

0 5e-05 0.0001

©° [m]

Modell 0 —
| Modell 1 =~
Modell 2 - -
Modell 3 ----

5e-05 0.0001
6% [m]

Modell 0 —
| Modell 1 -~
Modell 2 - -
Modell 3 -

5e-05 0.0001
6% [m]

Abb. 6.6: Spannungsverldufe fiir R/h = 5000 im Punkt E



140

6 Numerische Untersuchungen

6 | | |
‘ Modell 0 —
[, Modell 1 -- Kl
. K
Modell 2 - -
—4 "~ Modell 3 - ~ —
= -\ ode ®
g ~ o /
~ L . '.'. ///
L~ ~ K ’ —
E 3 \\\ “s, '.' ,/
\\ \\ '.c //
Ne) ~ ~ K ’
(@)} ~ ‘.’ 7
9 = ~ K 7 —
. S N K4 7’
< \\ '~‘ '.o //
= ~ \\ K 4
> \\ "s, .o" //,
n 1 L \\ s\ '.' , =
N R
S -
\<‘. .'./
N,
O e
| | |
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
©? [m]
Abb. 6.7: vON MISEs Vergleichsspannung fiir R/h = 5 im Punkt E
6 | | |
X Modell 0 — R
> Kot
5 N Modell 1 -~
‘0 "0
\.~ Modell 2 - - ,."'
‘\ s -
F4 — . Modell 3 - L
E N .o‘
N R4
~ ~ S # P
~ A3 ¢ 7
5 3 F \\ "s. .x' /// -
-~ A S - Re 7
N . R4 7
© Se N ~ e
S ~ R4 -’
2 ~ R e -
. ~ 3 R4 rd
~ -~ R4 I
< ~ s,x '.o //
\P ~ . o"‘ //
. o e
ni \\ ~’s, o ,/ —
~ -, 7
S, ¢ -
\\s. ¢
KNS
O Q"O/
| | |
-0.0001 -5e-05 0 5e-05 0.0001

Abb. 6.8: vON MISES Vergleichsspannung fiir R/h = 5000 im Punkt E



6.1 POISsON-THICKNESS-Locking 141

Meist ist bei einer Berechnung jedoch nur die gute Abbildung der vON MISES Ver-
gleichsspannung S, erforderlich, wie es bei einem nichtlinearen Materialverhalten
benotigt wird. Aus einem Vergleich des Maximalwertes der Schubspannung S, mit
denen der Normalspannungen S,, und S.. ergibt sich, dass bei dicken Schalen die-
ser um zwei Groflenordnungen und bei diinnen Schalen um vier Gréflenordnungen
kleiner ist. Daher wird die Genauigkeit des Spannungsverlaufes S, nur einen sehr
geringen Einfluss auf die vVON MISES Vergleichsspannung haben. Ausschlaggebend fiir
den Verlauf der Vergleichsspannung iiber die Dicke ist die Approximation der Span-
nungen S,, und S... Aus Abbildung 6.7 und 6.8 wird deutlich, dass ab dem Modell
2 die VON MISES Vergleichsspannung fiir diinne und dicke Schalen gut abgebildet
werden kann. Modell 1 zeigt auch in den Vergleichsspannungen zu kleine Ergebnisse,
was auf das noch vorhandene P0OI1SSON-THICKNESS-Locking zuriickzufiihren ist.

6.1.1.4 Konvergenz des relativen Fehlers in der Energienorm

Fiir jedes der vier Systeme wird mit dem Modell 6 und einem Polynomgrad von
p = 10 eine Referenzlésung der Dehnungsenergie berechnet. Mit den Ergebnissen
in Tabelle 6.2 ldsst sich der relative Fehler in der Energienorm ermitteln, der in
Abbildung 6.9 doppeltlogarithmisch auftragen ist.
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Abb. 6.9: Konvergenz des relativen Fehlers in der Energienorm
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T E) [kNm]

5 5.977029622 - 10"
25 | 4.765302198 - 101
100 | 7.445148842-1073

5000 | 5.956088834 - 10~°

Tab. 6.2: Dehnungsenergie fiir Modell 6 mit p = 10

Fiir das Radius-Dicken-Verhiltnis von 5 : 1 ergibt sich mit dem Modell 2 und 3 noch
ein relativer Fehler in der Energienorm von etwa 2%. Bei diinneren Schalen liegt der
relative Fehler in der Energienorm fiir das Modell 2 und héher unter 1%. Ab dem
Modell 2 verschlechtert sich die Konvergenz des Fehlers bei allen Schalendicken, da
auftretende Layerbereiche an den Réndern des Elementes nicht mehr hinreichend
genau abgebildet werden konnen. Fiir eine weitere Verbesserung muss das Netz an
diesen Stellen verfeinert werden.

6.1.1.5 Ergebnis des langen Zylindersegmentes unter Randbiegung

Aus der Konvergenzbetrachtung der Verschiebung in xz-Richtung im Punkt A ergibt
sich, dass ab dem Modell 2 fiir Zylinderschalen unter Randbiegung das POISSON-
THICKNESS-Locking iiberwunden ist. Diese Modelle kénnen die Systemantwort der
gegebenen Belastung gut abbilden. Um eine gute Approximation der Vergleichs-
spannung iiber die Dicke zu erhalten, ist dieses Modell ebenfalls ausreichend. Sollen
fiir dicke und diinne Schalen alle Spannungsverldufe iiber die Dicke die gegebenen
Spannungsrandbedingungen des Systems einhalten, so muss mindestens das Modell
3 gewihlt werden. Unabhéngig vom untersuchten Radius-Dicken-Verhéltnis wird mit
Modell 2 ein relativer Fehler in der Energienorm von unter 3% erzielt.

Da Zylinderschalen nur eine einfach gekriimmte Geometrie haben ist dieses Ergeb-
nis nicht zu verallgemeinern. Daher ist anzunehmen, dass bei doppelt gekriimmten
Geometrien die minimale Modellnummer hoher liegen kann.

Die Existenz der linearen Normalverzerrungen in Dickenrichtung, die in Abschnitt
4.8 in Tabelle 4.1 aufgefiihrt ist, ist also ausreichend, um das POISSON-THICKNESS-
Locking zu iiberwinden.

6.1.2 Biegespannungszustand aus Fldchenlasten
6.1.2.1 Unendlich langes Zylindersegment mit horizontaler Flichenlast

In diesem Abschnitt wird ein unendlich langes Zylindersegment mit konstanter ho-
rizontaler Flachenbelastung in y-Richtung auf der Oberseite der Schale untersucht.
Das System und die Belastung sind symmetrisch zur zz-Ebene und es liegt ein ebener
Verzerrungszustand in z-Richtung vor, wodurch sich ein analoges Teilsystem zu dem
in Abschnitt 6.1.1 verwendeten ergibt, das in Abbildung 6.10 dargestellt ist. Auch
hier wird nur ein Element berechnet und Layerbereiche werden vernachléssigt, da
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sie keine Auswirkungen auf die Verschiebungen im Punkt A und die Spannungen im
Punkt E haben.

Die horizontale Flachenlast wird an der Oberseite der Schale in das System ein-
geleitet, dort wo sie als reale Belastung der Schale auftritt. Bei vielen géngigen
Schalenelementen werden die Flachenlasten auf die Mittelfliche der Schale aufge-
bracht, sodass kein realitdtsnaher Spannungsverlauf {iber die Dicke erzielen werden
kann. Die Flichenlast in Tabelle 6.3 wurde in Abhéngigkeit zur Dicke der Schale
so gewahlt, dass die Verschiebung im Punkt A fiir immer diinner werdende Scha-
len zur gleichen Losung konvergiert. Auch in diesem Beispiel miissen alle Modelle,
die das Po1ssoN-THICKNESS-Locking iiberwinden, zur Losung der KIRCHHOFF-LOVE
Theorie konvergieren.

042300 aE:20°
L=05m Lg=03m

p = konst.

R=10m
E=2]1-10°X;
v=20,3
k=10

Symmetrie zur zz-Ebene:

Uo =0 , 1y =0 fir k=0 bisnk
L Symmetrie zur xy-Ebene:
i Y 'z]izzofl'ir k = 0 bis nk

Abb. 6.10: Unendlich langes Zylindersegment mit horizontaler Flichenlast

e 5 25 100 5000
h [m] 0,2 0,04 0,01 0,0002
p 53] ]| 8,0-10° | 6,4-10° | 1,0-10° | 8,0-10~*

Tab. 6.3: Belastungen und Dicken der verglichenen Systeme

6.1.2.2 Konvergenzbetrachtung der Verschiebungen

Fiir die Konvergenzbetrachtung der Verschiebungen werden die vier Systeme in Ta-
belle 6.3 mit einem Element, einem Polynomgrad von p = 6 des reduzierten Ansatz-
raumes und den vollstidndigen Modellen 0 bis 3 berechnet.

In Abbildung 6.11 ist die Verschiebung in z-Richtung im Punkt A zur Schlank-
heit R/h der Systeme fiir die verschiedenen Modelle aufgetragen. Modell 0 zeigt
auch in diesem Beispiel ein unendlich steifes Verhalten, da die Verschiebung fiir jede
Schlankheit verschwindet. Modell 1 konvergiert zu einer zu kleinen L6sung, wodurch
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das Po1ssON-THICKNESS-Locking ersichtlich wird. Ab dem Modell 2 ist dieser Ver-
steifungseffekt auch fiir dieses Beispiel in den Verschiebungen i{iberwunden.

Bei zunehmender Schlankheit des Systems tritt ein Vorzeichenwechsel in der Losung
der Verschiebung auf, wodurch deutlich wird, dass in diesem Beispiel dicke Schalen
ein anderes Lastabtragsverhalten im Vergleich zu diinnen Schalen aufweisen. Das im
vorherigen Abschnitt 6.1.1 untersuchte Beispiel zeigt in Abbildung 6.2, dass bei ei-
nem konstanten Randmoment das Lastabtragsverhalten diinner und dicker Schalen
gleich ist, da die Verschiebung nahezu gleich fiir jedes System ist.

Um den relativen Fehler in der Verschiebung im Punkt A zu bestimmen, ist eine
Referenzlosung fiir jedes System mit dem Modell 6 und einem Polynomgrad von
p = 10 berechnet worden. Der relative Fehler in den Verschiebungen ist in Abbil-
dung 6.12 doppeltlogarithmisch zum Radius-Dicken-Verhaltnis aufgetragen. Modell
0 ergibt einen konstanten Fehler von 100% und Modell 1 noch einen Fehler iiber 20%.
Ab dem Modell 2 liegt der Fehler in der Verschiebung fiir die dickste Schale unter
1% und sinkt mit diinner werdenden Schalen algebraisch. Modell 3 erzielt noch etwas
bessere Ergebnisse fiir die ersten 3 Schlankheiten. Auch hier wird deutlich, dass fiir
immer diinner werdende Schalen die Kinematik der KIRCHHOFF-LOVE Theorie an-
gendhert wird, wodurch die Ergebnisse der Modelle bei schlankeren Schalen immer
besser werden.

6.1.2.3 Konvergenzbetrachtung der Spannungen iiber die Dicke

Die in den folgenden Abbildungen dargestellten Spannungsverlaufe sind in Zylinder-
koordinaten definiert, wobei ¢ die Umfangsrichtung, z die Richtung der Rotations-
achse und r die Dickenrichtung beschreibt. Die mit der Dicke h der Schale normierten
Spannungsverliufe sind fiir das Radius-Dicken-Verhiltnis 5 : 1 und 5000 : 1 iiber ©°
im Mittelflachenpunkt E in den Abbildungen 6.13 und 6.14 dargestellt.

Die Normalspannung S, in Umfangsrichtung erzielt fiir diinne und dicke Schalen ab
dem Modell 1 gute Ergebnisse. Der Vorzeichenwechsel des Biegeanteils der Normal-
spannung ergibt sich aus dem unterschiedlichen Systemverhalten dicker und diinner
Schalen in diesem Beispiel, das bei den Verschiebungen néher erlautert wurde.

Durch den gegebenen ebenen Verzerrungszustand in z-Richtung muss sich die Nor-
malspannung S.. = v - S, einstellen. Dies ist ab dem Modell 2 gewé&hrleistet.

Aus der gegebenen Flachenbelastung berechnen sich die Randwerte der Normalspan-
nung in Dickenrichtung zu SM(@3 =— %) =0 und SM(@3 = —i—%) =p-sin 20°. Fiir dicke
Schalen wird diese Bedingung ab dem Modell 2 anndhernd erfiillt. Fiir das Radius-
Dicken-Verhéltnis von 5000 : 1 kann diese Bedingung fiir keines der hier berechneten
Modelle erfiillt werden.

Durch den gegebenen ebenen Verzerrungszustand in z-Richtung berechnen sich auch
hier die Spannungen S., und S,. zu null. Alle Modelle konnen diese Bedingung
fiir diinne und dicke Schalen erfiillen, da die gew#hlten Randbedingungen dieses
Verhalten bewirken.
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Abb. 6.13: Spannungsverlidufe fir R/h =5 im Punkt E
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Abb. 6.14: Spannungsverliaufe fiir R/h = 5000 im Punkt E
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Die Schubspannung S, muss sich an der Unterseite der Schale bei 03 = —% zu null

und an der Oberseite bei O3 = —f—% zu p - cos 20° berechnen. Fiir ein Radius-Dicken-

Verhiltnis von 5 : 1 kann dies nur anndhernd ab dem Modell 2 erfiillt werden und
fiir R/h = 5000 erst ab dem Modell 3.

Auch bei diesem Beispiel wird die vVON MISES Vergleichsspannung untersucht, die fiir
nichtlineare Berechnungen gut iiber die Dicke der Schale abgebildet werden muss.
Aus Abbildung 6.15 und 6.16 ist abzulesen, dass fiir dicke und diinne Schalen der
Verlauf der Vergleichsspannung S, ab dem Modell 2 gut approximiert werden kann.

6.1.2.4 Konvergenz des relativen Fehlers in der Energienorm

Die Referenzlosung der Dehnungsenergie ist fiir jedes der vier Systeme mit dem
Modell 6 und einem Polynomgrad von p = 10 ermittelt worden und in Tabelle 6.4
aufgelistet. Hieraus lédsst sich der relative Fehler in der Energienorm ermitteln, der
in Abbildung 6.17 doppeltlogarithmisch auftragen ist.

2| E€Q) [kNm]

5 3.008879266 - 10°
25 | 4.100495222 - 1071
100 | 1.155928667 - 10~

5000 | 1.115788607 - 107

Tab. 6.4: Dehnungsenergie fiir Modell 6 mit p = 10
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Abb. 6.17: Konvergenz des relativen Fehlers in der Energienorm
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Fiir das Radius-Dicken-Verhéltnis von 5 : 1 ergibt sich mit dem Modell 2 ein relativer
Fehler in der Energienorm von 8% und mit Modell 3 von etwa 3,5%. Dieses Beispiel
kann also fiir sehr dicke Schalen mit den hier ausgewerteten Modellen und einem
Element noch nicht gut erfasst werden. Bei der néchst diinneren Schale berechnet
sich der Fehler fiir Modell 2 zu 2,5% und fiir Modell 3 zu 0,35%. Ab einer Schlankheit
von 100 : 1 kann ab dem Modell 2 in diesem Beispiel ein Fehler in der relativen
Energienorm unter 1% erzielt werden.

6.1.2.5 Ergebnis des langen Zylindersegmentes unter Flichenbiegung

Die Verschiebungen konnen fiir dieses Beispiel ab dem Modell 2 gut approximiert
werden, da der relative Fehler in der Verschiebung in z-Richtung im Punkt A hier
einen Fehler unter 1% aufweist. Ab diesem Modell ist somit das POISSON-THICKNESS-
Locking iiberwunden. Die Vergleichsspannungen iiber die Dicke der Schale zeigen fiir
dieses Modell ebenfalls eine gute Approximation. Falls alle Spannungsverldaufe iiber
die Dicke der Schale die gegebenen Spannungsrandbedingungen fiir dicke und diinne
Strukturen erfiillen sollen, muss ein Modell grofler 3 gewéhlt werden. Dieses Ergebnis
zeigt auch die Untersuchung des relativen Fehlers in der Energienorm, der erst fiir
sehr diinne Schalen ab dem Modell 2 unter 1% liegt.

6.2 Robustheit und Shear-Locking

Das SHEAR-Locking ist ein Versteifungseffekt, der bei biegedominierten Problemen
auftritt, wenn bei diinner werdenden Strukturen das Ergebnis der Durchbiegungen zu
klein approximiert wird. Die Losung konvergiert nach SURI [91] nicht mehr gegen die
KircHHOFF-Losung, die fiir h = 0 die exakte Losung darstellt. Bei der KIRCHHOFF-
Theorie sind die Schubdehnungen in Dickenrichtung der Platte null. Héhere Modelle
beriicksichtigen fiir die Schubdehnungen eine Funktion, die von den zu approximie-
renden Verschiebungen abhéngt. Ist die Approximation des Verschiebungsfeldes zu
gering, so kann sich die Funktion der Schubverzerrungen fiir eine Konvergenz der
Dicke h — 0 nicht zu null einstellen. Das SHEAR-Locking ist also ein rein numeri-
scher Effekt und sollte daher auch mit numerischen Ldsungen behoben werden.

Die h-Version der Finite-Element Methode behebt das SHEAR-Locking durch die re-
duzierte Integration, auch selektive Integration genannt, oder die Assumed-Natural-
Strain-Methode, die auf MACNEAL nach [57] zuriickgeht und von DVORKIN und BaA-
THE nach [33] bei Schalenelementen eingesetzt wurde. Bei der reduzierten Integration
werden die in der Steifigkeitsmatrix storenden Polynomanteile durch eine numerische
Unterintegration herauskondensiert. Die Assumed-Natural-Strain-Methode berech-
net die Schubverzerrungen nicht an den Knoten, sondern an ausgesuchten Punkten,
die ein korrektes Ergebnis liefern, und interpoliert diese Ergebnisse auf die Knoten.
Die ANS-Methode und die selektive Integration stellen einen Eingriff in die theore-
tische Beschreibung des Elementes dar, da die Steifigkeitsmatrix verdndert wird.
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Bei der p-Version der Finite-Element Methode wird die theoretische Problembeschrei-
bung nicht gedndert. Da eine zu geringe Approximation des Verschiebungsfeldes das
SHEAR-Locking verursacht hat, wird diese erhoht. Es hat sich gezeigt, dass bei einem
REISSNER-MINDLIN-Plattenelement ab einem Polynomgrad von p = 4 bis 5 kein Ver-
steifungseffekt mehr vorhanden ist [68]. Fiir hohere Modelle hat ODEN gezeigt, dass
sich das SHEAR-Locking in dem Grad der Auswirkung nicht verdndert, das heif3t, auch
fiir hohere Modelle ist ein Polynomgrad von p = 4 ausreichend [26]. Die Erhchung
des Modells hat ebenfalls keine positiven Auswirkungen auf das Locking gezeigt.

Ein weiterer Effekt ist bei stark verzerrten Elementen sichtbar. Sie konnen die Losung
des Problems nicht mehr gut approximieren und berechnen ein zu kleines Verschie-
bungsfeld. Die Robustheit der p-Version der Finite-Element Methode gegen verzerrte
Elemente wurde fiir Scheiben von RANK in [74] und fiir Platten in [49] numerisch
nachgewiesen.

6.2.1 Quadratische Platte mit Gleichflichenlast

Die Robustheit der p-Version gegen SHEAR-Locking und stark verzerrte Elemente
soll in diesem Abschnitt fiir das hierarchische Schalenmodell numerisch nachgewiesen
werden. Hierfiir wird die quadratische Platte in Abbildung 6.18 unter Gleichflichen-
last untersucht, die an ihren Réndern nur in der Plattenmittelfliche in z-Richtung
gelagert ist. Fiir die Auswertung wird das Modell 3 mit dem Schubkorrekturfaktor
k = 1,0 gewahlt, da sich fiir dieses Modell im vorherigen Abschnitt gute Spannungs-
verldufe iiber die Dicke bei biegedominierten Problemen aus Fléchenlast ergeben
haben.

Modell 3
L =200 mm
E=21-10"-1;
v=20,3

1 .
Auflagerbedingung:
U =0

Abb. 6.18: Quadratische Platte mit Gleichflachenlast

Um das SHEAR-Locking zu untersuchen, werden vier verschiedenen Langen-Dicken-
Verhiltnisse L/h untersucht. Hier wurde die Gleichflichenlast ¢ so gewéhlt, dass
die Verschiebung des Mittelpunktes A der Plattenmittelfliche nach der KIRCHHOFF-
Theorie fiir alle Systeme den gleichen Wert liefert. Die dafiir verwendeten Belastun-
gen q und Dicken h der Platte sind in Tabelle 6.5 aufgelistet.
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7 [ 5 25 100 5000
h [mm] 40 8 2 0,04
q[—=] | 1,0-10° | 80-107" | 1,25-107% | 1,0- 10"

Tab. 6.5: Belastungen und Dicken der verglichenen Systeme

Die Losung der Durchbiegung an einem beliebigen Punkt P(z,y) berechnet sich nach
GIRKMANN [41] fiir die KIRCHHOFF-Theorie wie folgt:
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(6.2)

Mit den Summationsgrenzen fiir mmaz, Nmaez = 1801 ergibt sich fiir das hier berechne-
te Beispiel im Mittelpunkt A der Plattenmittelflache 3z = 0.528105845887759884 mm.

Fiir die Untersuchung der Robustheit gegen verzerrte Elemente werden zwei Finite-
Element Netze fiir die Berechnung ausgewéhlt, die in Abbildung 6.19 dargestellt
sind. Netz a enthilt nur rechtwinklige Elemente, die die besten Ergebnisse einer nu-
merische Untersuchung liefern. Die Winkel, die von den Elementkanten in Netz b
eingeschlossen werden, liegen zwischen 27,63° und 152,36°. Beide Netze enthalten an
den Réndern des Berechnungsgebietes einen schmalen Elementlayer um Layerberei-
che, die durch das Modell und die Lagerungsart auftreten, genauer aufzultsen. In
diesem Bereich wird ein grofler Teil der Gesamtdehnungsenergie gespeichert. Werden
sie nicht durch Layerelemente aufgelst, so kann dies zu Konvergenzschwierigkeiten
in dem Fehler in der Energienorm fiihren. Fiir hierarchische Platten hat YOSIBASH
in [101, 28] diese Bereiche aufgelost.

N

10 10
25
90
65
65
90
B 25|
0] | 10
4&2» 90 f 90 }Ql, [mm)] 4}0* 90 4»25 /II/ 65 }QI, [mm)]
Netz a Netz b

Abb. 6.19: Finite-Element Netze
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6.2.2 Konvergenzbetrachtung der Verschiebungen

Fiir die Konvergenzbetrachtung der maximalen Verschiebung der Plattenmittelfliche
in z-Richtung im Punkt A werden die vier zuvor beschriebenen Systeme mit den
Netzen a und b fiir den Polynomgrad p = 1 bis 8 des reduzierten Ansatzraumes
berechnet. Aus Abbildung 6.20 und 6.21 geht hervor, dass die Verschiebung im Punkt
A fiir dicke Platten mit L/h = 5 und moderat dicke Platten mit L/h = 25 zu einer
grofleren Losung konvergieren. Der Grund dafiir ist, dass die KIRCHHOFF-Theorie vom
senkrecht bleiben der Querschnitte ausgeht. Die Theorie ist schubstarr und liefert
daher ein steiferes System, das zu kleineren Verschiebungen fiihrt. Fiir dicke Platten
kann diese Annahme nicht mehr getroffen werden, sodass sich ein weicheres System
mit grofferen Verschiebungen ergibt. Die Konvergenz der Systeme mit L/h = 5 und
L/h = 25 zu einer grofleren Durchbiegung des Mittelpunktes A ist daher richtig.

Bei der Verwendung von rechtwinkligen Elementen ist das SHEAR-Locking mit einem
Polynomgrad von p = 4 iiberwunden (siehe Abbildung 6.20). Ab diesem Polynomgrad
andert sich das Ergebnis der maximalen Verschiebung nur noch marginal. Abbildung
6.20 zeigt ebenfalls, dass bei sehr diinnen Platten das SHEAR-Locking stérker sichtbar
wird. Hier wird die maximale Verschiebung im Punkt A fiir den Polynomgrad p =1
bis 3 zu null berechnet.

Wird das Netz b mit stark verzerrten Elementen fiir die numerische Auswertung
verwendet, ergeben sich die in Abbildung 6.21 dargestellten Ergebnisse fiir die Ver-
schiebung im Punkt A. Hier kann das SHEAR-Locking erst ab einem Polynomgrad
von p = 5 fiir alle Systeme iiberwunden werden. Es zeigt sich, dass die p-Version der
Finite-Element Methode sehr robust gegen stark verzerrte Elemente ist. Aus einem
Vergleich mit Abbildung 6.20 ergibt sich, dass fiir gleich gute Ergebnisse bei sehr
stark verzerrten Netzen lediglich der Polynomgrad der Berechnung um eins hoéher
gewiahlt werden muss.

6.2.3 Konvergenz des relativen Fehlers in der Energienorm

Fiir die Berechnung des relativen Fehlers in der Energienorm ist eine Referenzlésung
fiir alle vier Systeme mit Netz a, einem Polynomgrad von p = 10 und dem Modell 6
ermittelt worden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.6 aufgelistet.

2] E) [Nmm]

5 6.400940026 - 10°
25 3.704971398 - 103
100 | 5.589018344 - 10*

5000 | 4.426657107 - 10~

Tab. 6.6: Dehnungsenergie fiir Modell 6 mit p = 10

Die daraus berechneten relativen Fehler in der Energienorm sind fiir die Netze a
und b in Abbildung 6.22 und 6.23 doppeltlogarithmisch aufgetragen. Der Verlauf ist
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Abb. 6.21: Verschiebung des Punktes A, Netz b
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rel. Fehler in der Energienorm [%]
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Abb. 6.22: Konvergenz des rel. Fehlers in der Energienorm, Netz a
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Abb. 6.23: Konvergenz des rel. Fehlers in der Energienorm, Netz b



156 6 Numerische Untersuchungen

abhéingig vom Langen-Dicken-Verhiltnis des Systems. Fiir das System mit L/h =5
kann fiir keines der beiden Netze der Fehler unter 22% bestimmt werden. Hier sind
vorhandene Layerbereiche nicht gut genug aufgelost worden. Des Weiteren zeigen die
Systeme mit den Léngen-Dicken-Verhéltnissen L/h = 5 und L/h = 25 im unteren
Bereich ihrer Kurven in Abbildung 6.22 und 6.23 eine fallende Konvergenz. Diese
weist ebenfalls auf einen noch nicht sinnvoll oder vollstiandig aufgelosten Layereffekt
an den gelagerten Réndern der Platte hin. Die Breite der Layerbereiche steigen mit
zunehmender Dicke. Da fiir alle Systeme die gleichen Netze gew#hlt wurden und die
Breite des Layers fiir das Langen-Dicken-Verhéltnis L/h = 100 optimal ist, ist eine
fallende Konvergenz der beiden angesprochenen Systeme zu erwarten. Eine moderat
dicke Platte mit L/h = 25 kann mit Netz a und einem Polynomgrad von p = 4
einen Fehler von 5% erzielen. Fiir die niichst diinnere Platte berechnet sich mit p =5
ein Fehler von 3%. Ein Fehler unter 5% kann fiir L/h = 5000 erst mit p = 6 fiir
rechtwinklige Netze erzielt werden.

Die Konvergenz des relativen Fehlers in der Energienorm fiir das Netz b zeigt in
Abbildung 6.23, dass vergleichbare Ergebnisse fiir ein stark verzerrtes Netz mit einem
um eins hoher gewédhlten Polynomgrad erzielt werden konnen.

6.2.4 Ergebnis der quadratischen Platte unter Gleichflachenlast

Aus der Konvergenzbetrachtung der maximalen Verschiebung im Punkt A ergibt
sich, dass das SHEAR-Locking fiir rechtwinklige Elemente mit einem Polynomgrad
von p = 4 und fiir stark verzerrte Netze mit einem Polynomgrad von p = 5 {iberwun-
den werden kann. Dieses Ergebnis ist unabhéngig vom Langen-Dicken-Verhéltnis der
Platte. Die p-Version der Finite-Element Methode kann das SHEAR-Locking ohne
einen Eingriff in die Elementformulierung mit einem entsprechend hohen Polynom-
grad beseitigen. Der numerische Defekt kann also mit einer genaueren Approximation
des Verschiebungsfeldes beseitigt werden.

Soll der relative Fehler in der Energienorm unter 5% liegen, so ist dies fiir sehr
dicke Platten mit diesem Modell und dem gewéhlten Finite-Element Netz noch nicht
moglich. Fiir die Langen-Dickenverhéltnisse L/h = 25,100 und 5000 kann diese Be-
dingung fiir das Modell 3 und einem Polynomgrad von p = 4,5 und 6 bei rechtwinkli-
gen Netzen erfiillt werden. Stark verzerrte Netze erzielen dieses Ergebnis, indem der
Polynomgrad um eins erhoht wird.

6.3 Membrane-Locking

Im folgenden Abschnitt soll das MEMBRANE-Locking untersucht werden. Dieser Ver-
steifungseffekt wirkt sich bei membrandominierten Problemen sehr viel starker auf
die Struktur aus, als das SHEAR-Locking bei biegedominierten Problemen. Der Grund
fiir das Versteifungsverhalten ist, dass die Normalverzerrungen der Mittelfliche mit
den Schubverzerrungen gekoppelt sind [34]. Fiir eine zu niedrige Approximation des
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Verschiebungsfeldes beeinflussen sich die Ergebnisse der Normal- und Schubverzer-
rungen zu stark, dass sich eine zu geringe Konvergenz zur dreidimensionalen Lésung
einstellt. Das MEMBRANE-Locking ist also, genau wie das SHEAR-Locking, ein rein
numerischer Effekt und sollte daher auch mit numerischen Lésungen behoben werden.

Die h-Version der Finite-Element Methode basiert auf einer linearen oder quadrati-
schen Approximation des Verschiebungsfeldes. Das MEMBRANE-Locking kann nicht
mit einer Reduktion der Methode, wie zum Beispiel durch die reduzierte Integration
oder die ANS-Methode, die im vorherigen Abschnitt angesprochen wurden, beseitigt
werden. Hier hat sich die Enhanced-Assumed-Strain-Methode von SIMO nach [85]
bewéhrt, die den Ansatz der Verzerrungen der Schalenmittelfliche erweitert, sodass
die Kopplung der Schub- und Normalverzerrungen geringer gegeben ist [2]. Sie wurde
von BUCHTER und RAMM in [24] auf Schalengeometrien angewendet.

Fiir die p-Version der Finite-Element Methode wird der Polynomgrad der Approxi-
mation gesteigert, wodurch die Beschreibung des Elementes unverédndert bleibt und
sich der Raum der approximierten Verschiebungen und somit auch der der Verzer-
rungen vergroflert. Die Schubverzerrungen haben dadurch die Moglichkeit bei einem
membrandominierten Spannungszustand eine bessere Losung zu erzielen, ohne dass
die Normalverzerrungen zu klein approximiert werden. Von der Autorin wurde nume-
risch gezeigt, dass fiir ein NAGHDI-Schalenelement das MEMBRANE-Locking ab einem
Polynomgrad von p = 5 nicht mehr auftritt [69].

6.3.1 Die Scordelis & Lo Schale

Das Zylinderdach von SCORDELIS & Lo [83] gilt als Benchmark fiir die Untersu-
chung des MEMBRANE-Lockings. Die Schale ist an den Endscheiben verschieblich in
z-Richtung gelagert. Die Belastung aus Eigengewicht bewirkt Volumenlasten in nega-
tive z-Richtung, die mit dem vorliegenden hierarchischen Schalenmodell beriicksich-
tigt werden koénnen. Herkommliche Schalenelemente vereinfachen die Volumenlast,
indem eine Flidchenlast auf der Oberseite oder der Mittelfliche der Schale beriick-
sichtigt wird. Aus Symmetriegriinden wird nur ein Viertel des Systems berechnet.
Alle weiteren erforderlichen Angaben kénnen Abbildung 6.24 entnommen werden.

Da die Zylinderschale durch ihre Geometrie und das gewéhlte Modell am freien Rand
Layereffekte enthélt, werden diese mit zwei Layerschichten, die eine Breite von 8 =
12° und v = 2° haben, aufgelost (sieche Abbildung 6.25). Die Breite der Layerelemente
ist abhéngig von der Dicke der Schale und dem Polynomgrad der Berechnung und
wird fiir Schalengeometrien nach einer Empfehlung von SCHWAB in [81] ermittelt.
Das gegebene Problem wird mit dem in Abbildung 6.25 dargestellten Netz und einem
Polynomgrad von p = 1 bis 8 ausgewertet.

Es hat sich gezeigt, dass eine hohere Modellwahl keine Verbesserung der Ergeb-
nisse im Hinblick auf die Effizienz erzielt. Mit dem Radius-Dicken-Verhéltnis von
R/h = 100 z#hlt die SCORDELIS & LO Schale zu den diinnen Schalen, bei denen
niedrige Modelle ausreichen um den Spannungsverlauf iiber die Dicke abzubilden. Des
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Weiteren ist dieses Beispiel ein membrandominiertes Problem, bei dem die Membran-
spannungen vorwiegend konstant iiber die Dicke verlaufen. Diese konnen von dem
Modell 1, das sich fiir eine numerische Untersuchung als effektivstes erwiesen hat,
abgebildet werden. Fiir eine bessere Approximation der Schubspannungen iiber die
Dicke ist der Schubkorrekturfaktor zu k = 5/6 gewéhlt.

Modell 1

k=%

a = 40°

L =50 ft

R =25 ft

h = 0,25 ft
E=432-10° &%
v=0,0
p=10,9728 &

g = 32,80839895 &

" AOé Symmetrie zur xy-Ebene:
2 U, =0 fir k=0 bis 1
] Y Auflager Symmetrie zur zz-Ebene:

Uiy =1ty =0 fir k=0bis1 1w, =0 fir k=0 bis 1

Abb. 6.24: SCORDELIS & LO Schale

Abb. 6.25: Finite-Element Netz

Die Ergebnisse werden mit denen von DUSTER in [29] verglichen, der mit der p-
Version der Finite-Element Methode ein Volumenelement mit dem orthotropen An-
satzraum Sp¢ "¢ (Q5) entwickelt hat. Der Polynomgrad ist in der Schalenmittel-

fliche von pe =p, =1 bis 8 und in Dickenrichtung von p¢ =1 bis 3 fiir die Berechnung
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gesteigert worden. Das gewéhlte Finite-Element Netz besteht ebenfalls aus drei Ele-
menten, jedoch sind die zwei Layerelemente schmaler gew&hlt worden. Des Weiteren
ist die Belastung als Fldchenlast auf der Oberseite der Schale aufgebracht worden.
Die Symmetrie- und Auflagerbedingungen sind in beiden Untersuchungen gleich.

6.3.2 Konvergenzbetrachtung der Verschiebungen

Die Verschiebung des Punktes A und B der Schalenmittelfliche in z-Richtung sind
fiir den Polynomgrad p = 1 bis 8 in Abbildung 6.26 und 6.27 dargestellt. Zum Ver-
gleich sind die Ergebnisse von COWPER nach [27], die mit ’Literatur’ gekennzeichnet
sind, aufgetragen. Sie ergeben sich aus der analytischen Lésung einer flachen Schale

mit der Theorie von GIBSON zu '8xB = —3.0861 - 107! ft und gmA —4.3745 - 1072 ft.
Die Ergebnisse von DUSTER nach [29] sind mit 'S5 """ (%) gekennzeichnet.

An beiden Punkten der Schalenmittelflache ist fiir Modell 1 abzulesen, dass das MEM-
BRANE-Locking ab einem Polynomgrad von p = 5 iiberwunden ist, da sich die Losung
der Verschiebung fiir hohere Polynomgrade nur noch marginal dndert. Der Verstei-
fungseffekt ist fiir die Verschiebung im Punkt A ausgepréagter, da die Verschiebung
der ersten drei Berechnungen ein falsches Vorzeichen liefert. Beide Verschiebungs-
kurven nidhern sich gut an die analytische Losung fiir flache Schalen an, wobei die
numerische Losung der Verschiebung des Punktes B etwas kleiner und die des Punk-
tes A etwas grofler ist. Dieses Ergebnis liegt an der unterschiedlichen theoretischen
Formulierung der beiden Losungen.

Ein Vergleich der Verschiebungsergebnisse des hierarchischen Schalenelementes mit
den Ergebnissen des Volumenelementes ergibt fiir den Punkt B, dass das MEMBRA-
NE-Locking des Volumenelementes stédrker ausgeprégt ist als das des Modells 1. Dieses
Ergebnis kann jedoch auf die effektivere Wahl des Finite-Element Netzes fiir Modell
1 zuriickzufiihren sein. Der Versteifungseffekt ist auch fiir das Volumenelement ab
dem Ansatzraum p¢ =p, =5 und p¢ =3 nicht mehr sichtbar. Jedoch werden durch
die hohere Approximation in Dickenrichtung mehr Freiheitsgrade fiir das Volumen-
element benétigt, als fiir ein vergleichbar gutes Ergebnis mit Modell 1.

6.3.3 Konvergenzbetrachtung des relativen Fehlers in der Energienorm

Fiir eine Konvergenzbetrachtung des relativen Fehlers in der Energienorm wurde
eine Referenzlosung mit dem Modell 6, einem Netz aus 48 Elementen und einem
Polynomgrad von p = 8 berechnet. Mit der daraus ermittelten Dehnungsenergie von
U(ure) = 1208,854761 1bf ft wird der relative Fehler in der Energienorm der zuvor
durchgefithrten Berechnungen bestimmt. Die Ergebnisse sind doppeltlogarithmisch
gegen die Anzahl der Freiheitsgrade in Abbildung 6.28 aufgetragen. Mit dem Modell
1 und dem Polynomgrad p = 6 ergibt sich bei nur 330 Freiheitsgraden ein Fehler von
etwa 2%. Mit dem Polynomgrad p = 5 berechnet sich der Fehler fiir 236 Freiheitsgrade
noch zu etwa 8%. Hohere Modelle haben keine Verbesserung dieser Ergebnisse erzielt.
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Abb. 6.28: Konvergenz des rel. Fehlers in der Energienorm
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Abb. 6.29: Vergleichsspannung in der Mittelfliche von B nach A
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Fiir das Volumenelement mit orthotropem Ansatzraum wurde die Referenzlésung
der Dehnungsenergie mit einem Netz aus 84 Elementen, das in Dickenrichtung zwei
Elementschichten enthélt, und dem Polynomgrad pe = p, = pc = 8 zu U(urr) =
1209,009850 1bf ft ermittelt. Eine unterschiedliche Referenzdehnungsenergie ist hier
zu erwarten, da die Lasten fiir beide Untersuchungen unterschiedlich aufgebracht
sind. Die daraus berechneten relativen Fehler in der Energienorm sind ebenfalls in
Abbildung 6.28 dargestellt. Das Volumenelement erzielt mit pe =p, =6 und p¢ =3
nur einen Fehler von etwa 4%. Hohere Approximationen ergeben einen Abfall in
der Konvergenz, wodurch die noch nicht optimal gew&hlten Layerbreiten sichtbar
werden.

Das hierarchische Schalenelement erzielt auch hier mit Modell 1 sichtbar bessere
Ergebnisse und benotigt weniger Freiheitsgrade als das Volumenelement mit ortho-
tropem Ansatzraum.

6.3.4 Konvergenzbetrachtung der Spannungen

Abbildung 6.29 zeigt die vVON MISES Vergleichsspannung in der Mittelflache der Scha-
le von Punkt B nach A in Abhéngigkeit von der y-Koordinate. Es wurde die Refe-
renzlosung des Modells 6 und die Losung des Modells 1 mit p = 6 abgebildet. Die
ermittelte Vergleichsspannung des Volumenelementes ist fiir p¢ =p, =8 und p¢s =3
dargestellt. Alle Kurven sind fast identisch und es zeigt sich, dass auch fiir die Ap-
proximation der Spannungen das Modell 1 mit einem Polynomgrad von p = 6 sehr
gute Ergebnisse liefert.

6.3.5 Ergebnis der Scordelis & Lo Schale

In diesem Beispiel wurde gezeigt, dass das MEMBRANE-Locking mit dem Modell 1 und
einem Polynomgrad von p = 5 iiberwunden werden kann. Mit einem Finite-Element
Netz, das die Layerbereiche der Schale auflost, kann mit p = 6 der Fehler in der
Energienorm unter 5% berechnet werden. Die Spannungsverldufe stimmen fiir diesen
Polynomgrad mit der Referenzlésung und dem Ergebnis des Volumenelementes aus
der Literatur iiberein.

Durch den orthotropen Ansatzraum des Volumenelementes, der in die lokalen Rich-
tungen des Elementes optimal gewdhlt werden kann, ist dieses Element vergleich-
bar mit dem in dieser Arbeit entwickelten hierarchischen Schalenelement. Modell 1
erweist sich als effektiver, da es fiir vergleichbare Ergebnisse weniger Freiheitsgra-
de benostigt. Ein weiterer Vorteil des hierarchischen Schalenelementes ist, dass die
Integration iiber die Dicke der Schale bei elastischem Materialverhalten analytisch
durchgefiihrt ist. Hierfiir wurde eine in Abschnitt 3.3.1 erlauterte Annahme getroffen,
die in der numerischen Untersuchung keine Auswirkung gezeigt hat. Das analytisch
integrierte Stoffgesetz erzielt die gleichen Spannungsergebnisse wie das dreidimensio-
nale Stoffgesetz des Volumenelementes. Aufgrund der analytischen Vorabintegration
muss die zeitaufwendige Matrizenmultiplikation zur Berechnung der Elementsteifig-
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keitsmatrix, die schon in Abschnitt 5.7.3 nédher erldutert wurde, nur iiber die Gauf}-
punkte der Schalenmittelfliche durchgefiihrt werden. Bei Volumenelementen ist diese
Matrizenmultiplikation fiir jeden Gauf3punkt des Volumens durchzufiihren. Fiir hier-
archische Schalenelemente ist demnach eine geringere Rechenzeit zu erwarten, als fiir
Volumenelemente mit orthotropem Ansatzraum.

6.4 Volume-Locking

Das VoLUME-Locking kann bei inkompressiblen und nahezu inkompressiblen Verzer-
rungszustanden auftreten, die bei gummiartigen Materialien mit der Querkontrakti-
onszahl v — 0,5 und bei elasto-plastischen Untersuchungen mit groflen plastischen
Verzerrungen im Vergleich zu den elastischen gegeben sind. Dabei ist die Approxi-
mation der Schubverzerrungen zu gering, um die Zwangsbedingung, die bei inkom-
pressiblen Verzerrungszustédnden auftritt, abzubilden [34].

Die h-Version der Finite-Element Methode behebt diesen Versteifungseffekt durch ei-
ne selektive, reduzierte Integration, die auch fiir das SHEAR-Locking verwendet wird,
oder eine gemischte Methode, in der der hydrostatische Druck zuséatzlich approxi-
miert wird [3, 103]. Die Enhanced-Assumed-Strain-Methode, die fiir die Behebung
des MEMBRANE-Lockings verwendet wird, erweist sich auch hier als gute Methode
[85]. Jedoch stellen diese Methoden einen Eingriff in die theoretische Beschreibung
des Problems dar.

Wird die unzureichende Beschreibung der Schubverzerrungen durch eine Erhéhung
des Polynomgrades der Verschiebungen verbessert, kann das VOLUME-Locking durch
die direkte Behandlung der Ursache behoben werden. Dies ist das Vorgehen der p-
Version der Finite-Element Methode, die auch bei diesem Versteifungseffekt gute
Ergebnisse nach SURI in [91, 25] zeigt.

6.4.1 Die Cook Scheibe

Um das VOLUME-Locking der Schubverzerrungen in der Schalenmittelfliche zu iiber-
priifen wird die COOK Scheibe mit einem dreidimensionalen Spannungszustand un-
tersucht. Dieses Beispiel ist ebenfalls ein Benchmark fiir stark verzerrte Elemente,
die schon in Abschnitt 6.2 untersucht wurden. Durch die konstante Schubspannung

%t am rechten Rand der Scheibe und die Einspannung am linken Rand liegt ein
membrandominiertes Problem vor, das seine Belastungen vorwiegend durch Schub-
spannungen parallel zur Mittelfliche abtragt. Es hat sich gezeigt, dass das Modell 1
ausreichend ist, um das gegebene Problem abzubilden, da es konstante Spannungs-
verldufe iiber die Dicke abbilden kann.

Fiir die Untersuchung des VOLUME-Lockings wird das gegebene System in Abbildung
6.18 mit den Querkontraktionszahlen v = 1/3, v = 0,4999 und v = 0,499999999
untersucht. Da in der einspringenden Ecke oben links eine Singularitdt der Losung
vorliegt [4], wird eine hp-Verfeinerung des Finite-Element Netzes, das in Abbildung
6.31 dargestellt ist, hin zu diesem Punkt gewé&hlt.
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Modell 1
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Abb. 6.30: CoOK Scheibe
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Abb. 6.31: Finite-Element Netz

6.4.2 Konvergenzbetrachtung der Verschiebungen

Die Autoren BERGAN und FELIPPA fiithren in [12] die Ergebnisse dieses Beispiels mit
v = 1/3 fiir verschiedene Scheibenelemente auf. Sie haben zum Vergleich eine Re-
ferenzlosung mit einem gleichméafligen Netz aus 32 x 32 quadratischen Elementen,
die jeweils aus zwei Dreieckselementen bestehen, berechnet. Ein bilineares Scheiben-
element mit zwei Verschiebungs- und einem Rotationsfreiheitsgrad je Knoten wurde
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hierfiir verwendet. Die Verschiebung des Punktes A ergab sich mit 3267 Freiheits-
graden zu u, = 23,91 mm. Mit einem Netz aus 16 X 16 gleichmé&Bigen Unterteilungen
ergab sich bei 867 Freiheitsgraden eine Verschiebung von u, = 23,79 mm. Das Er-
gebnis der Referenzlosung aus der Literatur ist in Abbildung 6.32 und 6.33 zum
Vergleich mit dargestellt.

Das gegebene System ist mit den drei Querkontraktionszahlen und einem steigen-
den Polynomgrad von p = 1 bis 8 ausgewertet. Abbildung 6.32 zeigt, dass fiir alle
drei Querkontraktionszahlen die Losung dieser sehr diinnen Scheibe zu einem glei-
chen Wert konvergiert. Erst in Abbildung 6.33, die einen Teilbereich der Abbildung
6.32 darstellt, wird deutlich, dass das Ergebnis der Verschiebung in y-Richtung im
Punkt A fiir v — 0,5 etwas grofer ist als das fiir v = 1/3. Mit einem Polynom-
grad von p = 5 und 348 Freiheitsgraden ergibt sich mit v = 1/3 die Losung der
Verschiebung zu u, = 23,94419857 mm. Dieses Ergebnis ist etwas grofler als das der
Referenzlosung in der Literatur. Der Grund ist ein weicheres System, da Modell 1
eine konstante Dickenédnderung der Scheibe zuldsst, und sich daher gréflere Verschie-
bungen einstellen. Fiir die p-Version sind fiir ein vergleichbar gutes Ergebnis also 519
Freiheitsgrade weniger notig, woraus sich eine hohere Effizienz der Methode folgern
lasst. Diese betrdchtliche Verbesserung liegt jedoch auch an der hp-Verfeinerung des
Finite-Element Netzes. Fiir einen gerechteren Vergleich der beiden Methoden hétte
eine adaptive Netzverfeinerung bei der h-Version verwendet werden miissen.

Fiir ein nahezu inkompressibles Materialverhalten, bei dem v — 0,5 geht, ist in Ab-
bildung 6.32 fiir den Polynomgrad p = 1 bis 3 ein starker Abfall der Konvergenz der
Verschiebungen zu erkennen. Steigt der Polynomgrad der Berechnung weiter an, so
dndert sich ab p = 6 die Losung der Verschiebung kaum noch. Das VOLUME-Locking
ist hier iiberwunden. Im Vergleich zu den Ergebnissen mit einer Querkontraktions-
zahl von v = 1/3 muss der Polynomgrad etwa um zwei hoher gew#hlt werden, um fiir
das gleiche System mit v — 0,5 vergleichbar gute Ergebnisse in den Verschiebungen
zu erhalten.

6.5 Plastisches Materialverhalten

Wie schon im Abschnitt 6.4 erwédhnt, kann das VOLUME-Locking bei einer zu geringen
Approximation der Verschiebungen auftreten. Dies fithrt im Wesentlichen zu einer
ungenauen Beschreibung der Schubverzerrungen. Im vorherigen Abschnitt wurde dies
fiir die Schubverzerrungen in der Schalenmittelfliche iiberpriift, indem die Querkon-
traktionszahl v — 0,5 gewihlt wurde.

In diesem Abschnitt wird dieser Versteifungseffekt anhand eines ideal-plastischen Ma-
terialverhaltens in Dickenrichtung der Schale untersucht. Im plastifizierten Teil des
Querschnittes wachsen die inelastischen Verzerrungen weiter an, wobei die elastischen
Anteile unveréandert bleiben. Thre Summe, die Gesamtdehnungen, folgen weiterhin der
Kinematik des gewéhlten Modells iiber die Dicke. Fiir die inelastischen Verzerrun-
gen gilt, wie es bei metallischen Werkstoffen erfiillt ist, dass sie keine volumetrischen
Anteile enthalten, also volumenkonstant sind. Daraus folgt bei vernachldssigbaren
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elastischen Verzerrungen, dass die Gesamtverzerrungen nahezu inkompressibel wird.
Bei einer zu geringen Approximation der Verzerrungen tritt das VOLUME-Locking
in den plastifizierten Bereichen des Querschnittes auf. Dieses Verhalten wird mit
verschiedenen hierarchischen Schalenmodellen untersucht.

6.5.1 Reine Biegung mit ideal-plastischem Materialverhalten

Der in Abbildung 6.34 dargestellte unendlich lange Plattenstreifen unter reiner Bie-
gebelastung hat ein Liéngen-Dickenverhéltnis von L/h = 5. Es handelt sich also um
eine sehr dicke Platte. In y-Richtung liegt ein ebener Verzerrungszustand vor. We-
gen der Symmetrie zur yz-Ebene kann die Hilfte eines Plattenstreifens untersucht
werden. Fiir den ebenen Verzerrungszustand werden alle Verschiebungsvariablen in
y-Richtung an den Seiten parallel zur zz-Ebene zu null gesetzt. Das Netz besteht
aus einem Element in der Mittelfliche der Schale und wird mit den Modellen 2, 4
und 6 untersucht. Da das SHEAR-Locking ab einem Polynomgrad von p = 4 iiber-
wunden ist und gegen das VOLUME-Locking in der Mittelfliche der Polynomgrad um
zwei hoher gewéhlt werden soll, wird diese Untersuchung fiir alle Modelle mit einem
Polynomgrad von p = 6 durchgefiihrt. Der Schubkorrekturfaktor ist bei inelastischen
Untersuchungen fiir alle Modelle zu k = 1 gesetzt. Fiir die Berechnung werden fiir
die Modelle 2 und 4 pro Gauflpunkt der Schalenmittelfliche 5, 10, 15 und 30 Gauf-
punkte in Dickenrichtung der Platte gewéhlt und fiir das Modell 6 werden 7, 10, 15
und 30 Gauflpunkte iiber die Dicke ausgewertet. Die Last-Verschiebungskurve der
Gesamtverschiebung des Punktes A und der Spannungsverlauf iiber die Dicke im
Punkt B werden fiir die untersuchten Systeme aufgezeigt.

Tlln L =500 mm
yé B = 100 mm
7 h =100 mm
B P T - B
ﬁ- g ’/.A L1 = 200 mm
h — x.._.. __________ 4 E:271'1O5m§12
L é v=20,3
7 L . k=10
i ’ 0 = 300,
7
Symmetrie zur yz-Ebene: Symmetrie zur xz-Ebene:
U.=0 , 1, =0 fir k=0 bis nk i, =0 fir k=0 bis nk

Abb. 6.34: Unendlich lange Platte mit Randbiegung

6.5.2 Analytische Losung

Das in Abbildung 6.34 beschriebene Problem ist von NAGTEGAAL ET.AL. in [60]
untersucht worden. Hier wurde basierend auf der Scheibentheorie fiir einen ebenen
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Verzerrungszustand ein Grenzmoment fiir das ideal-plastische Materialverhalten an-

1
gegeben. Daraus lisst sich die Grenzbelastung 77", n,, des dargestellten Systems
zu

! 3

Tlnpl,Nag = \/—g 00 (6-3)

bestimmen. Dieses Ergebnis soll durch eine Herleitung verdeutlicht werden.

Fiir eine analytische Losung werden die folgenden Spannungsannahmen getroffen:

1
Opy = 272 T und 04.=0..=0. (6.4)

Aus dem linear-elastischen Stoffgesetz ergeben sich mit den Bedingungen des ebenen
Verzerrungszustandes €y, = €y. = €4y = 0 die Beziehungen

2z 1,
Tyy =V 0oz =V == T und oy, =0y =0. (6.5)
Die elastische Grenzbelastung kann mit der vON MISES Flielbedingung fiir ideal

plastisches Materialverhalten zu

1
—O'
V1—v4 12 0

1
T, = (6.6)

berechnet werden.

Fiir den plastifizierten Bereich des Querschnittes wird die folgende Annahme getrof-
fen: Ist an der Ober- und Unterseite des Plattenstreifens die Flielspannung erreicht,
verandert sich der Spannungszustand in dieser Faser des Querschnittes bei einem
ideal-plastischen Materialverhalten nicht mehr. Der Spannungsverlauf ist im plasti-
schen Bereich des Querschnittes also konstant. Aufgrund dieser Uberlegung wird der
Zusammenhang o,, = v 0., auch fiir die plastische Zone des Querschnittes beibe-
halten. Es ist jedoch fraglich, ob diese Annahme in der dreidimensionalen L&sung
widergespiegelt wird.

Die Hohe der elastischen Zone des Querschnittes, die den Ubergang zur plastischen
Zone angibt, berechnet sich aus diesen Uberlegungen zu

2T
ZF — — L

g0

3 V1—v+u2 (6.7)

o S

und gibt somit den Spannungsverlauf iiber die Dicke des Querschnittes an.

z 1

Opg = — —————00 , Oyy =V0Oz, fur 0<z<z2 6.8
2r V1—vt 2 0 Yy F (6.8)

1 h
V1—v+v? ° vy r 2 (6.9)
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Die plastische Grenzbelastung berechnet sich mit zr = 0 zu

L 3
" = oo .
L pl 21 — v+ v2 0

Sie ist vorhanden, wenn der gesamte Querschnitt plastifiziert ist, sodass sich fiir ideal-
plastisches Materialverhalten eine rechteckige Spannungsverteilung fiir 0., ergibt.
Die Gesamtverzerrungen konnen folglich in jedem Punkt iiber die Dicke unendlich
sein. Das ideal-plastische Materialmodell kann daher zu diesem Zeitpunkt die Natur
nicht richtig widerspiegeln, da solche Verzerrungszustdnde nicht auftreten.

(6.10)

Fiir das ideal-plastische Materialmodell sind die inelastischen Verzerrungen zum Zeit-
punkt des vollplastifizierten Querschnittes iiber die gesamte Dicke sehr viel grofler
als die elastischen. Das Materialverhalten ist nahezu inkompressibel und die Quer-
kontraktionszahl kann in Gleichung (6.11) zu v = 0,5 gesetzt werden, sodass sich das
FErgebnis von NAGTEGAAL ET.AL. ergibt.

3
V3

1
Ty = —=00 . (6.11)

6.5.3 Konvergenzbetrachtung der Last-Verschiebungskurve

Abbildung 6.35, 6.36 und 6.37 zeigen die Last-Verschiebungskurve der Gesamtver-
schiebung des Punktes A der drei gewahlten Modelle mit der niedrigsten und hochsten
Integrationsordnung. Die analytische Losung der elastischen Grenzbelastungen aus
Gleichung (6.6) ist durch die untere horizontale Linie und die der plastischen Grenz-
belastungen aus (6.11) durch die obere horizontale Linie gekennzeichnet. In Abbil-
dung 6.38 ist ein Ausschnitt zwischen der elastischen und plastischen Grenzbela-
stung dargestellt, der die Ergebnisse fiir Modell 2, 4 und 6 mit 30 Gaupunkten iiber
die Dicke enthélt. Die Auswirkungen der Erhchung der Integrationsordnung auf die
Last-Verschiebungskurve sind fiir zwei Modelle in den Abbildungen 6.39 und 6.40
dargestellt.

1 1 1
Im elastischen Bereich fiir 0 < 77" < T7",; mit 17", = 337,53 % zeigen alle Modelle
in Abbildung 6.35, 6.36 und 6.37 das gleiche Systemverhalten. Die Ergebnisse sind in
diesem Bereich unabhéngig von der Anzahl der Gaufipunkte iiber die Dicke, da hier
die lineare Spannungs-Dehnungsbeziehung noch erfiillt ist. Modell 2 kann die exakte
Systemantwort als niedrigstes Modell abbilden.

1
Die plastische Grenzbelastung in Gleichung (6.11) ist mit 77" ,; = 519,62 mll\LQ fiir das
untersuchte System gegeben. Fiir Modell 2 ist die Last-Verschiebungskurve fiir 5 und
30 Gauflpunkte iiber die Dicke in Abbildung 6.35 dargestellt. Mit 5 Gauflpunkten
iiber die Dicke ergibt sich ein starker Knick zwischen dem teil- und vollplastifizierten
System. Diese Systemantwort ist fiir den Vorgang der Plastifizierung zu steif und
somit nicht realistisch angen&hert. Die in Tabelle 6.7 aufgefiihrte Grenzbelastung
dieser Integrationsordnung ergibt sich zu 490,91 % und ist wesentlich kleiner als

die analytisch ermittelte Grenzbelastung. Mit 30 Gauflpunkten iiber die Dicke n&hert
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sich Modell 2 schon sehr gut an die Gerade an und ermittelt bei einer Verschie-
bung von 16,00 mm eine Belastung von 512,93 ——. Die Konvergenz zur analytischen
Losung ist gegeben und es tritt kein VOLUME- Lockmg auf.

Mit Modell 4 ergibt sich mit 5 Gaulpunkten iiber die Dicke ebenfalls ein starker
Knick in der Systemantwort, abzulesen aus der Last-Verschiebungskurve in Abbil-
dung 6.36. Die plastische Grenzbelastung ist fiir eine Verschiebung von 16,00 mm
zu etwa 494,00 2 extrapoliert worden. Die Abweichung zur analytisch ermittel-
ten Grenzbelastung liegt schon unter 5%, jedoch kann das Systemverhalten wihrend
der Plastifizierung nicht realistisch abgebildet werden. Mit 30 Gauflpunkten iiber
die Dicke ist die stetige Konvergenz des Systemes zu einer Grenzbelastung von

plast1ﬁz1erten Berelch

Die Last-Verschiebungskurve in 6.37 zeigt fiir Modell 6 mit 7 Integrationspunkten
iiber die Dicke schon einen glatteren Verlauf, jedoch enthélt sie immer noch unste-
tige Bereiche. Die Grenzbelastung fiir dieses Modell extrapoliert sich fiir 7 Gauf-
punkte zu 502,00 mlan ljn2. Die Konvergenz zu
einer Grenzbelastung ist in den Graphen gut sichtbar, sodass auch dieses Modell
kein VOLUME-Locking zeigt.

1 1
Modell || Gaupunkte | 77", [%] GauBpunkte | 77", [%]

2 5 490,91 30 512,93
4 5 494,00 30 511,02
6 7 502,00 30 517,00

Die mit * gekennzeichneten Werte wurden
durch eine lineare Extrapolation ermittelt.

Tab. 6.7: plastische Grenzbelastung der Modelle 2, 4 und 6 mit niedrigster und hochster
Integrationsordnung fiir eine Gesamtverschiebung des Punktes A von 16,00 mm

Die bisherige Untersuchung hat ergeben, dass die auftretenden Knicke in der Last-
Verschiebungskurve von der Anzahl der Gaufpunkte iiber die Dicke abhéingen. Im
Folgenden sollen diese Knicke fiir Modell 2 und 4 mit 5, 10 und 30 Gauflpunkten iiber
die Dicke ndher betrachtet werden. Abbildung 6.39 und 6.40 zeigt, dass fiir beide Mo-
delle mit 5 Gauﬁpunkten der Knick in der Kurve bei einer Belastungsspannung von

belde Modelle zwei Knlcke der eine bei ca. 432 2 und der andere bei ca. 489 -

Die Kurven sind fiir diese Integrationsordnung schon wesentlich glatter und nahern
sich der Losung mit 30 Gauflpunkten an. Die Plastifizierung des Querschnittes setzt
sich von der Ober- und Unterseite der Platte hin zur Mittelflache fort. Das Ergeb-
nis lasst vermuten, dass ein Knick in der Last-Verschiebungskurve auftritt, wenn ein
weiterer Gauflpunkt von auflen nach innen plastifiziert ist. Das System wird dann
sprunghaft weicher, da sich in diesem Gauflpunkt die Vergleichsspannung nicht mehr
erhohen kann. Des Weiteren ist die Verteilung der Gauflpunkte iiber die Dicke der
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Platte nicht gleichméflig, wie in Abschnitt 5.6 angesprochen. Hin zur Ober- und
Unterseite der Platte sind sie dichter verteilt als in der Ndhe der Mittelflache. Je
weiter die Plastifizierung des Querschnittes fortschreitet, desto schlechter kann das
Systemverhalten durch diese Anordnung abgebildet werden. Der unstetige Verlauf
der Last-Verschiebungskurve fithrt zu numerischen Schwierigkeiten. Kurz von dem
Knick miissen die Lastinkremente sehr klein gew&dhlt werden, um die Unstetigkeit
abzubilden. Eine hohere Rechenzeit und somit auch ein Effizienzverlust stellt sich
ein. FEine gleichmé&fige Verteilung der Integrationspunkte iiber die Dicke, wie sie zum
Beispiel von der NEWTON-COTES-Integration verwendet wird, kann bei inelastischen
Prozessen zu einer Stabilisierung des Algorithmus fiihren.

6.5.4 Konvergenzbetrachtung der Spannungen iiber die Dicke

Fiir die Konvergenzbetrachtung der Spannungen iiber die Dicke wird die vON MiI-
SES Vergleichsspannung sowie alle Spannungskomponenten des globalen Koordina-
tensystems fiir drei Belastungsspannungen im Mittelpunkt B des Schalenelemen-
tes iiber die Dickenkoordinate z untersucht. Die erste Belastungsspannung liegt mit
300,00 % noch im elastischen Bereich der Untersuchung. Die elastische Grenzbe-
lastung betragt fiir das gegebene System 337,53 ﬁ Die Anzahl der Gau3punkte
ist fiir diese Auswertung unerheblich, da ein linearer Zusammenhang zwischen den
Spannungen und Dehnungen iiber die gesamte Dicke gegeben ist. Fiir die zweite
Belastungsspannung von 390,00 mlr\In2 ist ein Teil des Querschnittes plastifiziert. Die
Ergebnisse der Vergleichsspannung und aller Spannungskomponenten haben einen
vernachlédssigbaren Unterschied in Abhéngigkeit von der Gauflpunktanzahl {iber die
Dicke ergeben. Daher werden im Folgenden die Ergebnisse der hochsten Integrati-
onsordnung fiir diese Belastungsspannung aufgefiihrt. Als letztes werden die Ergeb-
nisse mit einer linearen Belastung von 490,80 ﬁ dargestellt. Hier hat sich gezeigt,
dass die niedrigste Gauflpunktordnung nicht mehr ausreicht, um die Spannungen
iiber die Dicke moglichst gut zu approximieren. Eine Gauflordnung von 10 kann die
Spannungen iiber die Dicke schon gut abbilden, jedoch sollen die Ergebnisse mit
der Integrationsordnung 30 verglichen werden, da diese Ordnung die beste Last-
Verschiebungskurve erzielt hat.

1

Fiir die Belastungsspannung 77" = 300,00 % sind die Ergebnisse der Vergleichs-
spannung in Abbildung 6.41 und die der Spannungen S, und Sy, in 6.42 und 6.43
abgebildet. Der Verlauf der Spannungen S.. , Sz , Szy und Sy, ergibt sich fiir al-
le Modelle und Integrationsordnungen zu null. Diese Ergebnisse stimmen mit den
Spannungsannahmen in der analytischen Loésung iiberein, die sich hiermit bestéti-
gen. Es zeigt sich, das alle Modelle im elastischen Bereich die analytische Losung gut
abbilden kénnen. Modell 2 ist also ausreichend um eine reine Biegung fiir elastische
Untersuchungen darzustellen. Dieses Ergebnis zeigte sich auch schon im Abschnitt
6.1.1 fiir eine unendlich lange Zylinderschale unter reiner Biegung.

1
Die Spannungen iiber die Dicke, die sich fiir die Belastungsspannung 77" = 390,00 %
berechnen, sind in den Abbildungen 6.44, 6.45, 6.46, 6.47 und 6.48 dargestellt. Die
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Abb. 6.41: Vergleichsspannung iiber die Dicke im Punkt B fiir 77* = 300,00
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Abb. 6.42: S;; iiber die Dicke im Punkt B fiir 77" = 300,00
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Abb. 6.44: Vergleichsspannung iiber die Dicke im Punkt B fiir 77" = 390,00 N
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Abb. 6.45: S, iiber die Dicke im Punkt B fiir 77* = 390,00 —
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Spannungen S, und S, berechnen sich auch hier fiir alle Modelle mit beliebiger In-
tegrationsordnung zu null. Durch den ebenen Verzerrungszustand in y-Richtung, der
durch die gewahlten Randbedingungen gesetzt ist, sind diese Ergebnisse zu erwarten
und stimmen mit der analytischen Losung iiberein. Die Vergleichsspannung wird von
den drei untersuchten Modellen gut abgebildet. Die Ergebnisse der Spannungen S,
und Sy, stimmen im elastischen Bereich gut mit der analytischen L&sung iiberein. In
den plastifizierten Bereich kann nur Modell 6 den unstetigen Verlauf der Spannung
Szz iiber die Dicke gut darstellen. Fiir alle drei Modelle wéchst die Spannung Sy, im
plastischen Bereich weiter an. Da die inelastischen Dehnungen keinen volumetrischen
Anteil besitzen, wird mit zunehmender Plastifizierung des Querschnittes der inelasti-
sche Bereich nahezu inkompressibel. Es ist zu erwarten, dass sich in diesem Bereich
die Spannung Sy, zu 0,5- Sz, einstellt, da die Querkontraktionszahl fiir inkompressi-
ble Materialien v = 0,5 betréagt. Fiir den teilplastifizierten Querschnitt ergeben sich
Spannungsergebnisse fiir S,, und S;,. Die Werte dieser Spannungen liegen jedoch
unter 1% der maximalen Vergleichsspannung und sind somit zu vernachléissigen.

1
Mit der Belastungsspannung 77" = 490,8 % ergeben sich die in Abbildung 6.49,
6.50, 6.51, 6.52 und 6.53 dargestellten Spannungsverlaufe. Alle untersuchten Modelle
erzielen fiir die 30 Gauflpunkte einen fast identischen Verlauf der Vergleichsspan-
nung iiber die Dicke, wie aus Abbildung 6.49 deutlich wird. Jedoch ist die Lésung
unterschiedlich zu der analytisch ermittelten. Der Grund hierfiir kann sein, dass die
Annahme der Spannung Sy, = v - Sge mit v = 0,3 nicht mehr erfiillt ist. Der Span-
nungsverlauf S;, in Abbildung 6.50 néhert sich mit steigendem Modell immer mehr
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Abb. 6.49: Vergleichsspannung iiber die Dicke im Punkt B fiir 77" = 490,80 N
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Abb. 6.50: S, iiber die Dicke im Punkt B fiir 77* = 490,80 mljn2
2.5 ! ! ! ! !
2 - /"
— 1.5 - _—..'./.'.-.f..‘.--;"_'
£ e -7
ALY = F
= 0.5 [~ -~ -
3 0 .
0
o0 —O 5 - //’ =
g 4 RIS analytische Losung — |
o [ o7t Modell 2, 30 GP --
R e Modell 4, 30 GP -~ 7]
-2 B Modell 6, 30 GP -+ ]
95 | | | | |
-40 -20 0 20 40

Dickenkoordinate z [mm)]

1
Abb. 6.51: Sy, iiber die Dicke im Punkt B fiir 77" = 490,80
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der analytischen Losung an. Hier wird sichtbar, das hohere Modelle den unstetigen
Verlauf der Spannung iiber die Dicke sehr viel besser abbilden kénnen. Auch fiir die
Spannung Sy, ist dieses Verhalten ablesbar. Jedoch nidhert sich der Maximalwert
nicht der analytischen Lésung, sondern ergibt sich fiir die Halfte des plastifizierten
Bereiches zu 0,5 - S;,. Durch das nahezu inkompressible Materialverhalten bei fort-
schreitender Plastifizierung ist dieses Ergebnis erkldrbar. Die Spannungen S, und
Syy néhern sich im elastischen Bereich des Querschnittes mit steigendem Modell im-
mer mehr der analytischen Losung. Fiir niedrige Modelle wird das Materialverhalten
in diesem Bereich also zu weich approximiert, woraus folgt, dass im plastifizierten
Bereich des Querschnittes ein zu steifes Verhalten auftritt. Fiir Modell 2 wird ein
Locking in den Spannungen im plastischen Bereich beobachtet, das aus einer zu
geringen Approximation der Verschiebungen iiber die Dicke entsteht. Dieser Verstei-
fungseffekt ist jedoch nur in den Spannungskomponenten und nicht in der Vergleichs-
spannung zu beobachten. Die Oszillation der Spannungen S, und S,. nimmt mit
hoheren Modellen zu. Sie entsteht durch den unstetigen Verlauf der ersten beiden
Normalspannungen iiber die Dicke. Da auf der Ober- und Unterseite der Platte keine
Flachenlasten wirken, miissen beide Spannungen fiir z = +50 mm null werden. Mit
dem Modell 6 wird diese Bedingung annéhernd erfiillt.

6.5.5 Ergebnis fiir reine Biegung mit ideal-plastischem Materialverhal-
ten

Die Auswertung der Last-Verschiebungskurven fiir Modell 2, 4 und 6 hat gezeigt,
dass keines der hier untersuchten Modelle das VOLUME-Locking beinhaltet. Mit einer
Gaulordnung von 10 kann die plastische Grenzbelastung gut angenédhert werden.
Um jedoch eine glattere Abbildung der Last-Verschiebungskurve zu erhalten, sollte
diese Ordnung erhcht werden, da auftretende Knicke zu numerischen Schwierigkeiten
fithren. Eine Moglichkeit dieses Problem zu entschérfen kann die Verwendung der
NEWTON-COTES-Integration mit ihren dquidistanten Stiitzstellen sein.

Ist der Querschnitt teilplastifiziert, so stellt sich im plastischen Bereich die Span-
nung Sy, = 0,5 - Sz, ein. Hier dominieren die inelastischen Verzerrungen gegeniiber
den elastischen und es stellt sich in diesem Teil ein nahezu inkompressibles Material-
verhalten ein. Dieses Verhalten kann nur mit Modell 4 und 6 anndhernd abgebildet
werden. Modell 2 zeigt ein Versteifungsverhalten, da sich die Spannung S, am Rand
des Querschnittes nicht einem konstanten Verlauf annéhern.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein hierarchisches Schalenelement basierend auf der p-Version
der Finite-Element Methode vorgestellt. Das mathematische Modell wurde aus der
allgemeinen dreidimensionalen Kontinuumsmechanik hergeleitet und geometrisch li-
nearisiert. Die hierarchischen Schalenmodelle sind durch eine polynomiale Beschrei-
bung der Verschiebungen iiber die Dicke der Schale definiert, wobei die Modellnum-
mer den Polynomgrad der Verschiebungen in Dickenrichtung der Schale angibt. Der
Verzerrungstensor, der sich aus den Verschiebungen ableiten lésst, ist nicht verein-
facht worden, wie es bei herkommlichen Schalentheorien géingig ist. Dadurch wurde
die Konvergenz der Modelle zur dreidimensionalen Losung sichergestellt.

Die Theorie der hierarchischen Schalenmodelle basiert auf einem zweidimensionalen
krummlinigen Kontinuum, das einen dreidimensionalen Spannungszustand abbilden
kann. Hierarchische Schalenmodelle kénnen daher mit beliebigen Materialmodellen
gekoppelt werden. In dieser Arbeit wurden zwei isotrope Materialien zugrunde gelegt,
ein elastisches und ein elastisch-plastisches mit exponentieller isotroper Verfestigung.
Fiir das linear-elastische Stoffgesetz von HOOKE ist eine Annahme fiir die Metrik-
komponenten des Kontinuums getroffen worden, die in den numerischen Analysen
keine Auswirkung gezeigt hat. Diese Annahme wurde auch fiir die Vorabintegration
der Randlasten iiber die Dicke verwendet. Das nichtlineare Materialgesetz wird mit
einer numerischen Vorabintegration iiber die Dicke an jedem Gauflpunkt verwendet,
wobei die Anzahl der Integrationspunkte frei gewédhlt werden kann. Eine Erhohung
dieser Anzahl ergibt keine wesentliche Steigerung der Rechenzeit, wie es bei Volu-
menelementen der Fall ist.

Fiir die Implementation der hierarchischen Schalenmodelle wurde die p-Version der
Finite-Element Methode verwendet. Hierarchische Ansatzfunktionen, die eine gute
Kondition des Gleichungssystems sicherstellen, bilden einen reduzierten oder vollen
Ansatzraum der Approximation. Eine exakte Abbildungsfunktion fiir rotationssym-
metrische Geometrien wurde mit Hilfe der Blending-Function-Methode hergeleitet,
wodurch eine Anbindung an ein CAD-Programm ermdoglicht wird. Die fiir die Imple-
mentation benotigten Matrizen wurden fiir die hierarchischen Schalenmodelle syste-
matisch aufgestellt. Das nichtlineare Gleichungssystem wurde mittels des NEWTON-
RAPHSON-Verfahren gelost, wobei zur Berechnung des nichtlinearen Materialverhal-
tens der RADIAL-RETURN-Algorithmus herangezogen wurde.

Die Untersuchung und Uberwindung des modellabhéngigen POISSON-THICKNESS-
Lockings wurde in einer theoretischen Studie sowie in einem numerischen Analy-
se aufgezeigt. An ausgewéihlten Beispielen wurde die Robustheit der p-Version der
Finite-Element Methode gegen verzerrte Elemente, SHEAR-, MEMBRANE- und VO-
LUME-Locking gezeigt und das plastische Materialverhalten der hierarchischen Scha-
lenmodelle untersucht. Die wichtigsten Ergebnisse werden im Folgenden kurz zusam-
mengefasst:
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e Das Po1ssON-THICKNESS-Locking wird fiir biegedominierte Probleme mit dem
Modell 2 iiberwunden.

e Fiir stark verzerrte Elemente sollte der Polynomgrad im Vergleich zu recht-
winkligen Elementen um eins héher gewéhlt werden.

e Das SHEAR-Locking wird ab dem Polynomgrad p = 4, bei sehr diinne Schalen
mit p = 5, iiberwunden.

e Das MEMBRANE-Locking wird erste ab einem Polynomgrad von p = 5 iiber-
wunden.

e Um das VOLUME-Locking in der Mittelfliche zu iiberwinden, muss der Po-
lynomgrad im Vergleich zu einer Berechnung mit der Querkontraktionszahl
v = 1/3 um zwei hoher gewihlt werden.

e Layerelemente miissen je nach Geometrie, Randbelastung und Auflagerbedin-
gung sowie bei freien Réndern verwendet werden, um eine gute Konvergenz der
Energienorm sicherzustellen.

e Bei plastischen Untersuchungen muss fiir eine gute Abbildung des Systemver-
haltens das Modell 2 und hoher gewédhlt werden.

e Fiir eine gute Abbildung der Systemantwort wihrend der Plastifizierung muss
die Anzahl der Gaulpunkte iiber die Dicke der Schale mindestens 10 sein.

e Sollen alle Spannungskomponenten iiber die Dicke der Schale gut approximiert
werden, muss bei einer inelastischen Berechnung eines biegedominierten Pro-
blems Modell 4 und hoher gewéahlt werden.

Das in dieser Arbeit entwickelte hierarchische Schalenmodell, das fiir die p-Version
der Finite-Element Methode implementiert und getestet wurde, besitzt fiir diinne
und dicke Schalenstrukturen eine hohe Robustheit, Genauigkeit und Effizienz. Es
kann bei elastischen und inelastischen Untersuchungen eingesetzt werden und zeigt
hier schon fiir eine geringe Approximationsstufe mit wenigen Freiheitsgraden gute
Ergebnisse.

Eine Weiterentwicklung auf dem Gebiet der hierarchischen Schalenmodelle wére eine
Erweiterung auf grofle Formédnderungen. Die kontinuumsmechanische Herleitung der
Theorie kann hierfiir zugrunde gelegt werden, da sie auf einem Verschiebungsvektor
mit Verschiebungsvariablen basiert. Das in dieser Arbeit beschriebene strukturierte
Vorgehen von der Kontinuumsmechanik bis hin zur Implementation kann dabei einen
guten Leitfaden darstellen. Des Weiteren kann das hierarchische Schalenelement mit
neuen Materialmodellen gekoppelt werden. Mit einem transversal isotropen Materi-
alverhalten kann es in vielen Bereichen der Automobilbranche bzw. der Luft- und
Raumfahrt eingesetzt werden.

Eine Verbesserung der Approximation des bestehenden Materialmodelles kann fiir die
hierarchischen Schalenmodelle und auch die p-Version der Finite-Elementmethode ei-
ne andere numerische Integration darstellen. Da das Systemverhalten wéahrend der
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Plastifizierung stark von der Lage und Anzahl der Integrationspunkte abhingig ist
und nicht von einem hoheren Modell oder einer genaueren Approximation des Ver-
schiebungsfeldes, kann eine gleichméflige Verteilung der Integrationspunkte eine Ver-
besserung der Ergebnisse bewirken. Zur genauen Abbildung eines inelastischen Pro-
zesses werden mehr Integrationspunkte benétigt als fiir einen elastischen Prozess.
Daher sollte die NEWTON-COTES-Integration fiir inelastische Materialmodelle besse-
re Ergebnisse erzielen und effizienter sein.

Da die Theorie der Modelle auf einem zweidimensionalen krummlinigen Kontinu-
um basiert, ist die Abbildung der Geometrie iiber die Schalenmittelfliche definiert.
Eine Anbindung an ein CAD-Programm kann mit der in dieser Arbeit beschriebe-
nen Methode erfolgen. Des Weiteren besteht die Moglichkeit, die zweidimensionale
krummlinige Geometrieabbildung mit einem 2D-p-Netzgenerator zu koppeln. Solche
Netzgeneratoren existieren bereits fiir die p-Version der Finite-Element Methode. Ei-
ne automatische dreidimensionale Vernetzung einer gegebenen Geometrie ist fiir die
p-Methode noch nicht vorhanden. Ein erheblicher Arbeitsaufwand wiirde durch diese
Kopplung eingespart und der Simulationsablauf weitgehend automatisiert.

In den numerischen Untersuchungen hat sich gezeigt, dass die Konditionszahl des
Gleichungssystems mit steigendem Modell fallt. Eine Verbesserung wird durch eine
veranderte theoretische Beschreibung der hierarchischen Schalenmodelle erzielt, wie
es RAMM ET.AL. in [98] vorschlédgt. Ein numerischer Prekonditionierer, der eventuell
schon auf Elementebene eingesetzt wird, kann ebenfalls die Kondition des Gleichungs-
systems und dadurch auch die Rechenzeit des iterativen Gleichungslosers verbessern.
Hierfiir muss keine aufwendige Verdnderung der Implementation der hierarchischen
Schalenmodelle erfolgen.

Zum Schluss wird noch eine Kopplung mit einem Volumenelement basierend auf der
p-Version der Finite-Element Methode vorgeschlagen. Fiir Strukturen, die in groflen
Bereichen eine Schalentragwirkung besitzen, aber in einigen kleinen Bereichen, in
denen sich zum Beispiel Beulsteifen oder Randtréager befinden oder dreidimensionale
Effekte durch Knicke in der Geometrie entstehen, kann eine solche Kopplung fiir
diinne und dicke Schalen eine effiziente Losung darstellen.
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A Spezielle Kapitel der Tensoralgebra

A.1 Pull-Back- und Push-Forward-Operationen

Der PuLL-Back-Operator ®3(.) und der PUSH-FORWARD-Operator ®¢(.) beschrei-
ben einen Transformationszusammenhang zwischen Gréflen in der Referenz- und der
Momentankonfiguration. Diese Riickwirts- oder Vorwértstransformation wird mit
Hilfe des Deformationsgradienten F definiert und ist abhéngig von den gewéhlten
Komponenten der Grofle, wobei ¢ € {b,f,\,/} den entsprechenden Operator kenn-
zeichnet .

PuLL-BACK- und PUSH-FORWARD-Operationen fiir einen Vektor A in der Referenz-
bzw. a in der Momentankonfiguration:

®;(a) = ®*(a:ig") O (A) = D, (A;G)
:FTa:aF:aiGi —F TA=AF! :Aigi
. oy bzw. . ) (A.1)
Py(a) = ¢ (a’'gi) PL(A) = 2, (A°Gy)
—F 'a=aF ' =d'G; —FA=AF" = A'g,

PuLL-BACK- und PUSH-FORWARD-Operationen fiir einen zweistufigen Tensor B in
der Referenz- bzw. b in der Momentankonfiguration:

o} (b) = o*(bijg’' @ &) ®}(B) = ¢,(B;G' ® G7)
—F'bF =b;,G' @ G’ =F 'BF '=B;g'®¢g’
o (b) = " (b g @ g;) ®{(B) = %,(B"G: © G))
=F 'bF 7 =G G, - =FBF" =BYg, ®g;
@} (b) = ®* (v';g; @ g’)  $)(B) = ®,(B,G; ® GY)
—F 'bF=b,G;,® G’ =FBF '=Bgi®g
®(b) = " (bg’ @ g)) ®/(B) = ®.(BG' © Gy)
—F'bF ' =b/G'® G =F "BF’ =Big'og;

(A.2)

PuLL-BACK- und PUSH-FORWARD-Operationen fiir einen Zweipunkttensor B, bei
dem die erste Basis in der Momentan- und die zweite Basis in der Referenzkonfigu-
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ration definiert ist.

o} (B) = ®*(Bijg' @ G7) ®}(B) = @.(Byg' ® G7)
—F'B =BG ©G’ =BF '=B;g'®¢g’
o} (B) = " (B/g' © G;) ®.(B) = .(Bg: ® G7)
~F'B - B/G'® G, _— - B Fl‘.: B'igi®g’ (A.3)
®;(B) = 2" (BYgi ® G;) o{(B) = &.(B"g: ® Gy)
=F 'B=BYG;®G, =BF"' =BYg,®g;
®;(B) = ®*(Bl;g: ® G7) o{(B) = o.(B/'g' ® G;)
=F 'B=B,G; @G’ =BF =B/g'®g;

PuLL-BACK- und PUSH-FORWARD-Operationen fiir einen Zweipunkttensor B, bei
dem die erste Basis in der Referenz- und die zweite Basis in der Momentankonfigu-
ration definiert ist.

®;(B) = ®*(B;;G' ® g’) ?’(B) = ¢,(B;;G' @ g’)
=BF =B,G' ®G’ =F "B=B;g' ®g
o} (B) = ®*(B,G; @ g') ®(B) = ¢.(B/G' ® g,)
=Br :..B'ijGi ® G bzw. =F B - B;:jgi D& (A.4)
¢;(B) = ¢*(B"G; ® gj) 9 (B) = 2.(BYG; @ g;)
—BF T =BYG; ® G, —FB=BYg; ®g;
®;(B) = 2" (B/G' ® g;) oi(B) = ,(B;G; ® g’)

—BF '=B/G'®G, =FB=RBg g
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B Schalentheorien

Die hier aufgefiihrten Schalentheorien werden fiir rotationssymmetrische Geometrien
aufgestellt, wobei die in Abschnitt 4 aufgefithrten geometrischen Annahmen gelten.

B.1 Reduziertes Materialmodell fiir Schalentheorien

Die grundlegende Annahme fiir die Reduktion des Materialmodells ist, dass S®* = 0
gesetzt wird. Diese Annahme wird bei herkémmlichen Schalentheorien verwendet,
wodurch kein dreidimensionaler Spannungszustand abgebildet werden kann.

Fiir das allgemeine Materialgesetz von HOOKE in Gleichung (3.64) und (3.65) lasst

sich, durch Verwendung der Annahme S** = 0, die Normalverzerrung in Dickenrich-
tung durch die Normalverzerrungen in der Schalenmittelfliche ausdriicken.

A 1 1
== z - B.1

€33 O+ 20) (Au €11 + Aos 822) (B.1)
Diese Gleichung wird wieder in das allgemeine Materialgesetz von HOOKE eingesetzt
und es ergibt sich das reduzierte Stoffgesetz der Schalentheorie. Fiir orthogonale
Basen lauten die Gleichungen der Spannungen

_ 1 2u 1 1 _
St = 2N+ p) — 1 4+ N —
Ayl ()\+2M)( A tp) gren+ A 522)
—292 1 2,& 1 _ ]_ _
Ao ()\+2M)< Ay cu 204w )
§33 — 0
- 1 (B.2)
S¥=——— 2p¢
Ay Agy 1TV
023 1 —
- 2
S A22 MK E23
S U
S = i 2 KE13 -

B.2 Membrantheorie

Damit ein Membranspannungszustand nach der Membrantheorie vorliegt, miissen
die in [21] aufgefithten Annahmen erfiillt sein. Sie lassen sich wie folgt zusammen
fassen:

1. stetige Verdnderung der Schalendicke
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2. stetig differenzierbare Schalengeometrie
3. stetig differenzierbarer Belastungsverlauf

4. membrangerechte Lagerungen

Die Membrantheorie geht von konstanten Verschiebungen iiber die Dicke der Schale
aus und beschreibt somit ein ebenes Problem, da der Verschiebungsvektor nur von

©', ©? abhingig ist.

0
Ui

[u] = ’82 (B.3)

0
us

Bei den Verzerrungen werden die linearen Terme in ©2 vernachlissigt und es wird
ein ebener Spannungszustand in der ©', ©%2-Ebene angenommen, d.h. es gilt $%% =

S§%% = §3! = 0. Fiir die Verzerrungskomponenten folgt

_ 0 0
€11 = U1|1 — An B,11 us

_ 0 0

Ea2 = Uz|2 — A2z B us (B.4)
_ 1,0 0

€12 = 5( 1]2 —|—u2|1) ;

wobei sich die Verzerrung £33 nach (B.1) berechnet. Alle Verzerrungen sind also
konstant iiber die Dicke, sodass diese Schalentheorie fiir Membranspannungszusténde
geeignet ist, da keine Versteifungen in dem Modell enthalten sind.

Werden die Gleichungen der Normaldehnungen in das reduzierte Materialmodell in

(B.2) eingesetzt, so ergeben sich konstante Spannungsverlsufe fiir S'*, %% und S*2.
Mit den drei Gleichgewichtsbedingungen kénnen die drei Spannungen bestimmt wer-
den. Daher stellen Schalen, die mit der Membrantheorie berechnet werden kénnen,
ein statisch bestimmtes Problem dar.

B.3 Biegetheorie nach Kirchhoff-Love

Der Biegetheorie von KIRCHHOFF-LOVE liegen folgende Annahmen zugrunde:

1. Eben- und Normalbleiben der Normalen nach der Verformung (BERNOULLI-
bzw. KIRCHHOFF-Hypothese)

2. keine Dickendnderung nach der Verformung
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Das Ebenbleiben des Querschnittes bewirkt einen linearen Verlauf der Verschiebun-
gen in ©3. Aus den iibrigen Annahmen folgen die Bedingungen

1 1 o 1 1 o 1
U1 = ——F—=U3|1 , U2 = — us|2 und us = O, (B5)
| V Az |

A1
wodurch sich die Komponenten des Verschiebungsvektors zu

0 1 0
) s v sl e

u] = — 1 .

[ ] 7{)1/2 \/A—22u3|2 ( )
us 0

ergeben. Diese Theorie basiert auf drei unabhiingigen Verschiebungen und ist C*-
stetig, da der Verschiebungsvektor die ersten Ableitungen der gesuchten Komponen-
ten beinhaltet.

Bei den Verzerrungen werden die quadratischen Terme in ©° vernachlissigt. Die
linearisierten Verzerrungen berechnen sich zu

€11 =&1|1—A11 1U3+@3( 131|1+A11 B,ll B,ll &3—ﬁ33|11)

€22 = ’32!2 — Ax» B 2u3 + @3( 2’32|2 + Aao B.22 B.22 733 — \/1}1—22’33|22)

€12 = %(’31|2+82| @31(( 1U1|2+BQU2| ) (\/jlll + \/141122)83|12) (B.7)
523233,2282+;( 2) 3|2

531:%B1u1+;( ) us1 ,

wobei sich die Verzerrung €33 nach (B.1) berechnet, da auch hier ein reduziertes
Materialmodell zugrunde liegt.

Werden die Gleichungen der Verzerrungen in das reduzierte Materialmodell in (B.2)
eingesetzt, so folgen lineare Spannungsverldufe fir S'', S und S'? und konstan-

te Verldufe fiir S** und S®!'. Der Schubkorrekturfaktor x = % beriicksichtigt pa-
rabelférmige Schubspannungsverldufe, die nicht automatisch durch die Kinematik
dieser Theorie gegeben sind.

B.3.1 Membranspannungszustand

Werden fiir den Membranspannungszustand die linearen Anteile in den Spannungen

S und S22 zu null gesetzt, so folgen die Beziehungen

&3\11 = VA BY U1|1 + VA1 A BY B1U3

(B.8)
33\22 = —V Az B.2 U2|2 + VA2 Az B.2 B.2 U3 .
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Durch Einsetzen dieser Beziehungen in die Definition der Verzerrungen in (B.7) ergibt
sich fiir die Normalverzerrungen

— 0 1 0
11 = u1|1 — A B u3
| ! (B.9)

— 0 2 0
Eo2 = Uz|a — A2 BHus.

Da sich die Verzerrung £33 nach Gleichung (B.1) berechnet, sind alle drei Normalver-
zerrungen konstant iiber die Dicke und es ist keine Versteifung im Modell vorhanden.

B.3.2 Biegespannungszustand

Fiir den Biegespannungszustand werden die konstanten Anteile in den Spannungen

S™ und S?2 zu null gesetzt und es folgen die Beziehungen

31|1 = A B.ll 33 und 82|2 = Ago B,22 33 . (B.10)

Damit ergeben sich die Normalverzerrungen zu

_ 1 o
€11 = —@3 T U3|11

1“ ) (B.11)
Eyp = —O° us|22 -

V A22

Alle drei Normaldehnungen sind linear iiber die Dicke und es ist keine Versteifung
im Modell vorhanden.

B.4 Biegetheorie nach Naghdi

Der Biegetheorie nach NAGHDI [59] liegen folgende Annahmen zugrunde:

1. Ebenbleiben der Normalen nach der Verformung (Geradenhypothese)

2. keine Dickendnderung nach der Verformung .

Das Ebenbleiben des Querschnittes bewirkt einen linearen Verlauf der Verschiebun-
gen in ©3. Aus der Annahme, dass die Schale keine Dickenénderung erfiahrt, folgt

us =0, (B.12)

wodurch sich die Komponenten des Verschiebungsvektors zu

0
U1

[u] = 82 + 07

0
us 0

S g

(B.13)
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ergeben. Diese Theorie basiert auf fiinf unabhingige Verschiebungen und ist C°-
stetig, da der Verschiebungsvektor keine Ableitungen der gesuchten Komponenten
beinhaltet.

Bei den linearisierten Verzerrungen werden die quadratischen Terme in ©° ver-
nachléssigt und es ergibt sich

_ 0 0 0 1

£11 =ui|1 — A B 1U3+@3( 1U1|1+A113.11B.11U3+U1|1)

_ 0 0 1
622:u2|2—A22BQU3+@ (- 2U2|2+A22B.223.22U3+U2|2)

_ 1 1 1 1

€12 = 2(’u1|2 —|—u2| —0°= ( 1U1|2 +Bzu2| ) — (U1|2 —|—u2|1)) (B.14)
_ 1 lo 11

€23 = 5321&2 + 2u?,|2 5“2

_ 1 11

€31 :§B1U1+ U3|1+ Su1,

wobei sich die Verzerrung £33 nach (B.2) berechnet, da ein reduziertes Materialmodell
zugrunde liegt.

Auch hier ergeben sich mit (B.2) die Spannungsverliufe S'*, 5?2 und S*? linear iiber

©3 und S22 und S?!' konstant iiber ©3. Der Schubkorrekturfaktor x wird auch hier
zZu % gesetzt.

B.4.1 Membranspannungszustand

Wird nur der konstante Anteil von S'! und S*? beriicksichtigt, so ergibt sich

1 10 1 1 0
ui|1 = Biuil1 — A1 By B us

o , 0 s 50 (B.15)
U3|2 = B.2 UQ|2 - A22 B.2 B.2 u3
und die Normalverzerrungen in (B.14) lauten
0 0
11 = ui]1 — An B,11 us
(B.16)

_ 0 2 0
€22 = u2|2 — Aao B us .

Alle drei Normalverzerrungen sind konstant iiber die Dicke und es ist keine Verstei-
fung im Modell vorhanden.

B.4.2 Biegespannungszustand

Aus dem linearen Anteil von S*! und S*? folgt

”31|1 — Ay BYus und 32\2 = Asy BS us (B.17)
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und die Normalverzerrungen vereinfachen sich zu

g =06° ’11Ll |1
(B.18)

- 31
82228 UQ|2 .

Alle drei Normaldehnungen sind linear iiber die Dicke und es ist keine Versteifung
im Modell vorhanden.
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