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Kurzfassung
Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Multiskalenmodellierung von Formgedächtnis-
legierungen auf Grundlage mikromechanischer, hyperelastischer Stoffgesetze, welche die
Eigenschaft aufweisen, die Bildung von Mikrostrukturen bis zu einem gewissen Grad zu
simulieren. Speziell werden drei auf dem Konzept der sogenannten Relaxierung basierende
Möglichkeiten der Modellbildung aufgezeigt, von denen zwei im weiteren Verlauf konkret
für numerische Analysen umgesetzt und verwendet werden. Insbesondere wird eine neue
Energiedichte zur Approximation der sogenannten Quasikonvexifizierung hergeleitet, wel-
che im mathematischen und auch physikalischen Sinn eine höchst plausible Lösung liefert.
Die angestrebte Simulation der bezüglich des Spannungs–Dehnungs–Verhaltens vorhande-
nen Hysterese–Schleife von Formgedächtnislegierungen bedingt die Einbindung von Dissi-
pation, was mittels eines Variationsprinzips für inelastische Materialien vollzogen wird, wel-
ches auf Evolutionsgleichungen für die dissipativen internen Variablen führt. Diesbezüglich
werden drei unterschiedliche Evolutionsgesetze für diese Variablen aufgezeigt: zwei For-
men elasto–plastischer sowie ein visko–plastisches Gesetz. Die jeweils resultierende Ma-
terialantwort der unterschiedlichen Modelle wird anhand mannigfaltiger Beispielrechnun-
gen auf Materialpunktebene analysiert. Zu weiterführenden Untersuchungen des Einflus-
ses mesoskopischer Prozesse auf das makroskopische Materialverhalten von Formgedächt-
nislegierungen werden die Materialmodelle der mikroskopischen Materialebene mittels der
Multiskalen–Finite–Elemente–Methode erweitert und auf Ausscheidungen, Polykristalle, Mi-
krorisse sowie Inklusionen umfassende Problemstellungen angewandt.
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1. Einleitung

Spricht man vor allem in der Industrie von Formgedächtnislegierung, so ist in nahezu 100%
der Fälle Nickel–Titan (NiTi) gemeint, wobei auch häufig der Begriff Nitinol gebraucht
wird als Reminiszenz an das Naval Ordnance Laboratory in den USA, in dem 1958 die
erste Formgedächtnislegierung aus diesen Bestandteilen erschaffen wurde. NiTi wird zu ca.
85% als binäre und 10% als ternäre Legierung unter Beimengung etwa von Kupfer (Cu),
Niob (Nb) oder Palladium (Pd) verwendet. Die meisten Anwendungen von Werkstücken
aus Formgedächtnislegierungen finden sich in der Medizintechnik, wobei die bekannte-
sten die sogenannten Stents sind, welche der Erweiterung von verengten Blutgefäßen die-
nen. Weitere Verwendungen sind Knochenklammern und –bleche zur schnelleren Heilung
von Brüchen sowie orthodontische Drähte. Allerdings setzen sich Formgedächtnislegierun-
gen mittlerweile auch in anderen Sparten mehr und mehr durch, wie etwa als Aktoren in
der Luft– und Raumfahrttechnik. Alle Stufen der industriellen Nutzung bzw. Herstellung
(Schmelzen und Warmumformung, Halbzeuge, Komponenten, Endgültiges Produkt) weisen
Zuwachsraten zwischen 10 und 15% p.a. auf und jährlich werden weltweit ca. 150 Patente
erteilt. Großes Potenzial werden sogenannten Hochtemperatur–Legierungen vor allem im
Automobilbereich zugesprochen, wobei hier wie auch in allen anderen Anwendungsgebie-
ten die problematische Fertigung dieser Materialien noch ein Hemmnis in der Entwicklung
und Vermarktung darstellt. Diese primär für die Industrie relevanten Informationen und Zah-
len entstammen einem Vortrag von Herrn Dr. Ing. M. Mertmann (Memory-Metalle GmbH)
im Rahmen der Sitzung des Industriellen Beraterkreises (IBK) des an der Ruhr–Universität
Bochum ansässigen SFBs 459 aus dem Jahr 2007.

Das Potenzial, welches Formgedächtnislegierungen hinsichtlich der industriellen Nutzung
zugesprochen wird, bedingt einen steigenden Bedarf an numerischer Simulation der Bau-
teile insbesondere unter Berücksichtigung zyklischer Belastungen und der daraus resul-
tierenden Schädigung des Formgedächtnismaterials. Die Grundlage für solche Simulatio-
nen ist dabei ein zweckmäßiges mechanisches Stoffgesetz. Im Allgemeinen können Mate-
rialmodelle grob in zwei Kategorien eingeteilt werden: Phänomenologische (oder mathe-
matische) Modelle, welche darauf ausgelegt sind, das makroskopische Materialverhalten
möglichst genau zumeist unter Verwendung ”nicht physikalischer“ Parameter abbilden zu
können sowie mikromechanische (oder physikalische) Modelle, die auf physikalisch mo-
tivierten Größen basieren und direkt die Prozesse auf mikroskopischer Materialebene ein-
beziehen. Diese Arbeit vertieft Ansätze zur mikromechanischen Modellierung von Form-
gedächtnislegierungen und stellt in diesem Zusammenhang eine eigenständige Energiedich-
te einer aus Austenit und Martensit bestehenden Phasenmixtur vor, die zu gewissen Teilen
Parallelen mit Modellen von Govindjee and Miehe (2001), Stupkiewicz and Petryk (2002),
Balandraud and Zanzotto (2006) oder Govindjee et al. (2007) aufweist.

Diesen Modellen ist zu eigen, dass sie zumeist nur für die mikroskopische Ebene Gültigkeit
besitzen, also für ideale Einkristalle. Für die Simulation eines realen Bauteils ist es daher
notwendig, weitere Prozesse bzw. Einflüsse auf das makroskopische Verhalten, welche auf
anderen Materialebenen lokalisiert sind, mit einzubeziehen. Im Rahmen dieser Arbeit wird
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eine bestimmte Multiskalen–Methode angewandt, um unterschiedliche Materialebenen im
Sinne einer Homogenisierung zu verknüpfen und beispielsweise das Verhalten von Poly-
kristallen und die Auswirkungen von Ausscheidungen innerhalb der Legierungen auf das
Materialverhalten zu untersuchen. In diesem Zusammenhang spricht man auch vom ”scale
bridging“, also der Überbrückung unterschiedlicher Skalen. Die einzelnen Skalen müssen
dabei mindestens eine Größenordnung bezüglich der jeweiligen Längeneinheit voneinan-
der abweichen um den Einfluss des ”Randes“ einer solchen auf die nächst höhere Ebene
vernachlässigen zu können. Eine anschauliche Darstellung der verschiedenen Skalen, die
für martensitische Umwandlungen relevant sind, ist beispielsweise in Turteltaub and Suiker
(2005) und Turteltaub and Suiker (2006) enthalten. Im allgmeinen naturwissenschaftlichen
Kontext findet sich unter Molecular ExpressionsTM, Science, Optics & You (2008) eine be-
eindruckende Demonstration unterschiedlicher Skalen, die unter Anderem von der Größen-
ordnung 1023 m (Betrachter, der 10 Millionen Lichtjahre von der Milchstraße entfernt ist)
über 1013 m (Sonnensystem), 107 m (westliche Hemisphere der Erde), 100 m (Ast eines Ei-
chenbaums), 10−4 m (Zellen der Blattoberfläche) bis hin zur Ebene der Quarks bei 10−16 m
reicht.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt hinsichtlich unterschiedlicher Zielsetzungen gegliedert:

Teil I: Die im Rahmen dieser Arbeit verwendete Methodik zur Modellierung von mar-
tensitischen Festkörperphasentransformationen weist einen interdisziplinären Hintergrund
bezüglich der Fachgebiete Mechanik, Mathematik und Werkstoffwissenschaften auf, wes-
halb in diesem Teil spezielle Grundlagen dieser Teilbereiche beschrieben werden.

• Kapitel 2 beinhaltet die für die vorliegende Arbeit relevanten Grundlagen der Konti-
nuumsmechanik, wobei recht früh die Beschränkung auf kleine Verformungen erfolgt.
Als elementare Basis für die weiteren Verfahren, welche auf Energieminimierungs-
prinzipien aufbauen, wird u.A. das klassische Variationsprinzip der linearen Elasto-
statik erläutert.

• Kapitel 3 soll aus materialwissenschaftlicher Sicht die mikroskopischen Mechanis-
men verdeutlichen, die zu dem ebenfalls erörterten makroskopischen Materialverhal-
ten von Formgedächtnislegierungen führen. Zudem werden einige Beispiele zur Ver-
deutlichung der außerordentlichen Komplexität des Materials aufgeführt.

• Kapitel 4 dient der Verdeutlichung des zunächst rein mathematisch betrachteten Kon-
zeptes der Relaxierung und der Direkten Methoden der Variationsrechnung. Diese
stellen die Grundlage für die hier verwendete Methodik der Materialmodellierung dar.

Teil II: In diesem Teil werden mikromechanische Stoffgesetze für ideale Einkristalle von
Formgedächtnislegierungen auf Basis relaxierter Energiepotenziale aufgeführt und analy-
siert. Bestandteil dieser Modelle ist die Fähigkeit der Abbildung induzierter Mikrostruktu-
ren. Zudem soll ein Beitrag zur fortgeschrittenen numerischen sowie algorithmischen Be-
handlung und Umsetzung geleistet werden.

• Kapitel 5 beschreibt die Herleitungen unterschiedlicher konstitutiver Gesetze, darun-
ter insbesondere das im Rahmen der vorliegenden Arbeit neu entwickelte Verfahren
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auf Basis laminarer Mikrostrukturen. Damit einher geht die analytische Herleitung
sogenannter treibender Kräfte sowie effektiver Spannungen.

• Kapitel 6 erweitert die Modelle um aus Dissipationsfunktionalen hergeleitete Evolu-
tionsgesetze für die inelastischen internen Variablen. Dabei werden sowohl elastopla-
stische als auch ein viskoplastisches Gesetz hergeleitet.

• Kapitel 7 verdeutlicht die algorithmische Umsetzung der Evolutionsgesetze unter
besonderer Beachtung der Behandlung vorhandener Konsistenzbedingungen sowie
der analytischen Darstellung der für das verwendete Newton–Raphson–Verfahren zur
Lösung der zeitdiskretisierten Evolutions–Gleichungssysteme notwendigen Jakobi-
matrizen.

• Kapitel 8 befasst sich ausführlich mit numerischen Analysen des Materialverhaltens
unterschiedlicher Formgedächtnislegierungen insbesondere hinsichtlich der effekti-
ven Spannungs–Dehnungs–Beziehung und der Evolution interner Variablen. Zudem
werden algorithmische Aspekte angesprochen sowie eine Beurteilung bzw. Einschätzung
der behandelten Verfahren.

Teil III: Die Erweiterung der mikromechanischen Stoffgesetze im Sinne der Einbindung
in ein skalenügergreifendes Modell ist unumgänglich für einen Vergleich des Verhaltens
makroskopischer Körper mit experimentellen Daten sowie die Simulation und Verifikati-
on mikromechanischer Prozesse. Im Rahmen dieser Arbeit werden die Materialgefüge auf
diesen sogenannten mesoskopischen Ebenen als unveränderlich angenommen.

• Kapitel 9 stellt zur Erweiterung des mikromechanischen Stoffgesetzes im Sinne ei-
nes skalenübergreifenden Modells grundlegende Verfahren zur Homogenisierung re-
spektive Multiskalen–Modellierung heraus. Besonderer Augenmerk wird dabei auf
die Erfüllung der sogenannten Hill–Mandel–Bedingung unter Berücksichtigung peri-
odischer Randbedingungen für das eingeführte, mesoskopische Verschiebungs–Fluk-
tuationsfeld gelegt. Zudem werden die notwendigen Erweiterungen der Materialrou-
tinen zur Einbindung in die FEM dargelegt.

• Kapitel 10 zeigt die Grundlagen der praxisrelevanten Ni4Ti3–Ausscheidungen auf,
welche anschließend als innerhalb einer FGL–Matrix eingebetteten Inhomogenität
modelliert und deren Einfluss auf die Materialantwort numerisch analysiert wird.

• Kapitel 11 beschreibt zunächst hinsichtlich der angestrebten Simulation des Verhal-
tens polykristalliner, aus FGL gefertigter Bauteile deren geometrische Diskretisierung
mittels Voronoi–Zellen. Anschließend wird eine FE–Berechnung zum Vergleich mit
dem Verhalten der idealen Einkristalle herangezogen.

• Kapitel 12 verdeutlicht anhand zweier weiterer Beispiele die Vielfältigkeit der ver-
wendeten Methode. Konkret wird der Einfluss eines Mikrorisses auf die Phasentrans-
formationen sowie das Materialverhalten einer elastischen Matrix mit eingebetteter
FGL–Inklusion analysiert.

Insgesamt lässt sich die Zielsetzung dieser Arbeit derart zusammenfassen, dass zum einen
ein zweckmäßiges Stoffgesetz zur Simulation der charakteristischen Phänomene von Form-
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gedächtnislegierungen auf mikroskopischer Ebene und mikromechanischer Basis hergeleitet
wird. Zum anderen wird dieses Modell mittels der Multiskalen–FEM in dem Sinne erweitert,
dass auch Einflüsse von höheren Materialebenen auf das globale Verhalten erfasst werden
können. Auf Grund der Komplexität der Modellierung wird eine geschlossene Formulierung
bis hin zur makroskopischen Ebene hier nicht vorgenommen. Aus diesen Gründen eignen
sich die dargestellten Modelle in erster Linie zur mechanischen Verifizierung bzw. Erklärung
der lokalen Vorgänge innerhalb des Materials sowie deren Einfluss auf die makroskopische
Materialantwort.
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Teil I.

Grundlagen
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2. Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Eine der Hauptaufgaben der Festkörpermechanik besteht darin, die inneren Beanspruchun-
gen sowie Verformungen eines Körpers infolge von äußeren Einwirkungen zu bestimmen
bzw. zu approximieren.

Die Kontinuumsmechanik liefert als allgemeine, makroskopische Feldtheorie ihren Beitrag
dazu. Sie stellt die Basis für die Modellierung von industrierelevanten Materialien sowie die
konstruktive Auslegung von Bauwerken bzw. Werkstücken im Rahmen von Tragfähigkeits–
und Gebrauchsfähigkeitsnachweisen dar.

Im Allgemeinen besitzt ein kontinuierlicher Körper eine unendliche Anzahl von Freiheits-
graden und ist demnach unendlich–fach statisch unbestimmt. Aus diesem Grunde wirkt sich
zusätzlich zu den äußeren Einwirkungen auch das Verformungsverhalten des zu Grunde
liegenden Materials auf die Beanspruchungen des Körpers aus. Die Kontinuumsmechanik
verknüpft also Aspekte der

• Kinematik: Bewegung eines Körpers, Zwangsbedingungen, Zusammenhang zwischen
Verschiebungen und repräsentativen Dehnungsmaßen

• Gleichgewichtsbedingungen

• Konstitutiven Gesetze: Materialmodelle zur Kopplung von Spannungen und Dehnun-
gen

Das Ziel dieses Kapitels ist die für die weiteren Vorgehensweisen relevanten Aspekte auf-
zuzeigen und zu erläutern. Eine umfassende Abhandlung des Themas wird nicht angestrebt,
wobei diesbezüglich auf Werke wie Coleman and Noll (1959) und Truesdell and Noll (1965)
hingewiesen sein soll.

2.1. Kinematik

Ein Körper B (siehe Abb. 2.1) sei im mathematischen Sinne als dreidimensionale Mannig-
faltigkeit (siehe z.B. Marsden and Hughes (1983)) definiert, deren Bestandteile die Materi-
alpunkte oder nach Truesdell and Noll (1965) die sogenannten Partikel X sind, deren Lage
im euklidischen Raum durch die Lagrangeschen Koordinaten Xi, i = 1, 2, 3 beschrieben
wird.

Jeder dieser Materialpunkte erfährt im Laufe der Belastung des Körpers eine Verschiebung
u (t). Für jeden bestimmten Zeitpunkt nimmt ein konkretes Partikel X also den Ort x(X)
ein. Die Gesamtheit dieser Positionsänderung aller Materialpunkte lässt sich als Konfigura-
tion x = χ (B) mit den Eulerschen Koordinaten xi bezeichnen.
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x ,X3 3

X3

XP

xP uP

X2

X1

x ,X1 1

x ,X2 2

P'

c(X)
-1c (x)

B

Abbildung 2.1.: Kinematik eines beliebigen Körpers B: Referenzkonfiguration (Zeitpunkt
t0) und Momentankonfiguration (Zeitpunkt t)

Generell lassen sich sämtliche Vorgänge nun in Abhängigkeit der Lagrangeschen oder Eu-
lerschen Koordinaten beschreiben. Dabei sind die Lagrangeschen KoordinatenX praktisch
wie ein ”Name“ eines Partikels anzusehen. Durch den Umstand, dass die AchsenXi körper-
fest sind und sich so mit dem Körper verformen, bleiben die Koordinaten für einen Materi-
alpunkt (beispielsweise P) identisch. Während die Lagrangeschen Koordinaten also immer
eindeutig ein bestimmtes Partikel beschreiben, sind die Eulerschen Koordinaten x Platzhal-
ter für einen bestimmten Ort, den unterschiedliche Partikel ”durchlaufen“ können. Gemäß
Truesdell and Noll (1965) ist die Abbildung χ (X) der Ort, der zum Zeitpunkt t von einem
Partikel X eingenommen wird, während χ−1 (x) das Partikel beschreibt, dessen Ort zum
Zeitpunkt t gleich x ist.

Die Wahl, ob das zu Grunde liegende Problem in Lagrangeschen oder Eulerschen Koordi-
naten formuliert werden soll, hängt hauptsächlich davon ab, ob im Rahmen der mathemati-
schen Behandlung des Problems der Raum oder der Körper diskretisiert wird. Auf Grund der
vorhandenen Kräfte– sowie Verschiebungsrandbedingungen des betrachteten Körpers wird
daher in der Festkörpermechanik vorzugsweise die Lagrangesche Formulierung gewählt.
Dies setzt allerdings auch die Verfügbarkeit einer Referenzkonfiguration voraus, was wie-
derum in der Strömungsmechanik nicht gegeben ist, weshalb in diesem Fall eine Formulie-
rug in Eulerschen Koordinaten erfolgen muss.

Hinsichtlich der erwünschten Analyse einer Beanspruchung des betrachteten Körpers ist es



2.1. Kinematik 9

offensichtlich jedoch nicht ausreichend, lediglich Kenntnis über die Abbildung χ (X) und
damit die aktuelle Position des PartikelsX zu besitzen. Vielmehr gilt es zu bestimmen, wel-
che relative Verformung sich in einer infinitesimalen Umgebung des Partikels X einstellt.
Gemäß Ciarlet (1993) kann die aktuelle Konfiguration bei festgehaltener Zeit,

χ (X) = ID + u (X) = X + u (X) , (2.1)

aufgeteilt werden in die Identität ID, welche den Körper auf sich selber abbildet, und das
gesamte Verschiebungsfeld u (X).

Die differentielle Änderung der Position eines Partikels ergibt sich dann standardgemäß zu

dxj ej =
∂χj
∂Xi

dXi ej . (2.2)

Die darin enthaltene partielle Ableitung ist als Deformationsgradiententensor

F :=
∂χj
∂Xi

Ei ej = ∇X ⊗ χ (X) = ∇Xχ (X) (2.3)

definiert. Mit (2.1) ergibt sich daraus

F := I +∇Xu (X) (2.4)

mit I = δij Ei ej als Einheitstensor zweiter Stufe (Einheitsmatrix).

Der Deformationsgradiententensor ist ein sogenannter Doppelfeld– oder auch Zweifeldten-
sor, da die Basis Ei in Lagrangeschen und die Basis ej in Eulerschen Koordinaten vorge-
geben ist. Betten (2001) interpretiert diesen zweistufigen Tensor derart, dass dieser einen
Linienelementvektor, welcher zwei infinitesimal benachbarte materielle Punkte in der Re-
ferenzkonfiguration verbindet, auf den Linienelementvektor, der die selben Punkte in einer
aktuellen Konfiguration verbindet, abbildet.

Insgesamt lassen sich den Standardwerken (z.B. Ogden (1984), Ciarlet (1993)) folgende
Zusammenhänge

dl = F · dL (2.5)
da = det(F )F−T · dA = cof (F ) · dA (2.6)
dv = det (F ) dV (2.7)

bezüglich der Änderung eines Linienelementes dL, Flächenelementes dA sowie Volumen-
elementes dV entnehmen (siehe Abb. 2.2). Dabei sind a = n da bzw. A = N dA mit n
als Normaleneinheitsvektor auf dem betrachteten Flächenelement in der aktuellen bzw. N
in der Referenzkonfiguration.

Es soll an dieser Stelle nicht unerwähnt bleiben, dass eine komplett geometrisch nichtlineare
Formulierung der Kontinuumsmechanik eine differentialgeometrische Betrachtungsweise
erfordert, wie es z.B. in Marsden and Hughes (1983) in allgemeiner Weise oder auch in
Miehe (1994), Miehe (1998) und Miehe and Apel (2004) im Zusammenhang mit finiter
Elastoplastizität bzw. Schalentheorie erläutert wird.
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Abbildung 2.2.: Änderung von Linien–, Flächen– und Volumenelementen

2.2. Dehnungsmaße und –tensoren

Wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben wurde, dient der Deformationsgradien-
tentensor F in geeigneter Weise der Beschreibung von Bewegungsvorgängen eines Kon-
tinuums. Als allgemein anwendbares Dehnungsmaß empfiehlt er sich jedoch nicht, da er
Starrkörperrotationen enthält, die nicht zu einer Verzerrung des Kontinuums führen. Auf
seiner Basis lassen sich jedoch geeignete Dehnungsmaße herleiten.

Ausgangspunkt ist die erneute Betrachtung eines Linienelementvektors dL in der Ausgangs-
lage sowie dl in einer zu einem beliebigen Zeitpunkt korrespondierenden Konfiguration.
Betrachtet man nun die Abstandsquadrate der jeweils durch die Linienelementvektoren ver-
bundenen, infinitesimal benachbarten Punkte, so lässt sich durch

dl2 − dL2 = dl · dl− dL · dL (2.8)

ein elementares Dehnungsmaß herleiten. Wählt man die Lagrangeschen Koordinaten als
Basis, so gilt

dl · dl = Fij Fil dLj dLl =
(
F T · F

)
: (dL⊗ dL) . (2.9)

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die unweigerlich mit der Kontinuumsmechanik finiter
Deformationen verknüpften Termini wie etwa Metrik, push–forward, pull–back, ko– und
kontravariant, Objektivität bzw. material frame indifference etc. auf Grund mangelnder Re-
levanz im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht eingeführt werden sollen. Ausführliche
Erläuterungen dazu enthalten Werke wie z.B. Marsden and Hughes (1983).

Häufig wird C := F T · F definiert und als rechter Cauchy–Green–Tensor betitelt. Ciarlet
(1993) verdeutlicht sehr eingehend, dass eine rigid deformation, also eine Starrkörperbewe-
gung, vorliegt, wenn C = I gilt und somit der Term C − I ein geeignetes Dehnungsmaß
darstellt. Die Differenz der Abstandquadrate lässt sich damit als

dl2 − dL2 = (C − I) : (dL⊗ dL) (2.10)

angeben. Daraus ergibt sich der sogenannte Green–Lagrangesche oder auch Green–St.Venantsche–
Dehnungstensor

E =
1

2
(C − I) . (2.11)
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In analoger Weise lässt sich durch Substitution der inversen Beziehung dL = F−1 · dl über
die Definition des sogenannten Finger–Tensors c = F−T · F−1 der Dehnungstensor

e =
1

2
(I − c) (2.12)

angeben, welcher unter dem Namen Euler–Almansi–Tensor bekannt ist. Der hier noch recht
künstlich wirkende Faktor 1/2 kann auch durch die folgenden Betrachtungen motiviert wer-
den. In Abhängigkeit der Verschiebungsgradienten stellt sich der Green–Lagrangesche Deh-
nungstensor als

E =
1

2
(∇Xu+ u∇X +∇Xu · u∇X) (2.13)

dar. Anhand dieser Schreibweise wird der Zusammenhang zwischenE und den linearisier-
ten Dehnungen ε, häufig als Ingenieursdehnungen bezeichnet, deutlich. Durch die Annahme
∇Xu · u∇X � ∇Xu, also die Vernachlässigung der quadratischen Terme, erhält man

ε =
1

2
(∇Xu+ u∇X) . (2.14)

Die Ingenieursdehnungen lassen sich einerseits als Linearisierung von E, andererseits als
Symmetrisierung von F in der Form

ε =
1

2

(
F + F T

)
− I (2.15)

auffassen. Eine Invertierung des Zusammenhangs (2.15) ist offensichtlich nicht möglich.
Lediglich ein Abgleich bezüglich der physikalischen Bedeutung kann durch

F ≈ ε+ I (2.16)

erfolgen, was in den folgenden Kapiteln noch von Belang sein wird. Jeder reguläre, zwei-
stufige TensorA lässt sich gemäß

A = R ·U = V ·R (2.17)

in die positiv definiten, symmetrischen und zweistufigen Tensoren U ,V sowie den ortho-
gonalen, zweistufigen Tensor R zerlegen, wobei man (2.17) die Polare Zerlegung eines
solchen Tensors nennt. Angewandt auf den Deformationsgradiententensor ergibt sich

F = R ·U = V ·R , (2.18)

wobei sich im Kontext U als sogenannter Rechter Streck–Tensor, V als Linker Streck–
Tensor und R als Rotationsmatrix ergeben. Der Deformationsgradiententensor wird in die-
ser Weise also in Anteile zerlegt, die eine reine Verzerrung (U ,V ) bzw. eine reine Starrkörper-
rotation (R) widerspiegeln. Im Fall F = R ·U wird ein unverformtes Linienvektorelement
zunächst durch U verformt und anschließend durch R gedreht, im alternativen Fall verhält
es sich umgekehrt.

Die Streck–Tensoren stellen daher auch geeignete Dehnungsmaße dar. Ihre Berechnung er-
folgt unter Ausnutzung der Kenntnis, dass es zu jedem symmetrischen, positiv definiten,
zweistufigen Tensor T genau einen gleichartigen Tensor U gibt, so dass

U 2 = T ,U 2 = U ·U (2.19)
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gilt. Die Invertierung dieses Zusammenhangs, U =
√
T , gestaltet sich etwas komplexer, da

man in diesem Fall gezwungen ist, den Tensor ins Hauptachsensystem zu transformieren,
um die Wurzel aus den Eigenwerten zu ziehen und ihn dann ins Ausgangssystem zurück zu
transformieren. Dabei kann gezeigt werden, dass im Kontext der Dehnungsmaße

U 2 = C ; V 2 = b := c−1 (2.20)

mit b = F · F T als sogenanntem linken Cauchy–Green–Tensor gilt. Mit Hilfe der Streck–
Tensoren lassen sich die bereits erwähnten Dehnungsmaße nun durch

E =
1

2

(
U 2 − I

)
; e =

1

2

(
I − V −2

)
(2.21)

ausdrücken.

Im Allgemeinen lassen sich in Abhängigkeit der Streck–Tensoren generalisierte Dehnungs-
maße durch

E =

{
1
m

(Um − I) bzw. 1
m

(V m − I) , für m 6= 0

ln (U) bzw. ln (V ) , für m = 0
(2.22)

angeben (z.B. Ogden (1984)). Diesen liegt zu Grunde, dass für U ,V = I

E = 0 , E′ = I (2.23)

gilt. Dies impliziert, dass sich zum einen für Starrkörperbewegungen keine Dehnungen er-
geben und zum anderen sich die Dehnungsmaße für kleine Deformationen den linearisierten
Dehnungen ε annähern.

Zusätzlich zu den bereits genannten Dehnungsmaßen (für m = 2 und m = −2) seien an
dieser Stelle noch zwei weitere aufgeführt. Einerseits ergibt sich für m = 0 die sogenannte
Hencky–Dehnung

G = ln (U) , (2.24)

welche auch wahre Dehnung oder natürliche Dehnung genannt wird. Ihr Charakteristikum
ist die uneingeschränkte Gültigkeit einer additiven Zerlegung von Dehnungsanteilen, wie
sie beispielsweise in der Plastizitätstheorie Anwendung findet.

Andererseits erhält man für m = 1 den sogenannten Biot–Dehnungstensor

K = U − I , (2.25)

der im weiteren Verlauf dieser Arbeit im Zusammenhang mit den sogenannten Bain–Matri-
zen noch von entscheidender Bedeutung sein wird. Zudem besitzt dieser Tensor eine ein-
leuchtende geometrische Interpretation: Bei Fachwerkstäben ist der Biot–Tensor gleich dem
Term ∆l/l0 (gemäß der linearen Theorie), wobei die Längenänderung ∆l des Stabes jedoch
geometrisch exakt, also auch für große Rotationen des Stabs, berechnet wird (siehe z.B.
Crisfield (1991)).

Abb. 2.3 zeigt die grundlegenden Dehnungsmaße E, e,G,K im direkten Vergleich. Den
Ergebnissen liegt die Vorgabe einer Längenänderung u0 in axialer Richtung eines Stabes
der normierten Ausgangslänge 1, welcher einseitig unverschieblich gelagert ist, zu Grunde.
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Das DehnungsmaßK, welches für den gegebenen Lastfall gleichbedeutend mit den lineari-
sierten Dehnungen ε ist, weicht deutlich von dem ReferenzmaßE ab, wobei die Dehnungen
im Zugbereich unterschätzt und im Druckbereich betraglich gesehen überschätzt werden.
Die Maße e,G weichen sogar noch erheblicher von E ab. Allerdings weisen sie den Vor-
teil auf, dass sie für u0 7→ −1+ den Wert −∞ annehmen. Diese Dehnungsmaße erfüllen
demnach a priori die aus physikalischer Hinsicht dringend einzuhaltende Bedingung, dass
ein Körper nicht auf ein unendlich kleines Ausmaß komprimiert werden kann bzw. dazu ei-
ne unendlich hohe Dehnung nötig wäre. Bei der Verwendung von Dehnungsmaßen, welche
diese Eigenschaft nicht aufweisen, muss dies durch Verwendung geeigneter Terme in den
konstitutiven Beziehungen gewährleistet werden. Im Rahmen einer geometrisch linearen
Theorie verliert dies allerdings an Bedeutung. Die Werte der verschiedenen Dehnungsma-
ße weichen nicht mehr in dieser signifikanten Weise voneinander ab (siehe Abb. 2.4 für
u0 ∈ [−0.1, 0.1]).

Abschließend sei noch erörtert, in welchem Sinn sich die Dehnungen ε undK voneinander
unterscheiden. Eine eingeprägte Starrkörperrotation, die ein PartikelX auf

x = R ·X (2.26)

abbildet, bewirkt für den Fall einer Drehung mit dem Winkel ϕ um die x–Achse, also

R =




cos (ϕ) sin (ϕ) 0
− sin (ϕ) cos (ϕ) 0

0 0 1


 , (2.27)

eine Dehnung

ε =




cos (ϕ)− 1 0 0
0 cos (ϕ)− 1 0
0 0 0


 , (2.28)

welche nur für den Fall ϕ ≈ 0 und damit cos (ϕ) ≈ 1 mit

K = 0 (2.29)

übereinstimmt.

2.3. Konzept der mechanischen Spannungen

Das Konzept der mechanischen Spannungen geht hauptsächlich auf Augustin Louis Cauchy
(1789–1857) zurück. Ausgangspunkt seiner Überlegungen ist ein beliebiger, in Abb. 2.5
dargestellter Körper B in seiner Momentankonfiguration χ (B). Dieser Körper kann dabei
äußeren Belastung in Form von flächenhaft verteilten Kräften q(x), welche auf einem be-
stimmten Teil ∂Bq ⊂ ∂B der Oberfläche ∂B wirken, sowie Volumenkräften f(x) ausgesetzt
sein.

Die Oberflächenkräfte q(x) sind in der Realität zumeist gegeben durch Kontaktkräfte zwi-
schen B und anderen Körpern. Zudem zählen von der Umgebung auf den Körper übertra-
gene Belastungen dazu, wie etwa Wind–, Schnee– oder weitere, sogenannte Verkehrslasten.
Volumenkräfte f(x) ergeben sich generell dadurch, dass sich der betrachtete Körper B in
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Abbildung 2.3.: Vergleich ausgewählter Dehnungsmaße für eine eingeprägte Längenände-
rung u0 für finite Deformationen
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Abbildung 2.4.: Vergleich ausgewählter Dehnungsmaße für eine eingeprägte Längenände-
rung u0 für kleine Verformungen
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Abbildung 2.5.: Beliebiger Körper unter Einwirkung äußerer Lasten

einem Kräftefeld, wie etwa dem Gravitationsfeld oder einem elektrischen Feld, befindet.
Diesbezüglich soll an dieser Stelle die Annahme getroffen werden, dass derartige Felder
keine Elementarmomente bewirken (Boltzmann–Axiom).

Ciarlet (1993), dessen Herangehensweise zur Verdeutlichung dieses Themas hier hauptsäch-
lich adaptiert wurde, führt die grundlegenden Aspekte des Prinzips der Spannungen nach
Euler und Cauchy wie folgt auf:

1. Vorausgesetzt wird die Existenz eines Vektorfeldes t(x,n), dem sogenannten Cauchy-
schen Spannungsvektor, welches auf dem Rand ∂A eines beliebig gewählten, ge-
schlossenen Volumens A ⊂ B wirkt und an einem bestimmten Ort lediglich vom
Normalenvektor n des differentiellen Flächenelementes dA abhängt.

2. Für jedes abgeschlossene Gebiet A ⊂ B müssen die auf dem gesamten Rand ∂A
verteilten Vektoren t(x,n) die Wirkung der in A vorhandenen Volumenkräfte f(x)
aufheben, und zwar bezüglich der

• Kräfte
∫

A

f(x) dV +

∫

∂A

t(x,n) dA = 0 (2.30)

• und Momente
∫

A

rO × f(x) dV +

∫

∂A

rO × t(x,n) dA = 0 , (2.31)
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wobei rO den Ortsvektor von einem beliebigen Bezugspunkt O ausgehend dar-
stellt1.

3. Auf dem Rand ∂B des Körpers B muss der Spannungsvektor den von außen einge-
prägten Flächenlasten q(x) in jedem Punkt x ∈ ∂B entsprechen, speziell auf dem

”belasteten“ Gebiet ∂Bq gilt also:

t(x,n) = q(x) auf ∂Bq (2.32)

Cauchy postulierte nun, dass der Spannungsvektor t (x∗,n) lediglich linear vom Norma-
lenvektor n des differentiellen Flächenelementes dA an einem bestimmten Ort x∗ abhängt.
Daraus folgt, dass an jedem Ort x ∈ ∂A ein zweistufiger Tensor T mit

t(x) = T (x) · n (2.33)

existiert. Das sogenannte Cauchy–Theorem (2.33) lässt sich anhand des in Abb. 2.6 darge-
stellten Tetraeders, welches ein infinitesimales Volumenstück dA am Rand des Gebietes A
darstellt, verifizieren.

x2

x1

x3

tn

T11

T33

T22

T13

T23

T21

T12T32

T31

Abbildung 2.6.: Betrachtung eines elementaren Tetraeders zur Verifizierung des Cauchy–
Theorems

Auf der schrägen Fläche des Tetraeders mit dem Normalenvektor n wirkt der Spannungs-
vektor t. Auf den zu den Koordinatenachsen parallelen Flächen wirken die Spannungen T ij ,
wobei Index j die Richtung des jeweiligen Normalenvektors der betrachteten Fläche und
Index i die Richtung der jeweiligen Spannung angibt. Aus Gleichgewichtsbetrachtungen an
diesem Teilkörper kann gezeigt werden, dass (2.33) gelten muss.

Besagter Tensor T ist als Cauchyscher Spannungstensor oder auch wahre Spannung be-
kannt, da diese Feldgröße die innere Beanspruchung eines Körpers in der Momentankonfi-
guration angibt.

1Diese Forderungen steht in Einklang mit dem Schnittprinzip und Gleichgewicht an Teilsystemen und damit
den Grundprinzipien der Statik
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Mit diesem zur Hand lassen sich unter Verwendung des Gaußschen sowie Greenschen Inte-
gralsatzes die Gleichungen (2.30) und (2.31) sowie (2.32) zu

−∇ · T (x) =: −div (T (x)) = f(x) ∀x ∈ B (2.34)
T (x) = T (x)T ∀x ∈ B (2.35)

T (x) · n = q(x) ∀x ∈ ∂Bq (2.36)

umformulieren. Diese Gleichungen lassen sich in der aufgeführten Reihenfolge als lokale
Gleichgewichtsbedingungen, Bedingung der Symmetrie des Spannungstensors sowie Neu-
mann–Randbedingungen auffassen. Dabei stellt (2.34), (2.35) den statischen Sonderfall des
Cauchyschen Bewegungsgesetzes dar.

Basierend auf diesen Gegebenheiten lassen sich für geometrisch nichtlineare Theorien zahl-
reiche Spannungsmaße durch etwaige auf T angewandte pull–Back–Operationen, wie etwa
den Ersten und Zweiten Piola–Kirchhoff–Spannungstensor, herleiten. Auf Grund mangeln-
der Relevanz im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird dies allerdings an dieser Stelle un-
terlassen.

Veranschaulicht man sich den Cauchyschen Spannungstensor ob seiner Bedeutung am Bei-
spiel eines einaxialen Zugversuches, so stellt dieser den Quotienten aus eingeprägter Kraft
F und aktueller, auf Grund der Querdehnung veränderter, Querschnittsfläche A

T =
F

A
(2.37)

dar. Die linearisierten Spannungen σ beziehen die aktuelle Belastung auf den unverformten
Zustand (Referenzkonfiguration), der für dieses simple Beispiel durch die ursprüngliche
Querschnittsfläche A0 charakterisiert wird, also

σ =
F

A0

. (2.38)

Sind die Differenzen in den Abmessungen der Querschnittsfläche von unverformter zu ver-
formter Konfiguration von vernachlässigbarer Größe, so giltσ ≈ T und unter der Vorausset-
zung, dass auch σ symmetrisch ist ergeben sich die linearisierten Formen der Gleichungen
(2.34) und (2.36) zu

−∇ · σ(x) =: −div (σ(x)) = f(x) ∀x ∈ B (2.39)
σ(x) · n = q(x) ∀x ∈ ∂Bq (2.40)

Berücksichtigt man zudem noch, dass der Körper B an gewissen Rändern ∂Bu gelagert ist
bzw. vorgegebenen Verschiebungen u∗ ausgesetzt wird, erhält man demnach mit

u = u∗ ∀x ∈ ∂Bu (2.41)

sowie (2.39) und (2.40) das sogenannte Randwertproblem der linearen Elastostatik.
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2.4. Variationsprinzipien hyperelastischer Materialien

Die Lösung des Randwertproblems der Elastostatik, sei es nun für finite oder infinitesimale
Verformungen formuliert, gibt Aufschluss über die aus einer gegebenen Belastung resul-
tierende Verformung des Körpers sowie dessen innere Beanspruchung in Form von Span-
nungen und ist daher eine elementare Aufgabe im Ingenieurwesen. Da die Gleichungen
(2.39), (2.40) und (2.41) jedoch lokale Bedingungen darstellen, welche strikt in jedem Ma-
terialpunkt erfüllt sein müssen, lassen sich lediglich für Sonderfälle analytische Lösungen
herleiten.

Zur approximativen Lösung haben sich in Forschung und Industrie, gerade was die Um-
setzung in Rechenprogrammen anbelangt, Verfahren auf Basis der Energiemethoden durch-
gesetzt. Daher soll im weiteren Verlauf dieses Abschnitts das sogenannte Variationsprinzip
der linearen Elastostatik als Grundlage für die speziell in Kapitel 4 aufgeführten Methoden
erläutert werden.

Grundvoraussetzung ist die Wahl einer konstitutiven Gesetzmäßigkeit, die in diesem Fall
durch eine interne Energiedichte ψ (in der englischen Fachliteratur oft stored energy function
genannt) gegeben ist. Diese Energiedichte ψ kann zusammen mit der Bedingung

σ =
∂ψ

∂ε
(2.42)

dazu verwendet werden, das zu Grunde liegende Material bezüglich seines Verhaltens kom-
plett zu beschreiben. Die einfachste Form einer derartigen Beschreibung eines Materials
sind die sogenannten St.Venant–Kirchoff–Materialien, welche durch die quadratische Form

ψ =
1

2
ε : C : ε (2.43)

mit C als vierstufigem Material– oder auch Elastizitätstensor gegeben sind. Über (2.42),
dessen Gültigkeit die sogenannte Hyperelastizität überhaupt definiert, ergibt sich für solche
Materialien das verallgemeinerte Hookesche Gesetz

σ = C : ε (2.44)

als konstitutive Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen.

Das weitere Vorgehen basiert nun darauf, dass man in klassischer Manier den Energiezu-
stand eines Systems als konstant voraussetzt mit der Ausnahme, dass über die Systemgren-
zen hinaus Arbeit verrichtet wird. Dabei muss im Gleichgewichtszustand eine Variation der
internen Energie

Πi =

∫

B

ψ (∇u) dV (2.45)

immer gleich der Variation der äußeren Arbeit

Πa =

∫

B

f · u dV +

∫

∂Bt

q · u dA (2.46)
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mit u = û(x) als Vektorfeld der Verschiebungen sein, also

δΠi = δΠa . (2.47)

Eine Umformulierung dieser Gleichung zu

δΠi = δΠa ⇔ δΠi − δΠa = 0⇔ δ (Πi − Πa) = 0 (2.48)

lässt erkennen, dass diese Methode gleichbedeutend mit der Berechnung des Stationärwer-
tes des Funktionals Πges = Πi − Πa ist. In diesem Zusammenhang bedeutet Variation, dass
lediglich die primären Variablen eine infinitesimale Störung erfahren, diese also variiert wer-
den, während alle anderen Größen als konstant gelten. Nähere Erläuterungen hierzu siehe
z.B. Gurtin (1972). Daher ergeben sich die Variationen der beiden Potenziale zu

δΠi =
1

2

∫

B

(δε : C : ε+ ε : C : δε) dV (2.49)

mit

δε =
1

2
(∇δu+ δu∇) (2.50)

sowie

δΠa =

∫

B

f · δu dV +

∫

∂Bt

q · δu dA . (2.51)

Setzt man (2.50) in (2.49) ein, so erhält man unter Voraussetzung der Symmetrie vonC und
σ

δΠi =

∫

B

ε : C : (∇δu) dV =

∫

B

σ : (∇δu) dV . (2.52)

Die Variation des Gesamtpotenzials Πges ergibt sich damit zu
∫

B

σ : (∇δu) dV −
∫

B

f · δu dV −
∫

∂Bt

q · δu dA = 0 . (2.53)

Eine Aufspaltung des ersten Terms in (2.53) durch die Anwendung der partiellen Integration
(integration by parts) liefert

∫

B

∇ (σ · δu) dV −
∫

B

(∇ · σ) · δu dV −
∫

B

f · δu dV −
∫

∂Bt

q · δu dA = 0 , (2.54)

wobei wiederum der erste Term durch den Gauß’schen Integralsatz (alternative Bezeich-
nung: Divergenztheorem) umgewandelt werden kann, sodass nun

∫

∂B

(σ · n) · δu dA−
∫

B

(∇ · σ) · δu dV −
∫

B

f · δu dV −
∫

∂Bt

q · δu dA = 0 (2.55)
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die Variation des Gesamtpotenzials darstellt. Da auf dem Rand ∂Bu der vorgeschriebenen
Verschiebungen δu = 0 gilt, reicht es aus, den ersten Term lediglich über den Rand ∂Bt zu
integrieren, also

∫

∂Bt

(σ · n) · δu dA−
∫

B

(∇ · σ) · δu dV −
∫

B

f · δu dV −
∫

∂Bt

q · δu dA = 0 . (2.56)

Die Separation der Volumen– und Oberflächenanteile ergibt nun

−
∫

B

(∇ · σ) · δu dV =

∫

B

f · δu dV (2.57)

∫

∂Bt

(σ · n) · δu dA =

∫

∂Bt

q · δu dA (2.58)

Dabei stellt (2.57) die sogenannte Schwache Form des Gleichgewichts dar, welche unter
anderem elementar für die Methode der Finiten Elemente ist und daher auch im Rahmen
dieser Arbeit noch von Bedeutung sein wird.

Wird nun das Fundamentallemma der Variationsrechnung auf (2.57), (2.58) angewandt, so
erhält man schließlich

−
∫

B

∇ · σ dV =

∫

B

f dV (2.59)

∫

∂Bt

σ · n dA =

∫

∂Bt

q dA (2.60)

was bei der zusätzlichen Forderung nach Erfülltheit in jedem Punkt des zu Grunde liegenden
Körpers auf

−∇ · σ = f ∀x ∈ B (2.61)
σ · n = q ∀x ∈ ∂Bt (2.62)

und damit exakt auf (2.39), (2.40) führt. Auch wenn die eben aufgeführte Herleitung der
Schwachen Form des Gleichgewichts bzw. des Randwertproblems der linearen Elastostatik
aus einem Energiepotenzial auf den Fall linearer Elastizität beschränkt ist, so liefert dies
dennoch die Grundlage für die Formulierung konstitutiver Zusammenhänge für inelastische
Materialien mittels Variationsprinzipien.

Mittlerweile existieren unzählige Veröffentlichungen zu diesem Themenkomplex, sodass
bei der folgenden Auflistung kein Anspruch auf Vollständigkeit bzw. Rangordnung bezüglich
der wissenschaftlichen und historischen Relevanz erhoben wird. Einen wichtigen Grund-
stein legten Halphen and Nguyen (1975) mit der Einführung der sogenannten Generali-
sierten Standard–Medien. Darauf aufbauend formulierte Hackl (1997) Variationsprinzipien
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für klassische und finite Elastoplastizität. In diesem Zusammenhang lässt sich noch Car-
stensen et al. (2002) nennen. Ortiz and Repetto (1999) sowie Ortiz and Stainier (1999)
wandten diese Methoden auf Theorien zu Dislokationen, Kristallplastizität sowie Visko-
plastizität an. Im Rahmen der Festkörperphasentransformationen arbeiteten Mielke et al.
(2002) eine Methode aus. Miehe et al. (2002) behandeln mit Hilfe dieses Konzeptes unter
anderem Texturentwicklung von Polykristallen. Eine Anwendung für Schädigungsmodel-
le liefert Schmidt-Baldassari and Hackl (2003). Die Behandlung von bruchmechanischen
Problemen wie Rissausbreitungskriterien wird in Stumpf and Le (1990) erläutert. Eine um-
fassende Abhandlung beinhaltet Maugin (1992) für Plastizität sowie Bruchmechanik.

Diesbezüglich sei erwähnt, dass der Nachweis der Existenz sowie Eindeutigkeit von Lösun-
gen etwaiger Variationsprinzipien im Allgemeinen eine sehr komplexe Aufgabe darstellt
und gerade für finite Deformationen immer Bestandteil von fachlichen Diskussionen war
und immer noch ist. In diesem Kontext seien vor allem die Beiträge von Truesdell and Noll
(1965) und Gurtin (1972) erwähnt. Eine knappe aber eingehende Übersicht zu diesem The-
ma ist auch in Marsden and Hughes (1983) enthalten. Eng verknüpft mit den letztgenann-
ten Aspekten sind die sogenannten Direkten Methoden der Variationsrechnung, welche es
ermöglichen, direkt von der ”Gestalt“ einer internen Energiedichte ψ auf die Existenz und
Eindeutigkeit von Lösungen zu schließen. Diese Methoden und die damit eingeschlossenen
Relaxierungsverfahren sind zentraler Bestandteil dieser Arbeit und werden grundlegend in
Kapitel 4 sowie in Teil II bezüglich ihrer konkreten Anwendungen behandelt.
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3. Attribute von Formgedächtnislegierungen

3.1. Kristallographische Aspekte martensitischer
Phasentransformationen

Martensitische Phasentransformation, wie sie beispielsweise auch in herkömmlichen Stäh-
len auftreten, sind grundlegend durch ein diffusionsloses, spontanes Umklappen von einer
ursprünglichen in eine bestimmte andere Kristallstruktur gekennzeichnet und dadurch als
Phasentransformation erster Ordnung einzuordnen. Dieser Vorgang kann spannungs– und
temperaturinduziert erfolgen und äußert sich in drei grundlegenden Phänomenen: dem pseu-
doelastischen, pseudoplastischen und Einweg–Formgedächtnis–Effekt.

Diese Phänomene lassen sich anhand der Abb. 3.1 gut versinnbildlichen, wobei elastische
thermische Ausdehnungen vernachlässigt wurden.

T

e

s

Af

As
Ms

Mf

Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung des Materialverhaltens im Spannungs–
Dehnungs–Temperatur–Raum und der damit verbundenen Kristall-
strukturen in FGLen

Oberhalb der sogenannten Austenit–Finish–Temperatur Af ist die Austenit–Phase stabil.
Durch Aufbringen mechanischer Belastungen transformtiert das Material beim Erreichen
der sogenannten und idealisierten Plateauspannung nun in Martensit, je nach Vorgaben in
eine oder auch mehrere präferierte Varianten.

Die Zurücknahme der Spannungen führt zu einer Rücktransformation zu Austenit, aller-
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dings auf einem niedrigeren Spannungsniveau. Diesen Vorgang nennt man die Pseudoela-
stizität, da der entlastete Körper wieder in seine ursprüngliche Lage zurückkehrt, allerdings
während des mechanischen Belastungszykluses eine Hysterese–Schleife durchläuft und da-
durch Energie dissipiert worden sein muss. Eine detailliertere Beschreibung des Material-
verhaltens von FGLen bezüglich der Spannungen und Dehnungen erfolgt in Abschnitt 3.2.

Wird eine austenitische Formgedächtnislegierung dann unter die Martensit–Start–Tempera-
tur Ms sowie Martensit–Finish–Temperatur Mf abgekühlt, entsteht ungerichteter Marten-
sit, bei dem theoretisch alle Varianten im Material bezüglich der Volumenfraktionen gleich
verteilt sind. Eine anschließend aufgebrachte mechanische Belastung sorgt für eine schein-
bare irreversible Verformung des Körpers, die auch bei vollständiger Zurücknahme der
Spannungen auf Grund der Transformation in sogenannten gerichteten Martensit bestehen
bleibt. Dieses Phänomen ist als Pseudoplastizität bekannt.

Der Effekt ist pseudoplastisch, da durch eine Erhöhung der Temperatur über die Austenit–
Start–Temperatur As und folgend die Austenit–Finish–Temperatur Af eine Rücktransfor-
mation sowie –verformung zum ursprünglichen Austenitgitter bewirkt werden kann. Zudem
führt eine nachfolgende Abkühlung auf die ebenfalls unverformte Konfiguration des un-
gerichteten Martensits zurück. Dies ist der sogenannte Einweg–Formgedächtniseffekt, wel-
cher das Haupt–Charakteristikum solcher Legierungen ist und sich demnach auch für die
Namensgebung Formgedächtnis verantwortlich zeigt. Durch die Erhöhung der Tempera-
tur scheint sich das Material an seine ursprüngliche Konfiguration zu erinnern, der Körper
nimmt exakt seine Ausgangsposition wieder ein.

Die Rücktransformation nach erfolgtem Formgedächtniseffekt von Austenit zu gerichtetem
Martensit durch Abkühlen, was in Abb. 3.1 durch die strichpunktierte Linie symbolisiert
wird, kann durch spezielles Behandeln der Kristalle, dem sogenannten Trainieren, ebenfalls
herbei geführt werden, was als Zweiweg–Formgedächtniseffekt bekannt ist.

Die in Abb. 3.1 enthaltenen Kristallstrukturen bezogen sich lediglich auf homogene Zustände
des Materials. Eine zentrale Fragestellung aktueller Forschung ist jedoch die Darstellung
bzw. Simulation von Mischzuständen koexistenter Phasen. Grundlegend werden zunächst
Darstellungen wie in Otsuka and Wayman (1999) oder auch Guempel (2004) zu Hilfe ge-
nommen, um sich die Zusammenhänge bei koexistenten Phasen deutlich zu machen. Abb.
3.2 zeigt eine Adaption dieser Darstellungen.

Für die beiden Fälle der Pseudoelastizität und –plastizität sind dabei als Schritt zwischen
den homogenen Zuständen mögliche Mischzustände des Materials angedeutet. Vom jewei-
ligen Ausgangszustand her betrachtet klappen beispielsweise bei entsprechender mechani-
scher Belastung ∆σ die Kristallgitter jenseits der grau eingezeichneten, oft als habit plane
bezeichneten Grenzfläche um.

Diesen Darstellungen liegt jedoch zu Grunde, dass die Grenzfläche zwischen den einzelnen
Phasen kohärent ist, was im allgemeinen Fall nicht zutrifft. Dazu seien an dieser Stelle die
elementaren Grundlagen der Kristallographie im Rahmen der martensitischen Phasentrans-
formationen erwähnt, wie sie beispielsweise in Otsuka and Wayman (1999) und Bhattacha-
rya (2003) eingehender erläutert werden.

Beispiele für Materialien, in denen diese spontanen Änderungen des kristallografischen
Gefüges geschehen, sind kubisch–tetragonal in Indium–Thallium, kubisch–orthorhombisch
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T>Af

T<Mf

Ds

Abbildung 3.2.: Martensitischer Umwandlungsmechanismus (vereinfacht)

in Kupfer–Aluminium–Nickel (CuAlNi) und kubisch–monoklin I in Nickel–Titan (NiTi).
Da es sich bei martensitischen Umwandlungen um diffusionslose Vorgänge handelt und da-
mit die Konfiguration der Atome gleich bleibt, lässt sich der Wechsel vom ursprünglichen
zum ”umgeklappten“ Zustand gemäß Bain (1924) durch eine homogene Deformation be-
schreiben. Diese Deformation wird durch den Rechten Streck–Tensor U t beschrieben, der
in diesem Zusammenhang auch Bain– oder Transformationsmatrix genannt wird. Im Falle
der in dieser Arbeit vorgegebenen linearen Kinematik werden Transformationsdehnungen
vom Biot–Typ

εt = U t − I (3.1)

verwendet.

Geht man vom austenitischen Gefüge des Materials als Referenzzustand aus, so wird durch
eine Transformation in Martensit der Symmetriegrad des Kristallgitters reduziert. In die-
ser Hinsicht erhält man zwangsläufig mehrere kristallographische Varianten von Martensit.
Diese Tatsache erfordert die Einführung von NV (Number of Variants) Transformations-
matrizen respektive –dehnungen der oben aufgeführten Art. Die Anzahl der möglichen Va-
rianten hängt von der im jeweiligen Material vorherrschenden Transformationsart ab: Sie
beträgt beispielsweise 3 bei kubisch–tetragonaler, 6 bei kubisch–orthorhombischer sowie
12 bei kubisch–monokliner Transformation. Abb. 3.3 verdeutlicht dies für den Fall einer
kubisch–tetragonalen Umwandlung.

Die bekannten Kristallgeometrien der jeweiligen Phasen des Materials führen nun aber
zu der Erkenntnis, dass eine kohärente Phasengrenze im Allgemeinen sogar ausgeschlos-
sen werden kann. Zur Verdeutlichung sei Abb. 3.4 angeführt: Dargestellt ist die auf eine
Schnittebene vereinfachte Phasengrenze zwischen kubischem Austenit und einer tetragona-
len Martensit–Variante, dessen Kristallstruktur um einen beliebigen Winkel bezüglich der
horizontal verlaufenden Grenzfläche des Austenits geneigt ist. Es ist zu erkennen, dass un-
abhängig vom Neigungswinkel des tetragonalen Gitters der Martensitphase keine Kohärenz
erreicht werden kann. Vielmehr existiert ein Bereich zwischen den als durchgezogene Linie
dargestellten Phasenfronten, welcher stark verformte Kristalle beinhalten müsste, die weder
der Struktur von Austenit noch der von Martensit gleichen. Diese zusätzlich vorhandene
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Verformungsenergie der Kristalle im Grenzbereich zwischen den Phasen könnte man als
eine Art Oberflächenenergie ansehen.

In diesem Sinne lässt sich annehmen, dass die tatsächlich im Material vorhandene Aus-
prägung der Phasengrenze sich so ergeben wird, dass diese zusätzliche Energie minimiert
wird. Tatsächlich existieren Phänomene, die einen solchen Schluss zulassen, z.B. die soge-
nannte Zwillingsbildung (siehe u.A. Ball and James (1987), Ŝilhavý (1997), Bhattacharya
(2003)) sowie die ”Verästelung“ der Mikrostruktur zur Phasengrenze hin (branching, siehe
Conti (2000), Kohn and Müller (1994), Kohn and Müller (1992)).

Basierend auf der durch Wechsler et al. (1953) eingeführten kristallographischen Theorie
des Martensits (cristallographic theory of martensite) leiten Ball and James (1987) mathe-
matisch her, dass

• Martensit–Varianten untereinander kohärente Phasengrenzen bilden können, was al-
lerdings bei realen Materialien wie NiTi (kubisch–monokline Transformation) nicht
für beliebige Martensit–Paarungen gilt (siehe Fechte-Heinen (2007))

• Austenit zu einer einzigen Martensitvariante ausschließlich inkohärente Phasengren-
zen bilden kann

• Austenit und verzwillingter Martensit kohärente Phasengrenzen bilden können, sofern
die ”Lattenbreite“ der Martensitbereiche unendlich fein ist

Grundlage für die erwähnten Resultate ist die sogenannte Zwillingsgleichung

R ·U t
i −U t

j = a⊗ n , (3.2)

die primär in Abhängigkeit der Transformationsmatrizen U benachbarter Phasen i und j
eine Bedingung für kohärente Phasengrenzen und in diesem Sinne eine Kompatibilitätsbe-
dingung zwischen den Deformationszuständen der Martensitzwillinge darstellt (siehe auch
James and Hane (2000)). Eine kohärente Phasengrenze kann dabei nur entstehen, wenn der
mittlere Eigenwert der TransformationsmatrixU gleich 1 ist. Dies impliziert die Lösbarkeit
der Zwillingsgleichung. Der Vollständigkeit halber sei erwähnt, dass in (3.2)R eine beliebi-
ge Rotationsmatrix, a einen beliebigen Vektor sowie n den Richtungsvektor senkrecht zur
Phasengrenze bedeuten.

Ein aktueller Forschungszweig basiert auf James and Zhang (2005) sowie Cui et al. (2006),
bei dem der mittlere Eigenwert der Transformationsdehnung in Zusammenhang mit der
Größe der mechanischen und auch thermischen Hysterese–Schleife gebracht wird. Dies
konnte auch bereits für ternäre NiTi–Legierungen experimentell verifiziert werden. Derarti-
ge Erkenntnisse könnten zu einer weitaus effektiveren Nutzung solcher Materialien führen,
denn das Durchlaufen einer Hysterese sowie die durch die Höhe der Hystereseschleife be-
dingte, größere Transformationsspannung können auch immer als Quelle für mikroskopi-
sche Schädigungen angesehen werden, die unter Dauerbelastung zur Beeinträchtigung der
Funktionalität des Materials führen.

Erweiterte Grundlagen speziell von NiTi–Legierungen werden im Kontext der numerischen
Simulation von Ausscheidungen in Kapitel 10 eingehend behandelt.
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A M

Abbildung 3.3.: Martensitische Varianten bei vorliegender kubisch–tetragonaler Trans-
formation (A: Austenit, M: Martensit)

Austenit

Martensit

Abbildung 3.4.: Schematische Phasengrenze zwischen Austenit/Martensit (kubisch–
tetragonal)
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3.2. Makroskopische Materialeigenschaften

Die im vorherigen Abschnitt auf kristallographischer Ebene betrachteten, charakteristischen
Effekte von Formgedächtnislegierungen wirken sich auf das globale Materialverhalten in
Form von unterschiedlichen Spannungs–Dehnungs–Beziehungen aus, was bereits in Abb.
3.1 angedeutet wurde. Abb. 3.5 zeigt schematisch die idealisierte Materialantwort einer
Formgedächtnislegierung für Pseudoelastizität sowie –plastizität.
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Abbildung 3.5.: Makroskopische Materialeigenschaften hinsichtlich der Spannungs–
Dehnungs–Beziehung

Beiden Phänomenen ist gemein, dass zunächst nahezu linear elastisches Materialverhalten
vorliegt bis zu einem bestimmten Schwellenwert, hier σ→Y bzw. σY genannt, bei dessen Er-
reichen sich das Materialverhalten in der Hinsicht signifikant ändert, dass die Spannungen
während der dort einsetzenden Phasentransformation über den Dehnungsbereich ∆ε kon-
stant bleiben. Man spricht in diesem Zusammenhang von dem sogenannten Spannungspla-
teau. Nach vollendeter Transformation geht das Materialverhalten wieder in einen linear
elastischen Bereich über.

Während bei hohen Temperaturen T > Af bei anschließender Entlastung eine komplet-
te Rücktransformation auf einem niedrigeren Spannungsniveau σ←Y stattfindet und dadurch
beim erneuten Erreichen des unbelasteten Zustands keine bleibenden Verformungen beste-
hen bleiben (Pseudoelastizität), liegt für tiefe Temperaturen nach vollständig vollzogener
Entlastung eine zu mindestens mechanisch irreversible Deformation εirr vor (Pseudopla-
stizität). Diese bleibende Verformung in Folge der Pseudoplastizität kann über eine aus-
reichend hohe Erwärmung (T ≥ Af ) des Materials wieder rückgängig gemacht werden
(Einweg–Formgedächtniseffekt).

Grundsätzlich lässt sich an dieser Stelle festhalten, dass ein mechanisches Modell zur Simu-
lation des lokalen Materialverhaltens von Formgedächtnislegierungen diese drei Phänomene
abdecken sollte. Dabei ist das gezeigte idealisierte Verhalten Basis für phänomenologische
Modelle (siehe beispielsweise Raniecki et al. (1992), Auricchio and Taylor (1997) oder
Helm and Haupt (2003)). Allerdings zeigen die in Otsuka and Wayman (1999) zusammen-
gefassten Analysen, dass die reale Materialantwort von Formgedächtnislegierungen allge-
mein und NiTi im Speziellen durchaus deutlich von dem idealisierten Verhalten abweicht.
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Experimentell ermittelte Spannungs–Dehnungs–Kurven wie von Saburi et al. (1982) zeigen
eine signifikante bleibende Verformung auch für den Temperaturbereich T > Af , die zudem
auch durch anschließende Erhitzung des Materials nicht vollständig zurück geht. Es lässt
sich sogar zeigen, dass für höhere Temperaturen, welche eigentlich die Rückwandlung in die
Hochtemperaturphase Austenit erleichtern sollten, diese bleibenden Verformungen größer
werden. Eine weit akzeptierte Erklärung dafür ist, dass durch den Anstieg der Transformati-
onsspannung bei höheren Temperaturen durchaus Gleitebenen innerhalb der Kristallstruktu-
ren aktiviert werden, was zu plastischen Deformationen führt. Dies führt zur Notwendigkeit
weiterer thermo–mechanischer Vorbehandlungen des Materials zur Erhöhung der Resistenz
gegen plastische Verformungen auf Gleitebenen (Miyazaki et al. (1982)). Saburi et al. (1986)
zeigen, dass ein Kaltwalzen des Materials dafür sorgt, dass sich ein nahezu ideales Materi-
alverhalten hinsichtlich der Pseudoelastizität einstellt.

Ohnehin besteht bei Formgedächtnislegierungen eine starke Abhängigkeit des Verhaltens
von der Textur des Materials. Gemäß den Experimenten von Saburi (1989) entwickelt sich
bei warmgewalzten Probekörpern eine zum Teil stark ausgeprägte Anisotropie im Vergleich
zum isotropen Verhalten eines Gusskörpers. Die ebenfalls in Otsuka and Wayman (1999)
abgebildeten Spannungs–Dehnungs Diagramme zeigen deutlich die Unterschiede zwischen
zwei Probekörpern, welche einerseits parallel zur Walzrichtung sowie senkrecht dazu aus
dem Material geschnitten wurden, in Abhängigkeit verschiedener Stufen des Walzprozesses.
Diese Methoden lassen sich im positiven Sinne auch zu einer Verbesserung der ”Erinnerungs–
Kapazität“ des Materials nutzen, sofern beispielsweise durch Walzen die präferierte kristal-
lographische Orientierung im Sinne der maximal wiederherstellbaren Elongation (recover-
able elongation) ausgenutzt wird.

Für Industrie–Anwendungen ist es von erheblicher Bedeutung, das Langzeitverhalten ei-
nes Materials wenigstens konservativ abschätzen zu können. Dazu ist eine ausreichende
Quantität an Belastungstests zyklischer Art, sei es thermisch oder mechanisch, erforderlich.
Dieses Spektrum ist allerdings zu umfassend als dass es in dieser Arbeit erschöpfend behan-
delt werden könnte. Als grundlegende Ergebnisse solcher Analysen sei jedoch hier erwähnt,
dass thermische Zyklen zu einer schwachen Absenkung der MS– und einer signifikanten
Absenkung der Mf–Temperatur führen (u.A. nach Miyazaki et al. (1986)), während ein
Hauptaspekt zyklischer mechanischer Belastung die Absenkung der Plateauspannung bei
der Transformation Austenit–Martensit ist (Rücktransformation scheinbar unberührt, siehe
Miyazaki et al. (1986)).
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4.1. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Die in den folgenden Abschnitten behandelten mathematischen Grundlagen stehen in Zu-
sammenhang mit den sogenannten Direkten Methoden der Variationsrechnung (siehe z.B.
Dacorogna (1982)) und damit der Frage, welche Bedingungen für eine Funktion erfüllt sein
müssen, damit im mathematischen Sinn die Existenz von Minimierern bewiesen werden
kann. Im Rahmen der Materialmodellierung unter Verwendung von Energieminimierungs–
Prinzipien stellt diese Frage einen zentralen Aspekt dar. Diese Methoden werden als direkt
bezeichnet, da lediglich die zu Grunde liegende Funktion selbst analysiert werden muss und
nicht zusätzlich, wie bei der herkömmlichen Herangehensweise, noch Variationen davon
(Gradient sowie Hesse–Matrix). Somit sind die Stetigkeitsanforderungen an die Funktionen
geringer.

Für die Materialmodellierung in der Mechanik bedeutet die Anwendung der direkten Me-
thoden nicht etwa nur eine Möglichkeit, ein vorhandenes konstitutives Gesetz in Form eines
Energiefunktionals bezüglich der Existenz von eindeutigen Lösungen zu überprüfen. Viel-
mehr erlangt man dadurch eine Handhabe, notwendige und sogar hinreichende Bedingungen
dafür direkt für die ”Konstruktion“ eines zweckmäßigen Funktionals und damit konstituti-
ven Gesetzes zu benutzen.

Den detaillierten Ausführungen der folgenden Abschnitte vorausgreifend sei an dieser Stelle
mit Hilfe der Abb. 4.1 das Konzept der Relaxierung generell erläutert.

e

y

Cy

Ry

Py

Qy konvex

polykonvex

Rang-1-konvex

quasikonvex

nicht-quasikonvex

Abbildung 4.1.: Relaxierte Energiepotenziale

Energiefunktionale sind probat im Sinne der Existenz eines eindeutigen Minimums, wenn
sie schwach folgenunterhalbstetig sind. Ein quasikonvexes Potenzial ist schwach folgenun-
terhalbstetig und daher die erwünschte Hülle eines eventuell zu Grunde liegenden, nicht–
quasikonvexen Energiepotenzials. Diese quasikonvexe Hülle ist allerdings schlecht reali-
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sierbar, weshalb versucht wird sich dieser mittels anderer Verfahren anzunähern. Dabei lie-
fern die sogenannten Verfahren der Polykonvexifizierung sowie Konvexifizierung untere, die
Methoden der Gruppe Rang–1–Konvexifizierung obere Schranken hinsichtlich der Quasi-
konvexifizierung. Allgemeingültig ist dabei die Aussage

Cψ ≤ Pψ ≤ Qψ ≤ Rψ ≤ Rkψ ≤ R1ψ ≤ ψ , (4.1)

wobei der Index der Rang–1–Verfahren auf die jeweilige Ordnung hindeutet. Die Rang–1–
konvexe Hülle Rψ kann im Allgemeinen nur für k 7→ ∞ erzielt werden.

4.2. Konvexität

Betrachtet sei ein Funktional f : X → Y , welches Elemente A,B aus der Menge aller
3× 3–Matrizen X auf Y ⊂ R abbildet. Die Funktion f ist konvex, wenn

f ((1− θ) A+ θB) ≤ (1− θ) f (A) + θ f (B) (4.2)

in dem Interval θ ∈ [0, 1] oder alternativ das sogenannte Tangentenkriterium

f (B) ≥ f (A) + m (A) : (B −A) ∃m (A) (4.3)

für alle A,B gilt. Eine grafische Interpretation ist in Abb. 4.2 am Beispiel einer eindimen-
sionalen Funktion f(x) aufgeführt.

f(x) konvex f(x) nicht konvex

x
x1 x2

f(x)

f(x )1

f(x )2

g(x)

x
x1 x2

f(x)

f(x )1

f(x )2

g(x)

Abbildung 4.2.: Grafische Erläuterung zum Begriff der Konvexität

Der rechte Term in (4.2) stellt für den dargestellten Fall die Verbindungsgerade zwischen
den Punkten {x1, f (x1)} und {x2, f (x2)} dar. Sofern die Funktion f(x) an allen anderen
Stellen (1− θ) x1 + θ x2 mit 0 < θ < 1 unterhalb dieser Geraden liegt, ist f(x) konvex.
Das Tangentenkriterium lässt sich derart interpretieren, dass die Funktion f(x) konvex ist,
wenn eine Gerade g(x) mit dem Punkt {x1, f (x1)} und der Steigung m(x1) existiert, für
die g(x) ≥ f(x) ∀x gilt. Konvexität sowie auch die im weiteren Verlauf dieses Kapitels
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aufgeführten Konvexitätsbegriffe beschreiben globale Kriterien: Die Funktion f muss (4.2)
bzw. (4.3) im gesamten Definitionsbereich erfüllen.

Konvexe Funktionen haben im Zusammenhang mit Minimierungsproblemen den Vorteil,
dass bei Gültigkeit gewisser Annahmen bezüglich der Glattheit und Wachstumsbedingun-
gen der zu Grunde liegenden Funktion eindeutige Minimierer existieren (siehe z.B. Ciarlet
(1993)). Allerdings ist deutlich zu konstatieren, dass im Rahmen der Modellbildung für
Festkörper konvexe Energiefunktionale physikalisch fragwürdig sind, da solche

• die Bedingung der materiellen Objektivität (material frame indifference) im Allgemei-
nen nicht erfüllen (siehe Coleman and Noll (1959), Truesdell and Noll (1965)). Ein
anschauliches Beispiel für diese Tatsache ist in (Ciarlet, 1993, S. 174) enthalten, wel-
ches darlegt, dass konvexe Energiefunktionale für hydrostatische Spannungszustände
die Objektivität nicht erfüllen können.

• unvereinbar mit der notwendigen Eigenschaft sind, dass Energiefunktionale für Defor-
mationen mit det (F )→ 0+ gegen Unendlich streben müssen (siehe Antman (1970)).
Materialen, die auf konvexen Energiefunktionalen beruhen, können demnach unend-
lich komprimiert werden.

• lediglich eindeutige und damit stabile Gleichgewichtszustände zulassen, was im Wi-
derspruch zu evidenten Phänomenen wie etwa Knicken und Beulen steht (siehe Ball
(1977)). Auch die Initiierung einer Phasentransformation kann in diesem Zusammen-
hang als auftretende Instabilität des Materials aufgefasst werden.

x
x1

q1q2

x x2

f(x)

Cf

Abbildung 4.3.: Konstruktion der konvexen Hülle Cf einer eindimensionalen Funktion
f(x)

Zur Bestimmung der konvexen Hülle Cf eines nichtkonvexen Funktionals f (siehe Abb.
4.3) gereicht die Minimierungsaufgabe

Cf (A) = min

{
NA∑

i=1

θi f (Ai) ; θi,Ai,

NA∑

i=1

θi = 1,
NA∑

i=1

θiAi = A

}
. (4.4)

Dabei stellen θi die Volumenanteile der einzelnen Atome Ai dar, deren Gesamtanzahl mit
NA (Number of Atoms) angegeben ist. Durch Mischungen dieser Zustände Ai mit den Vo-
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lumenanteilen θi lässt sich die zu Grunde liegende Energie derart reduzieren, dass dabei eine
konvexe Hülle berechnet wird.

Die Nebenbedingung
∑NA

i=1 θiAi = A lässt sich auch dahingehend interpretieren, dass die
einzelnen Zustände im Mittel, also in der mit den jeweiligen Volumenfraktionen θi gewich-
teten Summe der diskreten Ai, gleich des vorgegebenen Zustands A ist. In dieser Hinsicht
gleicht die Nebenbedingung zur Erfüllung der Konvexität einer im Mittel formulierten Kom-
patibilitätsbedinung bezüglich der ZuständeAi.

4.3. Polykonvexität

In Kapitel 4.2 wurde deutlich, dass konvexe Funktionale immer eindeutige Minima auf-
weisen, diese allerdings gegen fundamentale physikalische Bedingungen verstoßen. Ein
Funktional f , welches nicht nur bezüglich der Zustände Ai konvex ist, sondern zusätz-
lich bezüglich cof (Ai) = det (Ai) A

−T
i und det (Ai), widerspricht diesen physikalischen

Bedingungen nicht. Derartige Funktionale gelten nach Ball (1977) als polykonvex.

Analog zum Tangentenkriterium für die Konvexität ist f polykonvex, wenn für ein m (A),
n (A), j (A)

f (B) ≥ f (A) + m (A) : (B −A)

+n (A) : (cof (B)− cof (A))

+j (A) : (det (B)− det (A))

(4.5)

für alleA,B gilt. Die Bedingungen für die Polykonvexität lassen sich im Rahmen der Kon-
tinuumsmechanik auch als Konvexität bezüglich der Änderung des Linienelementes (F ),
des Flächenelementes (cof (F )) und des Volumenelementes (det (F )) zwischen aktueller
und Referenz–Konfiguration auffassen (siehe Abschnitt 2.1).

Viele konstitutive Modelle zur Beschreibung von Materialien mit sehr großen Verformun-
gen (z.B. Gummi), wie etwa die sogenannten Mooney–Rivlin– oder Ogden–Materialien,
erfüllen die Bedingungen der Polykonvexität und sind damit physikalisch unbedenklich und
die Existenz von Minimierern kann bewiesen werden (siehe ebenfalls Ball (1977) oder bspw.
Ciarlet (1993)).

Die polykonvexe Hülle Pf eines Funktionals f berechnet sich aus dem Minimierungspro-
blem

Pf (A) = min

{
NA∑

i=1

θi f (Ai) ; θi,Ai,

NA∑

i=1

θi = 1,
NA∑

i=1

θiAi = A,

NA∑

i=1

θi cof (Ai) = cof (A) ,
NA∑

i=1

θi det (Ai) = det (A)

}
,

(4.6)
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wobei für die Ausdrücke θi,Ai sowie das Symbol NA die in Kapitel 4.2 aufgeführten De-
finitionen gelten. Demnach existieren drei Kompatibilitätsbedingungen: sowohl die Linien–
als auch die Flächen– und Volumenänderung der Zustände Ai sind im integralen Mittel
kompatibel zu den korrespondierenden Größen des globalen ZustandsA, sofern man davon
ausgeht, dassA dem Deformationsgradienten F entspricht.

4.4. Quasikonvexität

Der Begriff der Quasikonvexität wurde von Morrey (1952) eingeführt und beschreibt eine
notwendige und hinreichende Bedingung für die Folgenunterhalbstetigkeit (lower semicon-
tinuity) von Funktionen. Da laut Dacorogna (1982) die schwache Folgenunterhalbstetigkeit
neben angemessenen Wachstums– und Glattheitsanforderungen eines Funktionals die Exi-
stenz eines Minimums beweist, kann auch die Quasikonvexität als Kriterium dafür verwen-
det werden (siehe Morrey (1952), Meyers (1965)). Zudem zeigte zunächst Meyers (1965),
dass die Forderung nach Quasikonvexität dem Prinzip des Minimums des Gesamtpotenzi-
als unter homogenen Dirichlet–Randbedingungen entspricht. Für Kräfte–Randbedingungen
existiert mit der von Ball and Marsden (1984) eingeführten, sogenannten Quasikonvexität
am Rand (quasiconvexity at the boundary) ein Analogon.

Ein wie in Kapitel 4.2 definiertes Funktional f gilt als quasikonvex in einem Gebiet Ω, wenn
für alle in Ω periodischen Perturbationsfelder φ unter der Bedingung φ = 0 auf dem Rand
∂Ω

1

VΩ

∫

Ω

f (A+∇φ) dV ≥ f (A) (4.7)

für alle A im Definitionsbereich von f gilt. Mit der Definition (4.7) eröffnet sich zusätz-
lich zu den mathematischen Hintergründen noch eine intuitive, ”ingenieurmäßige“ Deutung
der Quasikonvexität, die in Abb. 4.4 für den Fall eines im Kontext der Kontinuumsme-
chanik vorliegenden Energiefunktionals ψ (F ) visualisiert ist. Dargestellt ist zum einen die
homogene Verschiebung uhom = F · x einer infinitesimalen Umgebung Ω eines makrosko-
pischen Materialpunktes, hier als Einheitsquadrat gewählt, unter der eingeprägten Scherung
F = γ (1 0 0)T ⊗ (0 1 0)T . Diese Umgebung kann im Rahmen der Materialmodellierung
als repräsentatives Volumenelement (RVE) einer untergeordneten Größenskale angesehen
werden. Zum anderen ist dargestellt, wie sich eine den oben aufgeführten Anforderungen
entsprechende, beliebig gewählte überlagerte Fluktuation φ, hier exemplarisch zu

φ =

(
0.025 sin(4 π x1) sin(4 π x2)
0.025 sin(4 π x1) sin(4 π x2)

)

mit γ = 0.25 gewählt, auf den Zustand des RVEs auswirkt.

Ist die für das RVE charakteristische Energiedichte nun quasikonvex, so befindet sich der
homogene Zustand immer auf einem niedrigeren Energieniveau als sämtliche inhomoge-
ne, durch Überlagerung einer den Ansprüchen genügenden Störung herbeigeführten Zu-
stände. Im Umkehrschluss gilt ebenso, dass ein zu Grunde liegendes Energiefunktional,
welches nicht quasikonvex ist, durch Superpositionierung eines Perturbationsfeldes inho-
mogene Zustände einnimmt, die energetisch günstiger sind.
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Abbildung 4.4.: Beispiel zur Erläuterung der Quasikonvexität

Die Konstruktion einer quasikonvexen Hülle Qf des Funktionals f lässt sich zwar formell
durch das Minimierungsproblem

Qf (A) = min





∫

Ω

f (A+∇φ) dV ;φ,φ periodisch in Ω,φ = 0 auf ∂Ω



 (4.8)

beschreiben, ist allerdings schwierig wenn nicht gar in den meisten Fällen unmöglich zu
realisieren, da es sich bei (4.8) um einen integralen Ausdruck handelt und zudem φ die
Funktion aus der Menge aller in Ω periodischen Funktionen sein muss, die den niedrigsten
Energiezustand garantiert.

Nach Ball (1977) erfüllt ein quasikonvexes Funtktional f (A) lokal die Legendre–Hadamard
oder Elliptizitäts–Bedingung

(a⊗ b) : K : (a⊗ b) ≥ 0 (4.9)

oder wahlweise

a ·N · a ≥ 0 , (4.10)

sofern es zweifach stetig differenzierbar ist. In diesem Kontext stellt N := n ·K · n den
sogenannten Akustik–Tensor dar mit a, b 6= 0 als beliebige Vektoren. Die GrößeK symbo-
lisiert im linear elastischen Fall den MaterialtensorC, während für nichtlineare Materialien
der Tangentenmodul verwendet werden muss.

4.5. Rang–1–Konvexität

Die Rang–1–Konvexität basiert auf der Quasikonvexität, wobei bei diesem Verfahren das
Perturbationsfeld φ aus einer bestimmten Klasse von Funktionen gewählt wird. Grundle-
gend sei diesbezüglich das in Abb. 4.5 dargestellte, periodische Störungsfeld betrachtet.

Entlang der Richtung n wird das RVE in periodische Zellen der Länge l̄ eingeteilt und das
dargestellte C0–stetige Fluktuationsfeld aufgebracht. Diese ”Dachstruktur“ teilt wiederum
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Abbildung 4.5.: Periodische Störung durch Laminate erster Ordnung (exemplarisch für 2D)

jede Periodizitätszelle in zwei Bereiche der Länge (1− θ) l̄ bzw. θ l̄ mit θ ∈ [0, 1]. Die bei-
den Bereiche können in diesem Zusammenhang als die Phasen des Materials aufgefasst wer-
den; θ ist damit hier gleich der Volumenfraktion der zweiten Phase. Die unterschiedlichen
Bereiche der somit vorausgesetzten Mikrostruktur werden dabei als Laminate bezeichnet,
im dargestellten Fall exakt als Laminate erster Ordnung.

Das Fluktuationsfeld mit den Amplituden û kann als

φ =





1
(1− θ) l̄ û

(
x · n− (j − 1) l̄

)
, für (j − 1) l̄ ≤ x · n ≤ (j − θ) l̄

− 1
θ l̄
û
(
x · n− j l̄

)
, für (j − θ) l̄ ≤ x · n ≤ j l̄

(4.11)

für alle Periodizitätszellen j dargestellt werden, wobei û und l̄ in diesem Zusammenhang
als spezifische Größen und damit als dimensionslos angesehen werden können. Die dadurch
erhaltene Gesamtverschiebung des RVEs

u (x) = uhom (x) + φ (x) = F · x+ φ (x) (4.12)

ist in Abb. 4.6 exemplarisch für

n̄ =

(
1
1

)
,n =

1√
n̄ · n̄ n̄, l̄ =

1

3
, ûi =

1

30
, θ =

1

2

und die bereits in Kapitel 4.4 angewandte Scherung dargestellt.

Der Deformationszustand innerhalb des RVEs berechnet sich aus

∇u = F +∇φ (4.13)

zu

F̂ = F +





1
(1− θ) l̄ û⊗ n , für (j − 1) l̄ ≤ x · n ≤ (j − θ) l̄
− 1
θ l̄
û⊗ n , für (j − θ) l̄ ≤ x · n ≤ j l̄

(4.14)
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Abbildung 4.6.: Beispiel zur Erläuterung der Rang–1–Konvexität

Die Abbildungen 4.5 und 4.6 verdeutlichen, dass am Rand des RVEs inkompatible Ver-
schiebungszustände vorliegen, da dort φ 6= 0 gilt. Dieser augenscheinliche Malus kann aber
dadurch entkräftet werden, dass keine Informationen über die Anzahl respektive die Brei-
te der einzelnen Laminate vorhanden sind bzw. in die Methode einfließen. Daher bedeutet
die Annahme unendlich feiner Laminate keine Einschränkung für die Anwendbarkeit dieses
Verfahrens und führt dazu, dass die inhomogenen Randfluktuationen vernachlässigt werden
können.

Das gewählte Perturbationsfeld ist dabei konform mit der sogenannten Hadamard–Beding-
ung (siehe z.B. Ŝilhavý (1997)), welche eine Rang–1–Verknüpfung zwischen zwei Deh-
nungszuständen angrenzender Phasen im Sinne einer kompatiblen Anordnung fordert, was
durch (4.14) eindeutig gegeben ist.

Die Berechnung einer Rang–1–konvexen Hülle bezüglich Laminaten erster Ordnung kann
also durch

Rf = min

{
(1− θ) ψ

(
A+

1

1− θ û⊗ n
)

+θ ψ

(
A− 1

θ
û⊗ n

)
; θ, û,n, θI ≥ 0,

NV∑

I=1

≤ 1

} (4.15)

berechnet werden, wobei die zuvor benutzte Größe l̄ irrelevant ist und daher nicht mehr
berücksichtigt wird. Häufig findet sich auch

(1− θ) ψ (A+ θ a⊗ n) + θ ψ (A− (1− θ) a⊗ n) (4.16)

als die zwecks Erhalt oben genannter Hülle zu minimierende Funktion. Diese unterscheidet
sich darin im Vergleich zu (4.15), dass der Vektor a nicht die Amplitude der Störung, son-
dern den Sprung bezüglich der Deformation darstellt, was nun kurz erläutert werden soll.
Die Differenz der Verschiebungsgradienten des Perturbationsfeldes φ ergibt sich zu

a :=
1

1− θ û−
(
−1

θ

)
û =

1

(1− θ) θ û (4.17)
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Die Umstellung nach û = (1− θ) θ a und Einsetzen in (4.15) ergibt (4.16). Im weiteren
Verlauf soll jedoch (4.15) als Basis für die in Kapitel 5.5 erfolgenden Herleitungen auf
Grund des eindeutigen physikalischen Bezugs des Parameters û dienen.

Das Verfahren der sequentiellen Laminierung unter Verwendung der von Kohn and Strang
(1983), Kohn and Strang (1986) entwickelten Rekursionsformeln, also die aufeinander fol-
gende Verfeinerung der Laminate in solche immer höherer Ordnung, sichert streng genom-
men erst für Laminate unendlicher Ordnung die Rang–1–Konvexität zu. Im weiteren Verlauf
dieser Arbeit soll allerdings generell bei den Verfahren unter Anwendung laminarer Struktu-
ren der Terminus Rang–1–Konvexität bzw. Rang–1–Konvexifizierung Verwendung finden.
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Teil II.

Konstitutivgesetze der Mikroebene
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5. Energiedichte der Phasenmixtur

Wie bereits angedeutet, sollen die im vorangegangenen Kapitel dargestellten Verfahren bzw.
Kriterien nun konkret für die ”Konstruktion“ einer sowohl mathematisch als auch physi-
kalisch motivierten Energiedichte und damit eines konstitutiven Gesetzes im Rahmen der
Modellierung von martensitischen Phasentransformationen angewandt werden.

Zur notwendigen Abbildung der dissipativen Vorgänge innerhalb des Materials, die sich
makroskopisch z.B. in der auftretenden Spannungs–Dehnungs–Hysterese äußern, kann das
jeweilige Relaxierungsverfahren nicht auf die zu Grunde liegende Energiefunktion allein,
sondern muss auf eine um Dissipationsanteile erweiterte Funktion angewandt werden. Dies
führt auf die sogenannten inkrementellen Variationsprinzipien (siehe u.A. Hackl (1997),
Ortiz and Stainier (1999), Ortiz and Repetto (1999), Carstensen et al. (2002), Mielke et al.
(2002), Miehe et al. (2002)). Das in Abb. 5.1 dargestellte Schaubild verdeutlicht die beiden
grundlegenden Konzepte für Relaxierungsmethoden unter Einbindung von Dissipation.

ψ (ε,V) -Punktweise Kondensation
ψcond = min {ψ +D;V}

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHj
?

Relaxierung
für feste
Mikrostruktur

?

Relaxierung

ψ̄rel (ε,Vdiss) = min {ψ;Vel} -Evolution ψrel (ε) = min {ψ (ε+∇φ,V) +

D
(
V0
diss,Vdiss

)
;φ,V

}

Abbildung 5.1.: Schema zur Bestimmung der relaxierten Energiedichte unter Berücksichti-
gung von Dissipation

Der Weg über die sogenannte kondensierte Energie ψcond bedarf der Einbindung sowie Mi-
nimierung eines inelastischen Potenzials in zeitlich diskretisierter Form sowie einer Relaxie-
rung dessen bezüglich der die Mikrostruktur repräsentierenden Variablen (siehe z.B. Bartels
et al. (2004)).

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird der alternative Pfad zur Bestimmung der rela-
xierten Energie bzw. der internen Variablen gewählt. Dies bedingt eine Unterteilung der
internen Variablen V in sogenannte elastische Variablen Vel und dissipative Variablen Vdiss,
wobei das zu Grunde liegende Potenzial ψ zunächst bezüglich Vel für festgehaltene Werte
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der dissipativen Variablen minimiert wird. Aufbauend auf der dadurch erhaltenen, ”partiell
relaxierten“ Energiedichte ψ̄rel werden anschließend die optimalen Werte der dissipativen
Variablen durch Evolutionsgesetze bestimmt, was Gegenstand des Kapitels 6 ist. Ziel dieses
Kapitels ist es nun, solche Energiedichten ψ̄rel für unterschiedliche Relaxierungsverfahren
herzuleiten.

5.1. Phasenenergien

Grundlegend kann die Energiedichte einer Festkörperphase I des Materials gemäß

ψI = ψI,mech + ψI,chem (5.1)

in einen mechanischen Anteil ψI,mech und einen chemischen Anteil ψI,chem aufgeteilt wer-
den. Die Energiedichte ψI,mech soll demnach alle Anteile berücksichtigen, die zu einer ela-
stischen Formänderung des Materials führen. Die zugehörigen Variablen sind durch die ela-
stischen Dehnungen εe gegeben. Gemäß der in dieser Arbeit zu Grunde liegenden Annahme
kleiner Verformungen soll die additive Zerlegung

εI = εeI + εtI (5.2)

der Gesamtdehnungen Anwendung finden. εtI stellt dabei eine der bereits in Kapitel 3.1 ein-
geführten Transformationsdehungen dar. Zur Berücksichtigung von Temperaturdehnungen
oder der zusätzlichen Implementierung plastischer Verformungen ließe sich die Gesamtdeh-
nung um entsprechende Anteile erweitern.

Eine quadratische Energiefunktion vom St. Venant-Kirchhoff–Typ,

ψI,mech =
1

2

(
ε− εtI

)
: CI :

(
ε− εtI

)
, (5.3)

dient als Energiedichte der betrachteten Festkörperphase, wobei C den 4-stufigen Mate-
rialtensor darstellt, der für die im weiteren Verlauf folgenden Herleitungen lediglich als
symmetrisch vorausgesetzt wird und daher generell auch Anisotropie repräsentieren kann.
Grundlegend wird die Austenitphase als Ausgangszustand des Materials angesehen (parent
phase), wodurch εtA = 0 gilt.

Die chemischen Energien werden in Anlehnung an Frémond (1987) unter Verwendung der
Wärmekapazität C0, der Latenten Wärme L0 sowie einer Referenztemperatur T0 zu

ψA,chem = −C0 T log(T )− L0
T − T0

T0

(5.4)

ψI,chem = −C0 T log(T ) (5.5)

definiert. Zusammenfassend können nun die Energiedichten für die Austenitphase sowie die
I-te Martensit–Variante als

ψA =
1

2
ε : C : ε− C0 T log(T )− L0

T − T0

T0

(5.6)

ψI =
1

2

(
ε− εtI

)
: C :

(
ε− εtI

)
− C0 T log(T ) (5.7)
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geschrieben werden. Zur besseren Veranschaulichung sind in Abb. 5.2 die einzelnen Ener-
giedichten exemplarisch für die drei Fälle T > T0, T = T0 und T < T0, hier nicht näher
erörterte Materialparameter und einen Belastungspfad ε = κ εt1 für eine kubisch–tetragonale
Transformation dargestellt, wobei auf Grund des gewählten Belastungspfades ψ2 = ψ3 gilt.

Die Ansätze bewirken also, dass die jeweilige Phasenenergie der Martensit–Variante I im
Dehnungsraum um εtI verschoben und zudem das Minimum der Austenit–Phasenenergie-
dichte um die Differenz der chemischen Energien nach oben bzw. unten veschoben wird.
Die hier definierten Phasenenergiedichten gelten einheitlich als Basis für die weiteren Her-
leitungen.
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Abbildung 5.2.: Phasenenergien eines kubisch–tetragonal transformierenden Materials für
unterschiedliche Temperaturen T
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5.2. Energiedichte nach Taylor

Der erste, intuitive Ansatz für eine Energiedichte, die repräsentativ für eine mögliche Pha-
senmixtur ist, ergibt sich durch die gewichtete Summe aller Phasenenergien

ψ = θA ψA (ε) +
NV∑

I=1

θI ψI
(
ε, εtI

)
, (5.8)

wobei θA und θI die jeweiligen Volumenfraktionen der Austenitphase bzw. I-ten Marten-
sitvariante darstellen. Dieser Ansatz scheint nützlich zu sein, erweist sich jedoch, wie nun
gezeigt wird, als völlig unbrauchbar für die gesuchte Energiedichte der Phasenmixtur. Alle
weiteren Vorgehen unterliegen den Restriktionen

θA > 0 , θI > 0 für I = 1 . . . NV , θA +
NV∑

I=1

θI = 1 . (5.9)

Eliminiert man θA durch θA = 1−∑NV
I=1 θI , so ergeben sich die Restriktionen zu

θI > 0 für I = 1 . . . NV ,

NV∑

I=1

θI ≤ 1 . (5.10)

Betrachtet man die eingeführten Volumenfraktionen als interne Variablen und damit als
zusätzliche Minimierer der Energie neben den Dehnungen, so ist erkenntlich, dass durch
die lineare Abhängigkeit der gemittelten Energiedichte von den Volumenfraktionen ledig-
lich reine Phasen möglich sind, also

(θI = 0 für I = 1 . . . NV )

∨ (θJ = 1 ∧ θI = 0 für I 6= J, I = 1 . . . NV ) .
(5.11)

Eine ausführlichere Betrachtung dieser Tatsache findet sich in Pagano et al. (1998). Die
minimale Energie ergibt sich auf Grundlage von (5.8) demnach durch

ψmin = min (ψA, ψ1, . . . , ψNV ) . (5.12)

Abb. 5.3 verdeutlicht die Bedeutung dieses Resultates: Die Energiedichte der Phasenmixtur
gemäß (5.12) ist gleichbedeutend mit der Einhüllenden der einzelnen Phasenenergien, wobei
sich die Werte der Volumenfraktionen in jedem Schnittpunkt der Phasenenergien sprunghaft
von 0 auf 1 bzw. umgekehrt ändern. Diese die Phasenenergien einhüllende Energie ist auch
als Taylor–Grenze bekannt, die man durch Annahme konstanter Dehnungen innerhalb des
gesamten RVEs erhält. Diesbezüglich ist sie äquivalent zur sogenannten Voigt–Grenze (siehe
Abschnitt 9.3).

Wie bereits in Kapitel 4 erläutert, ist die als nicht–quasikonvex zu identifizierende Taylor–
Grenze sowohl mathematisch als auch physikalisch betrachtet als Energiedichte der Phasen-
mixtur nicht zu gebrauchen. Genauer gesagt ist anzunehmen, dass Mischungsvorgänge im
Material, welche durch kontinuierliche Werte der Volumenfraktionen θI ∈ [0, 1] charakte-
risiert sind, für eine signifikante Reduzierung der Energiedichte sorgen. In den folgenden
Abschnitten wird eingehend die konkrete Anwendung der in Kapitel 4 behandelten Relaxie-
rungsverfahren erläutert, wobei (5.8) dabei zu mindestens als Ausgangspunkt dient.
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Abbildung 5.3.: Phasenenergien sowie Taylor–Grenze ψT

5.3. Konvexifizierung

Die Konvexifizierung der Energiedichte (5.8) wird mittels der Minimierungsaufgabe (4.4)
bewerkstelligt, was für den konkret vorliegenden Fall

ψ̄ =

(
1−

NV∑

I=1

θI

)
ψA (εA) +

NV∑

I=1

θI ψI
(
εI , ε

t
I

)
(5.13)

Cψ = min

{
ψ̄; θI , εA, εI , θI ≥ 0,

NV∑

I=1

θI ≤ 1, g = 0

}
, I = 1 . . . NV (5.14)

g = ε−
(

1−
NV∑

I=1

θI

)
εA −

NV∑

I=1

θI εI (5.15)

bedeutet, wobei hier im Gegensatz zu den in Kapitel 4 enthaltenen Angaben komplett der
Übergang zu kleinen Verformungen vollzogen wurde.

Jeder Phase wird demnach ein komplett eigenständiger Dehnungszustand εA bzw. εI zu-
geordnet, welcher als Minimierer der Energie fungiert und somit den elastischen Variablen
Vel zugeordnet wird. Da die Phasendehnungen zwar im Mittel kompatibel zu den makro-
skopischen Dehnungen ε sind, jedoch untereinander keinerlei Kompatibilitätsbedingungen
unterliegen, lässt sich durch diese Relaxierungsmethode keine lokale Kompatibilität zwi-
schen den Phasen gewährleisten. Demnach lässt sich weder die rein geometrische Anord-
nung der Phasen innerhalb der Mixtur nachvollziehen, noch basieren die Dehnungszustände
auf einem physikalisch sinnvollen Verschiebungsfeld, z.B. der in den Abb. 4.4 und 4.6 dar-
gestellten Art. Dies stellt neben den in Abschnitt 4.2 aufgeführten einen weiteren, im Sinne
der mikromechanischen Modellierung noch gravierenderen Kritikpunkt konvexer Energie-
potenziale dar.

Als Ansatz zur Modellierung von Aggregatzustandsänderungen (also die Transformationen
gasförmig–flüssig, flüssig–fest, gasförmig–fest) kann die Konvexifizierung wiederum ohne
Vorbehalt dienen, da in diesem Fall keine lokalen Kompatibilitäten zwischen den einzelnen
Phasen vorhanden sind.
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Zur Lösung des Problems (5.14) wird zunächst die Lagrange–Funktion

L =

(
1−

NV∑

I=1

θI

)
ψA (εA) +

NV∑

I=1

θI ψI
(
εI , ε

t
I

)
+ λ : g (5.16)

definiert, durch welche die Gleichungsrestriktion (5.15) mit Hilfe der in λ enthaltenen
Lagrange–Parameter berücksichtigt werden kann. Die Herleitungen in Pagano et al. (1998)
oder beispielsweise Leonhardt (2007) verdeutlichen, dass

λ =
∂ψ̄

εA
=
∂ψ̄

εI
∀I = 1 . . . NV (5.17)

gilt und somit in allen Phasen gleiche Spannungszustände vorliegen. Daher ist die Konve-
xifizierung gleichbedeutend mit der sogenannten Reuss–Grenze, die a priori von konstanten
Spannungen innerhalb eines RVEs ausgeht. Ferner leitet Leonhardt (2007) aus

∂L
∂εA

= 0 bzw.
∂L
∂εI

= 0 I = 1 . . . NV (5.18)

die optimalen Dehnungszustände innerhalb der einzelnen Phasen

εA = C∗ :

[
CM : ε−

NV∑

J=1

θJ CM : εtJ

]
(5.19)

εI = C∗ :

[
CA : ε−

NV∑

J=1

θJ CA : εtJ

]
+ εtI , I = 1 . . . NV (5.20)

mit

C∗ =

[
CM + ∆C

NV∑

J=1

θJ

]−1

(5.21)

∆C = CA −CM (5.22)

her. Einsetzen dieser optimalen Werte in (5.13) liefert die in der Einleitung dieses Kapi-
tels erwähnte Energiedichte ψ̄rel. Vorgreifend auf die im nachfolgenden Kapitel erläuterten
Vorgehensweisen seien zusätzlich die (negativen) Ableitungen der relaxierten Energiedichte
bezüglich der Volumenfraktionen, q := −∂θψ̄, aufgeführt. Es ergibt sich für I = 1 . . . NV :

qI = ψA (εA)− ψM,I (εI)

+

(
1−

NV∑

J=1

θJ

)
[CA : εA] : C∗ :

[
CM : εtI + ∆C : εA

]

+
NV∑

J=1

{
θJ
[
CM :

(
εJ − εtJ

)]
: C∗ :

[
CA : εtI + ∆C :

(
εJ − εtJ

)]}
(5.23)
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Wie bereits angedeutet, sind diese im Folgenden als treibende Kräfte betitelten Größen1

Bestandteil der in Kapitel 6 dargestellten Verfahren. Die effektive Materialantwort in Form
der Spannungen σ = ∂εψ̄rel lässt sich abschließend laut Leonhardt (2007) durch

σC =

(
1−

NV∑

J=1

θJ

)
[CA : εA] : [C∗ : CM ]

+
NV∑

I=1

{
θI
[
CM :

(
εI − εtI

)]
: [C∗ : CA]

}
(5.24)

mit C∗ gemäß (5.21) angeben.

5.4. Poly–Konvexifizierung

In Anlehnung der Erläuterungen in Kapitel 4.3 stellt sich die Polykonvexifizierung als ver-
gleichbar mit der Konvexifizierung unter Berücksichtigung zusätzlicher Restriktionen dar.
Die hier als

g1 = ε−
(

1−
NV∑

I=1

θI

)
εA −

NV∑

I=1

θI εI = 0 (5.25)

definierte Restriktion bezüglich der Konvexität der Dehnungszustände bzw. der Länge dif-
ferentieller Linienelemente bleibt unverändert bestehen (siehe (5.15)). Nun lassen sich die
weiteren Bedingungen, denen eine Polykonvexifizierung unterliegt, als Konvexitätsbedin-
gungen bezüglich differentieller Flächen– sowie Volumenelemente generell in der nichtli-
nearen Form

g2 = cof (F )−
(

1−
NV∑

I=1

θI

)
cof (F A)−

NV∑

I=1

θI cof (F I) = 0 (5.26)

g3 = det (F )−
(

1−
NV∑

I=1

θI

)
det (F A)−

NV∑

I=1

θI det (F I) = 0 (5.27)

auffassen. Eine konsistente Linearisierung der Bedingungen (5.26) sowie (5.27), beispiels-
weise durch Austausch der Terme det (F •) durch 1 + spur (ε•) in (5.27), würde jedoch
keine Änderung gegenüber der linearisierten Konvexifizierung ergeben. Dieser Umstand ist
darin begründet, dass die Einhaltung der Restriktion (5.25) bezüglich der einzelnen Kom-
ponenten der Dehnungszustände auch die weiteren, linear von den Dehnungskomponenten
abhängenden Restriktionen identisch erfüllt.

Aus diesem Grund soll nun nicht die linearisierte Form hinsichtlich der Konvexität der
Flächenelemente bzw. Volumenelemente betrachtet werden. Vielmehr wird F konsequent

1Alternativ werden diese Größen in der Literatur in verschiedenen Zusammenhängen auch als Konfigurati-
onskräfte oder auch thermodynamisch konjugierte Kräfte bezeichnet.
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durch den Term I + ε unter Vernachlässigung der Rotationen ersetzt. Dies entspricht zwar
keiner konsistenten Linearisierung, jedoch sind beide Terme in physikalischer Hinsicht gleich-
bedeutend im Rahmen der jeweilig zu Grunde liegenden Kinematik (siehe Abschnitt 2.2).
Damit lassen sich die für die Durchführung der Polykonvexifizierung zu berücksichtigenden
Restriktionen als

g1 = ε−
(

1−
NV∑

I=1

θI

)
εA −

NV∑

I=1

θI εI = 0 (5.28)

g2 = cof (I + ε)−
(

1−
NV∑

I=1

θI

)
cof (I + εA)−

NV∑

I=1

θI cof (I + εI) = 0 (5.29)

g3 = det (I + ε)−
(

1−
NV∑

I=1

θI

)
det (I + εA)−

NV∑

I=1

θI det (I + εI) = 0 (5.30)

darstellen. Die Polykonvexifizierung ist demnach im Rahmen dieser Arbeit durch das Mini-
mierungsproblem

ψ̄ =

(
1−

NV∑

I=1

θI

)
ψA (εA) +

NV∑

I=1

θI ψM,I

(
εI , ε

t
I

)
(5.31)

Pψ = min

{
ψ̄; θI , εA, εI , θI ≥ 0,

NV∑

I=1

θI ≤ 1, g1 = 0, g2 = 0, g3 = 0

}
(5.32)

, I = 1 . . . NV

unter Berücksichtigung von (5.28) bis (5.30) definiert. Analog zum Vorgehen in Kapitel 5.3
dient die Lagrange–Funktion

L =

(
1−

NV∑

I=1

θI

)
ψA (εA) +

NV∑

I=1

θI ψM,I

(
εI , ε

t
I

)
+ λ : g1 + µ : g2 + ν g3 (5.33)

als Basis für die weiteren Herleitungen.

Auf Grund der nichtlinearen Restriktionen lässt sich für die Polykonvexifizierung keine ana-
lytische Form der relaxierten Energiedichte angeben. Die Bestimmung der optimalen Deh-
nungszustände muss also in den gleichen iterativen Prozess eingebunden werden wie die
Berechnung der aktuellen Volumenfraktionen. Die treibenden Kräfte lassen sich durch

qI = − ∂L
∂θI

= ψA (εA)− ψI (εI)− λ : (εA − εI)
−µ : [cof (I + εA)− cof (I + εI)] (5.34)
−ν [det (I + εA)− det (I + εI)]

, I = 1 . . . NV
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für die Volumenfraktionen sowie

qεA = − ∂L
∂εA

= −CA : εA + λ+ µ : cof ′ (I + εA) + ν cof (I + εA) (5.35)

qεI = − ∂L
∂εI

= −CM :
(
εI − εtI

)
+ λ+ µ : cof ′ (I + εI) + ν cof (I + εI) (5.36)

für die optimalen Dehnungszustände angeben. Dabei gilt die Definition

cof ′ (A) := det (A)
[
AT−1
ij AT−1

kl − AT−1
kj AT−1

il

]
ei ej ek el (5.37)

=
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Die Umstellung der Stationaritätsbedingungen qεA = 0 sowie qεI = 0 nach

λ = CA : εA − µ : cof ′ (I + εA)− ν cof (I + εA) (5.38)
= CM : (εI − εI)− µ : cof ′ (I + εI)− ν cof (I + εI) (5.39)

zeigt im direkten Vergleich zu (5.17) aus Abschnitt 5.3, dass die Spannungen CA : εA bzw.
CM : (εI − εI) innerhalb der verschiedenen Festkörperphasen nicht zwangsläufig identisch
sein müssen.

5.5. Rang–1–Konvexifizierung

In diesem Abschnitt wird die Herleitung einer relaxierten Energiedichte auf Basis lamina-
rer Mikrostrukturen dargestellt, die auf den in Kapitel 4.5 eingeführten Grundlagen beruht.
Die hier präsentierte Energiedichte ist dabei als Approximation der sogenannten Rang–1–
konvexen Hülle zu verstehen, die eine obere Schranke der quasikonvexen Hülle darstellt.

Die auf laminaren Strukturen basierenden Relaxierungsverfahren sind nicht nur physika-
lisch unbedenklich hinsichtlich der lokalen Zusammenhänge zwischen den einzelnen Defor-
mationszuständen der Phasen. Weiterhin weisen die angenommenen Mikrostrukturen eine
bemerkenswerte Ähnlichkeit zu realen mikroskopischen Gefügen auf, die mittels Mikro-
skopien visualisiert wurden (siehe z.B. Otsuka and Wayman (1999)). Trotz der mathema-
tischen und physikalischen Motivation der durch die Rang–1–Konvexifizierung bezüglich
Laminaten beliebiger Ordnung erzielbaren Energiedichten bleibt die strenge mathematische
Forderung nach Quasikonvexität im Allgemeinen unerfüllt.
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Während bei der Konvexifizierung und Polykonvexifizierung keine Annahmen bezüglich der
geometrischen Anordnung von Bereichen homogener Phasen getätigt werden, setzt man die-
se hier durch die Wahl einer konkreten Mikrostruktur, welche sich im Verlauf der Belastung
einstellen kann, voraus. Die Unterscheidung zwischen den Dehnungszuständen koexistie-
render Phasen unterliegt dabei in diesem Fall der Definition eines den lokalen Verschiebun-
gen überlagerten Perturbationsfeldes upert. Darin ist auch begründet, dass innerhalb dieses
Verfahrens nicht die Dehnungszustände der unterschiedlichen Phasen als interne Variablen
fungieren, sondern aus erwähnter, konkret gewählter Verschiebungsfluktuation resultieren-
de, geometrische Größen.

Der Ansatz für die bezüglich der elastischen Variablen relaxierte Energiedichte lautet dem-
nach

ψ̄rel = min





∫

RVE

ψ
(
ε+∇symu

pert
)
dV ;Vel



 . (5.40)

Dabei bedingt die Beschränkung auf kleine Verformungen die Symmetrisierung des Gradi-
enten von upert. Ausgangspunkt der hier aufgeführten Herleitungen ist zunächst die Auf-
teilung des RVEs in die möglichen Hauptbestandteile Austenit und gesamter Martensit an
Hand von Laminaten erster Ordnung. Abb. 5.4 dient der Anschauung dieses Vorgehens mit-
tels einer zweidimensionalen Darstellung für ein angenommenes Verhältnis von Austenit zu
Martensit von 30 : 70.

nA

x1

x2

A
A

AM
M

M

x

Abbildung 5.4.: Aufteilung der Hauptbestandteile Austenit (A) und Martensit (M) mittels
Laminaten erster Ordnung

Einhergehend mit der Einführung der Laminate erster Ordnung wird nun eine Störung auf
jede Komponente des homogenen Verschiebungsfeldes des RVEs aufgebracht. Gewählt wird
die in Abb. 5.5 dargestellte Funktion upert1st,i, die sich entlang einer Koordinate ξ = x · nA
periodisch fortsetzt. Die maximale durch das zusätzliche Feld entstehende Störung der Kom-
ponente i ist dabei als uA,i bezeichnet. Dieses Vorgehen entspricht dabei exakt dem in Ab-
schnitt 4.5 beschriebenen.

Für die m–te Periodizitätszelle der gewählten Mikrostruktur lässt sich das zusätzliche Ver-
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u pert
1st,i

uA,i

Abbildung 5.5.: Perturbationen entlang der Richtung nA

schiebungsfeld demnach durch

upert1st =

{
1
θA
uA (ξ −m+ 1) , falls m− 1 ≤ ξ ≤ m− 1 + θA

− 1
θM
uA (ξ −m) , sonst

(5.41)

ausdrücken, wobei

θA = 1− θM (5.42)

θM =
NV∑

i=1

θi (5.43)

zur kompakteren Darstellung eingeführt wurden.

Analog zum Vorgehen bei der Unterscheidung zwischen Austenit und gesamtem Martensit
wird eine zusätzliche Störung definiert, die sich allerdings nur auf die mit Martensit gefüllten
Bereiche auswirkt und entlang einer Koordinate ζ = x ·nM ausgerichtet ist. Diese Störung
basiert dabei auf der Definition sogenannter Laminate zweiter Ordnung in den Martensit–
Regionen. Abb. 5.6 und 5.7 verdeutlichen diese Prozedur exemplarisch für eine kubisch–
tetragonale Transformation (NV = 3).

nA

nM

1 2 3

A

x

z

x1

x2

Abbildung 5.6.: Unterteilung des Martensits in seine möglichen Varianten anhand von La-
minaten zweiter Ordnung (exemplarisch für NV = 3)

Diese Aufteilung dient dem Zweck, dass sich eine Mischung aus Austenit– und gegebe-
nenfalls mehreren Martensitanteilen einstellen kann, je nachdem welche Konfiguration das
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u pert

2nd,i

u1,i

u2,i

Abbildung 5.7.: Perturbationen entlang der Richtung nM (exemplarisch für NV = 3)

niedrigste Energieniveau aufweist. Setzt man nun

upertM = − 1

θM
uA (ξ −m) , (5.44)

so lässt sich die Perturbation des I–ten Martensit–Laminates in der n–ten Periodizitätszelle
entlang nM durch

upertI = upertM +
1

θI
(uI − uI−1)

(
ζ −

I−1∑

k=1

θk − (n− 1)θM

)
+ uI−1 (5.45)

mit

u0 = uNV = 0 (5.46)

ausdrücken. Demnach erhält man für das gesamte Störungsfeld innerhalb des Martensit–
Bereiches

upert2nd =





upert1 , falls m− 1 + θA ≤ ξ ≤ m ∧ n− 1 ≤ ζ ≤ n− 1 + θ1

upert2 , falls m− 1 + θA ≤ ξ ≤ m ∧ n− 1 + θ1 ≤ ζ ≤ n− 1 + θ1 + θ2

...
0 , sonst

(5.47)

Insgesamt ergibt sich also

upert = upert1st + upert2nd (5.48)

als Perturbationsfeld der homogenen Verschiebungen gemäß Abb. 5.8, in der dieses zum
besseren Verständnis in zwei verschiedenen Perspektiven dargestellt ist.

Zusätzlich zu der in Abschnitt 4.5 bereits beschriebenen Inkompatibilität des Perturbations-
felds am Rand des RVEs stellt sich hier das Problem ein, dass die Verschiebungen an der
Grenze zwischen Austenit– und Martensitbereich ebenfalls nicht kompatibel sind. Diese
Diskrepanz lässt sich mit einer weiteren Annahme entschärfen, dass die Laminate zweiter
Ordnung unendlich feiner sind als die Laminate erster Ordnung, was wiederum im Rahmen
der verwendeten Theorie in keinerlei Widerspruch mündet und beispielsweise durch Ball
and James (1987) bekräftigt wird.

Das gesamte Verschiebungsfeld auf der Mikroebene ist nun in Abhängigkeit der von der
übergeordneten Skale bekannten, im Kontext dieser Arbeit als mesoskopisch zu bezeichnen-
den Dehnungen ε und den räumlichen Koordinaten x der Mikroskale zu

u(x) = ε · x+ upert (5.49)
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u pert

i

u pert

i

Abbildung 5.8.: Komplettes Störungsfeld innerhalb des RVE (exemplarisch für NV = 3)

definiert, woraus sich aus dem Zusammenhang

ε =
1

2
(∇xu+ u∇x) (5.50)

die Dehnungszustände in den einzelnen Phasengebieten zu

εA = ε+
1

θA
nA ⊗S uA (5.51)

εI = ε− 1

θM
nA ⊗S uA +

1

θI
nM ⊗S (uI − uI−1) (5.52)

mit

a⊗S b :=
1

2
(a⊗ b+ b⊗ a) (5.53)

ergeben. Trotz der Tatsache, dass die lokalen Verschiebungen nicht kompatibel sind, lässt
sich aus

∫

RVE

(
ε+∇symu

pert
)
dV = θA εA +

NV∑

I=1

θI εI = ε (5.54)

erkennen, dass die Kompatibilität hinsichtlich der aus dem Verschiebungsfeld abgeleiteten
Dehnungszustände im Mittel über das RVE gegeben ist. Berücksichtigt man diese Ansätze
nun in der gemittelten Energiedichte

ψ̄ =

(
1−

NV∑

I=1

θI

)
ψA (εA) +

NV∑

I=1

θI ψM,I

(
εI , ε

t
I

)
, (5.55)
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so ergibt sich zunächst durch

ψ̄ =
1

2
ε : C̄ : ε+ ε : [(∆C · nA) · uA] +

1

2
uA · Ĉ · uA − τ̄ : ε

+
1

θM
(τ̄ · nA) · uA +

NV∑

I=1

{
1

2 θI
(uI − uI−1) · ĈM · (uI − uI−1)

}

−
NV∑

I=1

{τ I · (uI − uI−1)} · nM + C̄

(5.56)

eine die gewählte Mikrostruktur repräsentierende Energiedichte der Phasenmixtur. Glei-
chung (5.56) enthält dabei folgende als Abkürzung eingeführte Größen:

C̄ := θACA + θM CM

∆C := CA −CM

C̃ :=
1

θA
CA +

1

θM
CM

Ĉ := nA · C̃ · nA = nA,i C̃ijkl nA,l ej ek

ĈM := nM ·CM · nM = nM,iCM,ijkl nM,l ej ek

τ I := εtI : CM

τ̄ :=
NV∑

I=1

θI τ I

C̄ := θA ψA,chem + θM ψM,chem +
1

2

NV∑

I=1

θI τ I : εtI

(5.57)

Es lässt sich erkennen, dass die Mikrostruktur durch insgesamt 4NV + 6 zusätzliche Va-
riablen beschrieben werden kann, wovon jede als unabhängig angesehen werden soll. Die
Liste aller internen Variablen lässt sich also nun durch

V = (θ1, θ2, . . . , θNV ,uA,u1,u2, . . . ,uNV−1,nA,nM) (5.58)

konkretisieren. Dabei werden lediglich die sogenannten Amplituden der Störung u1 bis
uNV−1 zu den elastischen Variablen Vel gezählt.

Die optimalen Amplituden des Perturbationsfeldes u∗ lassen sich demnach durch

∂ψ

∂uA
= 0 (5.59)

∂ψ

∂uI
= 0 , I = 1 . . . NV − 1 (5.60)
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zu

u∗A = −Ĉ−1 ·
(

∆C : ε+
1

θM
τ̄

)
· nA (5.61)

u∗I = − 1

θM
Ĉ
−1

M ·
(

I∑

i=1

NV∑

j=I+1

{θi θj (τ j − τ i)}
)
· nM (5.62)

bestimmen. Durch Einsetzen dieser Resultate in (5.56) lässt sich die gemittelte Energiedich-
te zu

ψ̄rel =
1

2
ε : C̄ : ε+ ε : [(∆C · nA) · u∗A] +

1

2
u∗A · Ĉ · u∗A − τ̄ : ε

+
1

θM
(τ̄ · nA) · u∗A −

1

2

NV∑

I=1

{
τ I ·

(
u∗I − u∗I−1

)}
· nM + C̄

(5.63)

umformulieren. Berücksichtigt man zusätzlich u∗0 = u∗NV = 0, so stellt (5.63) nun eine
recht kompakte Form der resultierenden Energiedichte auf Basis der angenommenen Mi-
krostruktur dar. Zur Behandlung der übrigen internen Variablen seien analog zu den Herlei-
tungen der vorangegangenen Kapitel die Größen

qI =
1

2
ε : ∆C : ε+ nA · K · HI +

1

2
u∗A · Č · u∗A + τ I : ε

+
1

2
θ2
M nM · τ̂ I · nM −

1

2
τ I : εtI + ψA,chem − ψI,chem (5.64)

qnA
= −ε :

[
u∗A ·∆C +

∂u∗A
∂nA

· (nA ·∆C)

]

−1

2

[
2
∂u∗A
∂nA

· Ĉ · u∗A +

(
∂Ĉ

∂nA
· u∗A

)
· u∗A

]
(5.65)

− 1

θM

[
u∗A · τ̄ +

∂u∗A
∂nA

· τ̄ · nA
]

qnM
=

1

2

NV−1∑

I=1

{
∂uI
∂nM

· (τ I − τ I+1) · nM + (τ I − τ I+1) · uI
}

(5.66)

definiert. Dabei dienen

K := ε : ∆C +
1

θM
τ̄

HI := Ĉ
−1 ·

(
Č · u∗A + τ̃ I · nA

)

Č := nA ·
(

1

θ2
A

CA −
1

θ2
M

CM

)
· nA

τ̂ I := τ̃ I · Ĉ
−1

M · τ̃ I
τ̃ I :=

1

θM

(
τ I −

1

θM
τ̄

)

(5.67)
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sowie

∂u∗A
∂nA

:= −
(
K +

∂Ĉ

∂nA
· u∗A

)
· Ĉ−1

∂Ĉ

∂nA
:=

(
C̃ijkl nA,l + nA,l C̃ljki

)
ei ej ek

∂u∗I
∂nM

:= −
(

1

θM
A1 +

∂ĈM

∂nm
· u∗I

)
· Ĉ−1

M

A1 :=
I∑

i=1

NV∑

j=I+1

{θi θj (τ j − τ i)}

∂ĈM

∂nm
:= (CM,ijkl nM,l + nM,l CM,ljki) ei ej ek

(5.68)

als Abkürzungen. Als effektive Spannungen ergeben sich analog zu Abschnitt 5.3 aus der
partiellen Ableitung des Energiefunktionals ψ̄rel bezüglich der Dehnungen

σR = C̄ : ε− ε :
[
(∆C · nA) · Ĉ−1 · (nA ·∆C)

]

− 1

θM
(∆C · nA) · Ĉ−1 · (τ̄ · nA)− τ̄

(5.69)

mit den in (5.57) definierten Abkürzungen.
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6. Dissipationsfunktionale und Evolutionsgleichungen

6.1. Grundlegendes Konzept

Auf der Basis der in Kapitel 5 hergeleiteten Energiefunktionen ψ̄rel(ε,p) bedarf es nun
der Entwicklung probater Evolutionsgesetze zur Bestimmung der inelastischen Variablen
Vdiss. Im Gegensatz zur Verwendung der kondensierten Energie wird dazu die im Material
eingebrachte Leistung

L =
dψ̄rel
dt

+ ∆ (ṗ) (6.1)

betrachtet, wobei nun p im Folgenden als Liste aller dissipativen Variablen verwendet wird.
Das sogenannte Dissipationsfunktional ∆ misst dabei praktisch den Anteil an dissipierter
Energie pro Zeit bei Änderungen von internen Variablen ṗ. Die zeitliche Ableitung der
jeweiligen Energiedichte kann dabei generell durch

dψ̄rel
dt

=
∂ψ̄rel
∂ε

: ε̇+
∂ψ̄rel
∂p
· ṗ (6.2)

unter der Voraussetzung, dass p lediglich skalare Variablen beinhaltet, angegeben werden.
Mit der klassischen Definition σ := ∂ψ/∂ε sowie den in Kapitel 5 definierten treibenden
Kräften q := −∂ψ/∂p lässt sich (6.2) zu

dψ̄rel
dt

= σ : ε̇− q · ṗ (6.3)

umschreiben. Die gesamte Leistung ergibt sich damit zu

L = σ : ε̇− q · ṗ+ ∆ (ṗ) . (6.4)

Entgegen der Anwendung des Postulates der maximalen Dissipation, bei welchem die Ra-
ten der internen Variablen durch die Maximierung der in der elementaren Thermodynamik
gebräuchlichen Definition der Dissipation D := q · ṗ berechnet werden, soll hier von der
Annahme ausgegangen werden, dass diese Raten die Gesamtleistung L minimieren, was
dem Prinzip der kleinsten Wirkung entspricht. Hackl and Fischer (2008) zeigen, dass diese
eventuell konträr erscheinenden Vorgehensweisen für zahlreiche Beispiele zu identischen
Resultaten hinsichtlich der hergeleiteten Evolutionsgleichungen führen und sogar ineinan-
der überführt werden können.

Im konkreten Fall der hier durchgeführten Modellierung gilt es also zunächst zu unterschei-
den, ob es sich bei den betrachteten Variablen um die Volumenfraktionen θI (Restriktion
(5.10) auf S.47) handelt oder für den Fall der Rang–1–Konvexifizierung um die Orientie-
rungswinkel der Laminate nA bzw. nM (unrestringiert). Betrachtet sei zunächst der nicht
triviale Fall der Stationarität der Leistung bezüglich der Volumenfraktionen. Dabei treten
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für p ∈ {θ1, . . . , θNV } die sogenannten Karush–Kuhn–Tucker–Bedingungen in Kraft. Diese
lauten

∂L
∂θ̇I

= −
NV∑

i=1

Λi
∂ṙi

∂θ̇I
− Γ

∂ ˙̄r

∂θ̇I
, i = 1 . . . NV (6.5)

0 = ri Λi , i = 1 . . . NV (6.6)
0 ≥ ri , i = 1 . . . NV (6.7)
0 ≤ Λi , i = 1 . . . NV (6.8)
0 = r̄ Γ (6.9)
0 ≥ r̄ (6.10)
0 ≤ Γ (6.11)

für folgende Definitionen der Restriktionen

rI := −θI ≤ 0 , I = 1 . . . NV ; r̄ :=
NV∑

I=1

θI − 1 ≤ 0 . (6.12)

Einsetzen dieser Zusammenhänge sowie (6.4) in (6.5) ergibt für jede Martensit–Variante I

∂L
∂θ̇I

= −qI +
∂∆

∂θ̇I
= ΛI − Γ . (6.13)

Die Umstellung dieser Gleichung gemäß

qI + ΛI − Γ︸ ︷︷ ︸
=: qenhI

=
∂∆

∂θ̇I
(6.14)

lässt eine anschauliche Deutung der Terme auf der linken Seite von (6.14) zu, die sich zu
einer erweiterten treibenden Kraft qenhI zusammenfassen lassen. Droht beispielsweise die
Summe einer bestimmten Volumenfraktion den Wert 1 zu übersteigen, da die korrespon-
dierende treibende Kraft weiterhin einen Anstieg dieser Variable bedingt, so muss Γ ak-
tiviert werden (Γ̇ > 0), woraufhin qI abgemindert wird bis durch qenhI keine Notwendig-
keit der Erhöhung dieser Volumenfraktion mehr besteht. Analog verhält es sich mit den
Werten ΛI bei Verletzung der Restriktionen rI . Die Behandlung der Karush–Kuhn–Tucker–
Bedingungen (6.6) bis (6.11), die nachfolgend durch KKTB abgekürzt werden, wird ein-
gehend in Kapitel 7 beschrieben.

Die Stationaritätsbedingungen für die Laminat–Richtungsvektoren im Falle der Rang–1–
Konvexifizierung reduzieren sich wegen nicht vorhandener Restriktionen auf

qnA
=

∂∆

∂ṅA
(6.15)

qnM
=

∂∆

∂ṅM
(6.16)

Die Gleichungen (6.14), (6.15) und (6.16) stellen somit grundlegend das Evolutionsglei-
chungssystem für die inelastischen Variablen dar, die nun mit Ausnahme der Terme ∂∆/∂ṗ
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gegeben sind. Da bislang keine schlüssige Theorie zur Herleitung des Dissipationsfunktio-
nals ∆ existiert, ist dies sinnvoll zu wählen. Basierend auf unterschiedlichen Annahmen
bezüglich dieser Größe ergeben sich die in den nachfolgenden Abschnitten hergeleiteten
Evoltionsgesetze.

Es besteht dabei noch die Möglichkeit, die Stationaritätsbedingung in Abhängigkeit der trei-
benden Kräfte q mit Hilfe der Legendre–Transformation und des dadurch erhaltenen, soge-
nannten dualen Dissipationsfunktionals herzuleiten. Eine mögliche Motivation dafür könnte
die gewünschte Verwendung einer bestimmten, in Anlehnung an die klassische Elastoplasti-
zität ”Fließbedingung“ genannte Bedingung für die notwendige Änderung der inelastischen
Variablen sein. Den folgenden Abschnitten vorausgreifend sei an dieser Stelle erwähnt, dass
sich im Rahmen dieser Arbeit sowie Schwane (2008) herausgestellt hat, dass sich bei der
Wahl von Dissipationsfunktionalen, welche homogen erster Ordnung sind, die Verwendung
des dualen Dissipationsfunktionals als hilfreich und im Sinne einer geradlinigen Herleitung
der Evolutionsgesetze vorteilhaft herausgestellt hat.

Die verallgemeinerte Form der Legendre–Transformation, die sogenannte Legendre–Fenchel–
Transformation, bietet überdies die Möglichkeit einer durchweg algebraischen Herleitung
der Evolutionsgesetze, auch wenn ihre Verwendung nicht zwingend erforderlich ist, da es
sich bei den hier verwendeten Ansätzen für das Dissipationsfunktional stets um konvexe
Funktionen handelt. Insbesondere können dadurch die Fließbedingungen in natürlicher Wei-
se hergeleitet werden.

Die Definition des dualen Dissipationsfunktionals kann über die klassische Legendre–Trans-
formation

∆∗ = q · ṗ−∆ (6.17)

mit der zu (6.14) bzw. (6.15), (6.16) äquivalenten Bedingung

ṗ =
∂∆∗ (q)

∂q
(6.18)

bzw. über die Legendre–Fenchel–Transformation

∆∗ = max {q · ṗ−∆; ṗ} (6.19)

mit

ṗ ∈ ∂∆∗ (q) (6.20)

erfolgen. Dabei stellen (6.18) bzw. (6.20) die Evolutionsgleichungen bezüglich ṗ dar. Ist ∆
ein Funktional, welches nicht homogen erster Ordnung ist, bietet sich der direkte Weg über
(6.14) bzw. (6.15) sowie (6.16) zur Bestimmung der Evolutionsgleichungen an. Bei den
Dissipationsfunktionalen, welche homogen erster Ordnung sind, stellt sich zunächst noch
ein zusätzliches, im Folgenden erörtertes Problem im Zusammenhang mit der Legendre–
(Fenchel–)Transformation ein.

Das Dissipationsfunktional ∆ sei homogen erster Ordnung, d.h.

∂∆ (ṗ)

∂ṗ
· ṗ = ∆ . (6.21)
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Gemäß (6.14) bzw. (6.15), (6.16) gilt in diesem Fall q = ∂∆ (ṗ) /∂ṗ und damit

q · ṗ = ∆ (6.22)

Berücksichtigt man dies im Zusammenhang mit der Legendre–Transformationen (6.17) und
(6.19) so wird die angesprochene Problematik deutlich: Das duale Dissipationsfunktional
ist identisch gleich Null. Daher wird ein Term

∆∗ =
∑

m

λm Φm (6.23)

für das duale Dissipationsfunktional eingeführt, für den die Bedingungen

λm Φm = 0, λm ≥ 0,Φm ≤ 0 (6.24)

angesetzt werden, welche analog zu drei der vier KKTB bei restringierten Optimierungs-
problemen sind (siehe bspw. (6.6) bis (6.8)). Die Anzahl m der hier zu berücksichtigenden
Größen ist dabei abhängig vom Ansatz für das Dissipationsfunktional und kann daher noch
nicht konkretisiert werden.

In Anlehnung an die klassische Elastoplastizität stellen λm Konsistenzparameter sowie Φm

Fließbedingungen dar, welche sich eben durch Anwendung der Legendre–Fenchel–Trans-
formation auf natürliche Weise ergeben. Wird die Legendre–(Fenchel–)Transformation auf
ein Funktional ∆ angewandt, welches homogen erster Ordnung ist, führt dies immer auf die
sogenannte Indikatorfunktion

∆∗ =

{
0 ,Φm < 0 ∀m
∞ ,Φm = 0 ∃m , (6.25)

für das duale Funktional ∆∗, welches auch in Abb. 6.1 dargestellt ist.

q

D*

F=0 F=0

F<0
q

l

1

D*

F=0

dD*

Abbildung 6.1.: Indikatorfunktion ∆∗

Die Evolutionsgesetze (6.18) bzw. (6.20) lassen sich damit nun zu

ṗ ∈ ∂∆∗ (q) =
∑

m

λm ∂Φm (q) (6.26)
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umformulieren, sofern das zu Grunde liegende Dissipationsfunktional ∆ ein erster Ordnung
homogenes ist.

Die rechte Darstellung in Abb. 6.1 verdeutlicht eine zusätzliche grafische Interpretation die-
ser Herleitungen. Aus der in Grau dargestellten, gesamten Menge aller sogenannten Sub-
differenziale im Punkt Φ = 0 (m sei hier exemplarisch zu 1 angenommen) wird eben die
Tangente mit der ”optimalen“ Steigung λ ausgewählt.

In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Evolutionsgesetze für die inelastischen
Variablen hergeleitet, die alle auf der Annahme eines bestimmten Dissipationsfunktionals ∆
basieren. Diesbezüglich sei an dieser Stelle angemerkt, dass ausführliche Herleitungen der
hier vorgestellten Evolutionsgesetze in Schwane (2008) enthalten sind.

6.2. Elasto–plastische Evolution

Im Rahmen dieses Kapitels sollen solche Evolutionsgesetze als elasto–plastisch betitelt wer-
den, die sowohl Arten von Fließbedingungen (yield functions) zur scharfen Abgrenzung zwi-
schen elastischem und inelastischem Materialverhalten als auch Konsistenzparameter zur
strikten Einhaltung der Nichtpositivität dieser Bedingungen beinhalten. Damit verknüpft ist
auch die Ratenunabhängigkeit des jeweiligen Evolutionsgesetzes. Dissipationsfunktionale,
die homogen erster Ordnung sind, führen immer auf die im vorherigen Abschnitt erläuterte
Indikatorfunktion samt den einzuhaltenden KKTB und somit auf Evolutionsgesetze, die
als elasto–plastisch anzusehen sind.

6.2.1. von Mises–Typ

Der erste Ansatz für das Dissipationsfunktional lautet

∆ = k

√√√√
NV AR∑

i=1

ṗ2
i , (6.27)

wobei k einen Wichtungsfaktor darstellt, der später maßgeblich die Höhe der Hysterese–
Schleife beeinflusst und somit auch eine Anpassung der Transformationsspannungen ermög-
licht. Das Symbol NV AR steht dabei stellvertretend für die Anzahl interner Variablen, die
je nach verwendetem Relaxierungsverfahren und Evolutionsgesetz unterschiedlich ist.

Mit Hilfe der Cauchy–Schwartzschen Ungleichung kann gezeigt werden, dass aus diesem
Ansatz mit der Fließbedingung

Φ =

√√√√
NV AR∑

i=1

q2
i − k (6.28)

die Evolutionsgleichungen für die inelastischen Variablen

ṗj = λ qj

(
NV AR∑

i=1

q2
i

)− 1
2

(6.29)
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unter Berücksichtigung von

λΦ = 0, λ ≥ 0,Φ ≤ 0 (6.30)

folgen.

6.2.2. Tresca–Typ

Das als nächstes betrachtete Dissipationsfunktional lautet

∆ = k

NV AR∑

i=1

|ṗi| . (6.31)

Die für die Durchführung der Legendre–Fenchel–Transformation zur Findung des dualen
Dissipationsfunktionals ∆∗ zu verwendende Funktion

f = q · ṗ−∆ =
NV AR∑

i=1

qi ṗi − k
NV AR∑

i=1

|ṗi| (6.32)

besitzt ihr Maximum bei

∆∗ =

{
0 , für Φi < 0 ∀i
∞ , für Φi = 0 ∃i (6.33)

mit

Φi = |qi| − k . (6.34)

Dies lässt sich in diesem Fall auch anhand der Abb. 6.2 grafisch herleiten, wobei die Berück-
sichtigung einer einzelnen Variable ausreichend ist.

f

p p
. .

q p

q p
.

.

-k |p| -k |p|
. .

f

Abbildung 6.2.: Fallunterscheidung bzgl. des Maximums der Funktion f gemäß (6.32)

Bei moderater Steigung aller Geraden qi ṗi liegt das Maximum der betrachteten Funktion bei
ṗ = 0 und beträgt ebenfalls Null. Übersteigt der Wert für eine der treibenden Kräfte qi die
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Steigung k der jeweils korrespondierenden Betragsfunktion k |ṗi|, so liegt das Maximum
im Unendlichen und besitzt den Wert∞.

Analog zur Methodik der vorangegangen Abschnitte lassen sich die entkoppelten Gleichun-
gen

ṗi = λi ∂Φi (qi) = λi sign (qi) , i = 1 . . . NV AR (6.35)

für die Evolution der verschiedenen Variablen herleiten.

6.3. Viskoplastische Evolution: Perzyna–Typ

Viskoplastische Evolutionsgesetze basieren darauf, dass diese zwar auch mit Hilfe von
Fließbedingungen Φ formuliert werden können, die einen Indikator für einsetzende In-
elastizität darstellen. Allerdings besteht in diesem Fall nicht die Notwendigkeit Φ = 0,
die durch etwaige Konsistenzparameter erzwungen werden müsste (siehe z.B. Simo and
Hughes (1998)). Diese Charakteristik eines Evolutionsgesetzes lässt sich durch Annahme
eines Dissipationfunktionals erreichen, welches nicht homogen erster Ordnung ist. Damit
einhergehend ist die direkte Abhängigkeit der Evolution der Variablen von der Zeit. Der
hier betrachtete Ansatz lautet dementsprechend

∆ = k1

NV AR∑

i=1

|ṗi|+ k2

NV AR∑

i=1

ṗ2
i . (6.36)

Die Herleitung der Evolutionsgleichungen ist für diesen Fall auch direkt über (6.14) bzw.
(6.15), (6.16) zu realisieren. Der hier vorgestellte Ansatz führt eben nicht auf die Indikator-
funktion zurück; das duale Dissipationsfunktional stellt eine stetige und stetig differenzier-
bare Funktion bezüglich der treibenden Kräfte qi dar.

Wie bereits angedeutet lässt sich dennoch mit

Φi = |qi| − k1 (6.37)

eine Funtion definieren, die für jede Variable unabhängig elastisches von inelastischem Ver-
halten abgrenzt. In diesem Fall bedeutet Φi > 0 ebenfalls die Notwendigkeit der Änderung
der korrespondierenden Variable. Die bezüglich der einzelnen Variablen entkoppelten Evo-
lutionsgleichungen lassen sich als

ṗi =
1

2 k2

sign (qi) 〈Φi〉 (6.38)

darstellen, wobei

〈Φi〉 =

{
Φi , für Φi > 0

0 , sonst
(6.39)

die sogenannte Rampenfunktion (ramp function) darstellt (siehe ebenfalls Simo and Hughes
(1998)). Konkret wurde diese hier zu

〈Φi〉 =
1

2
[1 + sign (Φi)] Φi (6.40)
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gewählt, was zu den Evolutionsgleichungen

ṗi =
1

4 k2

sign (qi) [1 + sign (Φi)] Φi (6.41)

führt.
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7. Algorithmische Umsetzung spezifischer Modelle

In diesem Abschnitt wird die konkrete algorithmische Umsetzung der verschiedenen Evo-
lutionsgesetze im Rahmen der jeweilig gewählten Relaxierungsmethode erläutert. Dies im
Verbund definiert letztendlich das Materialmodel auf der mikroskopischen Ebene. Einer Un-
terscheidung der verschiedenen Relaxierungsverfahren bedarf es dabei grundlegend nicht,
lediglich die jeweils korrespondierenden treibenden Kräfte gehen in die algorithmische For-
mulierung der Modelle ein. Allerdings gilt es den Sonderstatus der Laminatwinkel im Rah-
men der Rang–1–Konvexifizierung zu beachten.

Generell bedarf die numerische Umsetzung des jeweiligen Evolutionsgesetzes eines ange-
messenen numerischen Verfahrens zur zeitlichen Diskretisierung. Im Rahmen dieser Arbeit
soll das sogenannte Backward–Euler–Verfahren Anwendung finden, welches die Anforde-
rungen an die A– und L–Stabilität erfüllt (siehe Deuflhard and Bornemann (1994)).

7.1. Algorithmische Umsetzung der Konsistenzbedingungen

Wie in Kapitel 6 aufgeführt, unterliegen die weiteren Vorgehen Konsistenzbedingungen,
welche zum einen aus den Restriktionen bezüglich der Phasenanteile (6.12) und zum an-
deren aus der Verwendung elasto–plastischer Evolutionsgesetze herrühren. Diese sind in
beiden Fällen gemäß der KKTB in Form von jeweils einer Gleichung sowie zwei Unglei-
chungen gegeben (siehe z.B. (6.6) bis (6.8) sowie (6.24)).

Ungleichungen stellen dabei hinsichtlich der algorithmischen Umsetzung ein Problem dar,
welches in herkömmlicher Manier durch Anwendung sogenannter Prädiktor–Korrektor–
Verfahren (z.B. Radial–Return–Algorithm, siehe dazu u.A. Simo and Hughes (1998)) gelöst
wird. Diese Methode stellt sich dabei angesichts der hier behandelten Evolutionsgesetze ins-
besondere dadurch als nicht praktikabel heraus, dass alle Evolutionsgleichungen bezüglich
der internen Variablen zu mindestens über die treibenden Kräfte gekoppelt sind. Aus diesem
Grund soll für die folgende algorithmische Umsetzung der Modelle eine alternative Behand-
lung der Konsistenzbedingungen Anwendung finden, die im Rahmen der Festkörpermecha-
nik auf Schmidt-Baldassari (2003) zurück geht. Dabei werden grundlegend die KKTB der
allgemeinen Form

λΦ = 0 , λ ≥ 0 , Φ ≤ 0 (7.1)

durch die Gleichung
√

Φ2 + λ2 + Φ− λ = 0 (7.2)

ersetzt. Zur Verdeutlichung der Äquivalenz beider Formulierungen sei an dieser Stelle fol-
gende kurze Herleitung aufgezeigt. Ausgangspunkt ist die Forderung

λΦ = 0 . (7.3)
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Aus dieser Gleichung ergibt sich durch Multiplikation mit −2 sowie anschließender Addi-
tion von λ2 + Φ2

λ2 − 2λΦ + Φ2 = λ2 + Φ2 . (7.4)

Unter Ausnutzung der 2. binomischen Formel lässt sich durch anschließendes Ziehen der
Quadratwurzel diese Gleichung in

|λ− Φ| =
√
λ2 + Φ2 (7.5)

umformulieren. Setzt man nun λ ≥ 0 ∧ Φ ≤ 0 voraus, so folgt daraus λ ≥ Φ und damit

λ− Φ =
√
λ2 + Φ2 , (7.6)

was durch Umstellen auf (7.2) führt. Abb. 7.1 verdeutlicht die Bedeutung von (7.2). Für die
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Abbildung 7.1.: Darstellung der Funktion f =
√

Φ2 + λ2 + Φ− λ

Erfüllung der Restriktionen bezüglich der Phasenanteile sowie zur Einhaltung der Konsi-
stenzbedingungen der elasto–plastischen Evolutiongesetze werden also fortan die Substitu-
tionsgleichungen (7.2) angewandt.

7.2. Materialroutinen

Alle bislang aufgeführten Herleitungen führen auf Gleichungssysteme, welche das jeweili-
ge Stoffgesetz repräsentieren und deren Lösung die Werte der inelastischen Variablen und
damit in einer Art Postprocessing–Prozedur die effektive Materialantwort in Form von Span-
nungen ergeben. Diese in jedem Fall differential–algebraischen und damit im numerischen
Sinne als steif zu bezeichnenden Gleichungssysteme bestehen dabei zusammengefasst aus

• zeitdiskretisierten Evolutionsgleichungen

• Konsistenzbedingungen im Fall elasto–plastischer Evolution in Form von umformu-
lierten KKTB
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• Restriktionen bezüglich der Phasenanteile, ebenfalls in Form von umformulierten
KKTB

deren algorithmische Umsetzung in den folgenden Abschnitten eingehend dargelegt werden
soll.

Hinsichtlich der weiteren Vorgehen sollen an dieser Stelle die im Rahmen der Rang–1–
Konvexifizierung verwendeten Richtungsvektoren nA bzw. nM der Laminate konkretisiert
werden. Durch die zulässige und zudem sinnvolle Annahme, dass es sich bei besagten Vek-
toren um Einheitsvektoren handelt, kann die Anzahl der Variablen durch die Verwendung
von jeweils zwei Winkeln ρ und φ verringert werden. Die Richtungsvektoren lassen sich
damit durch

nA =




cos (ρA) cos (φA)
cos (ρA) sin (φA)

sin (ρA)


 , nM =




cos (ρM) cos (φM)
cos (ρM) sin (φM)

sin (ρM)


 (7.7)

angeben. Von dieser Änderung sind auch die korrespondierenden treibenden Kräfte (5.65)
und (5.66) betroffen. Über die Kettenregel lassen sich daraus treibende Kräfte bezüglich der
neu eingeführten Winkel herleiten, z.B. für ρA über

qρA = −∂ψ̄rel
∂ρA

= −∂ψ̄rel
∂nA

· ∂nA
∂ρA

= qnA
· ∂nA
∂ρA

. (7.8)

Damit ergibt sich unter Berücksichtigung von (7.7) für die Winkel ρ•

qρ• = qn• ·



− sin (ρ•) cos (φ•)
− sin (ρ•) sin (φ•)

cos (ρ•)


 (7.9)

sowie für die Winkel φ•

qφ• = qn• ·



− cos (ρ•) sin (φ•)
cos (ρ•) cos (φ•)

0


 , (7.10)

wobei • als Platzhalter für das jeweils betrachtete Laminat erster Ordnung fungiert (A oder
M).

Grundlegend sollen für die weiteren Abschnitte dieses Kapitels folgende Vereinbarungen
gelten:

• Im Falle der Rang–1–Konvexifizierung werden die geometrischen Variablen der Mi-
krostruktur in der Liste ξ = {ρA, φA, ρM , φM} zusammengefasst

• Grundsätzlich sollen die Evolutionsgesetze bezüglich der Volumenfraktionen θ und
der Laminatwinkel ξ (nur für den Fall der Rang–1–Konvexifizierung) getrennt be-
trachtet werden, da unterschiedliche Schwellen–Parameter kθ bzw. kξ verwendet wer-
den sollen.

• Die einzelnen treibenden Kräfte sind generell als q bezeichnet. Damit sind bezüglich
der Volumenfraktionen die in Kapitel 6 eingeführten, erweiterten treibenden Kräfte
qenhI nach (6.14) und für die Laminatwinkel innerhalb der Rang–1–Konvexifizierung
die Größen gemäß (7.9) sowie (7.10) gemeint. Für die Rang–1–Konvexifizierung gilt
zudem q̄ = {qρA , qφA , qρM , qφM}
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• Die Abkürzung (R1) symbolisiert das Verfahren der Rang–1–Konvexifizierung.

• Hinsichtlich der zeitlichen Diskretisierung sind alle nicht bezüglich der Zeit indizier-
ten Variablen immer auf den aktuellen Zeitschritt tn bezogen.

7.2.1. von Mises–Typ

Für einen gegebenen Dehnungs– und Temperaturzustand zum Zeitpunkt tn und unter Kennt-
nis der Lösungen für den vorangegangenen Zeitpunkt tn−1 berechnen sich die aktuellen
Werte der internen Variablen aus den zeitdiskretisierten Gleichungen (6.29). Gemäß des
Backward–Euler Verfahrens ergeben sich für die Aktualisierung der VolumenfraktionenNV
Gleichungen der Art

θi − θn−1
i −∆λ qi q̃

−1
θ = 0 (7.11)

mit ∆λ := ∆t λ und q̃θ :=

√
NV∑
k=1

q2
k.

Zusätzlich ergeben sich für (R1) die insgesamt 4 Gleichungen

ξi − ξn−1
i −∆λ̄ q̄i q̃

−1
ξ = 0 (7.12)

mit ∆λ̄ := ∆t λ̄ und q̃ξ :=

√
4∑

k=1

q̄2
k.

Mit der Fließbedingung (6.28), hier umformuliert zu

Φ = q̃θ − kθ (7.13)

bzw.

Φ̄ = q̃ξ − kξ (R1) , (7.14)

ergeben sich die Konsistenzbedingungen zu

0 =
√

Φ2 + ∆λ2 + Φ−∆λ bzw. (7.15)

0 =
√

Φ̄2 + ∆λ̄2 + Φ̄−∆λ̄ (R1) (7.16)

Erweitert um die noch zu berücksichtigenden Massenrestriktionen ergibt sich demnach das
im Folgenden zusammengefasste Gleichungssystem für die elasto–plastische Evolution gemäß
des von Mises–Typs:

g :=




θi − θn−1
i −∆λ qi q̃

−1
θ i = 1 . . . NV

ξi − ξn−1
i −∆λ̄ q̄i q̃

−1
ξ i = 1 . . . 4 (R1)√

Φ2 + ∆λ2 + Φ−∆λ√
Φ̄2 + ∆λ̄2 + Φ̄−∆λ̄ (R1)√
r2
i + Λ2

i + ri − Λi i = 1 . . . NV√
r̄2 + Γ2 + r̄ − Γ




= 0 (7.17)
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Dieses System besteht dabei aus 2NV +2 bzw. 2NV +7 (R1) Gleichungen zur Bestimmung
der internen sowie algorithmischen Variablen

v = {θ1 . . . θNV , λ,Λ1 . . .ΛNV ,Γ} (7.18)

bzw.

v =
{
θ1 . . . θNV , ρA, φA, ρM , φM , λ, λ̄,Λ1 . . .ΛNV ,Γ

}
(R1) . (7.19)

Die durch die Verwendung des Backward–Euler–Verfahrens bedingte iterative Lösung des
Gleichungssystems (7.17) erfolgt mit dem klassischen Newton–Raphson–Verfahren. Dazu
ist die Definition der sogenannten Jakobimatrix erforderlich, die hier zunächst generell in
die Submatrizen

J =




J θθ (J θξ) J θλ (J θλ̄) J θΛ J θΓ
(J ξθ) (J ξξ) (J ξλ) (J ξλ̄) (J ξΛ) (J ξΓ)
Jλθ (Jλξ) Jλλ (Jλλ̄) JλΛ JλΓ

(J λ̄θ) (J λ̄ξ) (J λ̄λ) (J λ̄λ̄) (J λ̄Λ) (J λ̄Γ)
JΛθ (JΛξ) JΛλ (JΛλ̄) JΛΛ JΛΓ

JΓθ (JΓξ) JΓλ (JΓλ̄) JΓΛ JΓΓ




(7.20)

aufgeteilt wird, wobei die in Klammern gesetzten Einträge lediglich für (R1) relevant sind.
Konkret ergeben sich die Einträge in den von 0 verschiedenen Submatrizen, bei denen nun
im oberen Index die jeweilige Dimension und damit die maximale Schrittanzahl für die
Zeilen und Spalten i bzw. j angegeben ist, zu

JNV×NVθθ = δij −∆λ

(
∂qi
∂θj

q̃−1
θ − qi q̃−3

θ

NV∑

k=1

{
qk
∂qk
∂θj

})
(7.21)

JNV×4
θξ = −∆λ

(
∂qi
∂ξj

q̃−1
θ − qi q̃−3

θ

NV∑

k=1

{
qk
∂qk
∂ξj

})
(7.22)

JNV×1
θλ = −qi q̃−1

θ (7.23)

JNV×NVθΛ = −∆λ
(
δij q̃

−1
θ − qi q̃−3

θ qj
)

(7.24)

JNV×1
θΓ = −∆λ

(
−q̃−1

θ + qi q̃
−3
θ

NV∑

k=1

{qk}
)

(7.25)

J4×NV
ξθ = −∆λ̄

(
∂q̄i
∂θj

q̃−1
ξ − q̄i q̃−3

ξ

4∑

k=1

{
q̄k
∂q̄k
∂θj

})
(7.26)

J4×4
ξξ = δij −∆λ̄

(
∂q̄i
∂ξj

q̃−1
ξ − q̄i q̃−3

ξ

4∑

k=1

{
q̄k
∂q̄k
∂ξj

})
(7.27)

J4×1
ξλ̄

= −q̄i q̃−1
ξ (7.28)

J1×NV
λθ = ΞΦ q̃−1

θ

NV∑

k=1

{
qk
∂qk
∂θj

}
(7.29)

J1×4
λξ = ΞΦ q̃−1

θ

NV∑

k=1

{
qk
∂qk
∂ξj

}
(7.30)
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J1×1
λλ = Ξλ (7.31)

J1×NV
λΛ = ΞΦ q̃−1

θ qj (7.32)

J1×1
λΓ = −ΞΦ q̃−1

θ

NV∑

k=1

{qk} (7.33)

J1×NV
λ̄θ

= ΞΦ̄ q̃−1
ξ

4∑

k=1

{
q̄k
∂q̄k
∂θj

}
(7.34)

J1×4
λ̄ξ

= ΞΦ̄ q̃−1
ξ

4∑

k=1

{
q̄k
∂q̄k
∂ξj

}
(7.35)

J1×1
λ̄λ̄

= Ξλ̄ (7.36)

JNV×NVΛθ = −Ξr
i δij (7.37)

JNV×NVΛΛ = ΞΛ
i δij (7.38)

J1×NV
Γθ = Ξr̄ (7.39)

J1×1
ΓΓ = ΞΓ (7.40)

mit den Definitionen

ΞΦ :=
Φ√

Φ2 + λ2
+ 1 (7.41)

ΞΦ̄ :=
Φ̄√

Φ̄2 + λ̄2
+ 1 (7.42)

Ξλ :=
λ√

Φ2 + λ2
− 1 (7.43)

Ξλ̄ :=
λ̄√

Φ̄2 + λ̄2
− 1 (7.44)

Ξr
i :=

ri√
r2
i + Λ2

i

+ 1 (7.45)

Ξr̄ :=
r̄√

r̄2 + Γ2
+ 1 (7.46)

ΞΛ
i :=

Λi√
r2
i + Λ2

i

− 1 (7.47)

ΞΓ :=
Γ√

r̄2 + Γ2
− 1 (7.48)

Dazu ist anzumerken, dass die in Erscheinung tretenden Ableitungen der treibenden Kräfte
∂qk in analytischer Form hergeleitet werden können, jedoch auf Grund der langen Aus-
drücke hier nicht aufgeführt werden.

Mit diesen Herleitungen zur Hand lässt sich der Algorithmus für den Evolutionstyp von
Mises gemäß des folgenden Ablaufschemas Alg. 7.1 darstellen, wobei TOL die numerische
Toleranz für die Erfüllung des Gleichungssystems darstellt (Größenordnung 10−8). Dabei
ist die in Kapitel 8.5 detailliert beschriebene Behandlung der internen Variablen hinsichtlich
deren Startwerte zu beachten.
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Elastoplastisches Evolutionsgesetz — von Mises–Typ

Geg.: tn, ε (tn) , T (tn)

Setze θk = θn−1

Die Behandlung der Laminatwinkel wird in Abschnitt 8.5.3 erläutert

Berechne qk nach (5.23) bzw. (5.64), (7.9) und (7.10)

Berechne gk nach (7.17)

Berechne res =
√
g · g

Z
Z
Z
ZZY

Ist res ≤ TOL
�
�
�
��

N

Setze vn = vk
Abbruch der Schleife

Löse Jk ·∆vk = −gk mit Jk nach (7.20)
Setze vk+1 = vk + ∆vk, k = k + 1

Berechne σ (tn) nach (5.24) bzw. (5.69)

tn+1 = tn + ∆t

n = n+ 1

Algorithmus 7.1: Elastoplastische Evolution: von Mises–Typ
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7.2.2. Tresca–Typ

In Analogie zum vorherigen Abschnitt ergibt sich mit

Φi = |qi| − kθ , i = 1 . . . NV (7.49)

Φ̄i = |q̄i| − kξ , i = 1 . . . 4 (R1) (7.50)

gemäß (6.34) für das Gleichungssystem der elastoplastischen Evolution des Tresca–Typs

g :=




θi − θn−1
i −∆λi sign (qi) i = 1 . . . NV

ξi − ξn−1
i −∆λ̄i sign (q̄i) i = 1 . . . 4 (R1)√

Φ2
i + ∆λ2

i + Φi −∆λi i = 1 . . . NV√
Φ̄2
i + ∆λ̄2

i + Φ̄i −∆λ̄i i = 1 . . . 4 (R1)√
r2
i + Λ2

i + ri − Λi i = 1 . . . NV√
r̄2 + Γ2 + r̄ − Γ




= 0 (7.51)

Da die Evolutionsgleichungen der internen Variablen nun in dem Sinne entkoppelt sind, dass
jede treibende Kraft alleine für die Entwicklung der korrespondierenden Variablen verant-
wortlich ist (im Gegensatz zu (7.13) bzw. (7.14)), existieren nun zu jeder internen Variable
eine Fließbedingung sowie ein Konsistenzparameter. Dies erhöht die Anzahl der Unbekann-
ten für diesen Fall auf 3NV + 1 bzw. 3NV + 9 (R1). Die Liste der Variablen ist demnach
in diesem Falle gegeben durch

v = {θ1 . . . θNV , λ1 . . . λNV ,Λ1 . . .ΛNV ,Γ} (7.52)

bzw.

v =
{
θ1 . . . θNV , ρA, φA, ρM , φM , λ1 . . . λNV , λ̄1 . . . λ̄4,Λ1 . . .ΛNV ,Γ

}
(R1) . (7.53)

Die Jakobimatrix des Newton–Raphson–Verfahrens lässt sich grundlegend identisch zu (7.20)
als

J =




J θθ (J θξ) J θλ (J θλ̄) J θΛ J θΓ
(J ξθ) (J ξξ) (J ξλ) (J ξλ̄) (J ξΛ) (J ξΓ)
Jλθ (Jλξ) Jλλ (Jλλ̄) JλΛ JλΓ

(J λ̄θ) (J λ̄ξ) (J λ̄λ) (J λ̄λ̄) (J λ̄Λ) (J λ̄Γ)
JΛθ (JΛξ) JΛλ (JΛλ̄) JΛΛ JΛΓ

JΓθ (JΓξ) JΓλ (JΓλ̄) JΓΛ JΓΓ




(7.54)

darstellen. Die einzelnen, von 0 verschiedenen Submatrizen ergeben sich zu

JNV×NVθθ = δij (7.55)

JNV×NVθλ = −δij sign (qi) (7.56)

J4×4
ξξ = δij (7.57)

J4×4
ξλ̄

= −δij sign (q̄i) (7.58)

JNV×NVλθ = ΞΦ
i sign (qi)

∂qi
∂θj

(7.59)
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JNV×4
λξ = ΞΦ

i sign (qi)
∂qi
∂ξj

(7.60)

JNV×NVλλ = Ξλ
i δij (7.61)

JNV×NVλΛ = ΞΦ
i sign (qi) δij (7.62)

JNV×1
λΓ = −ΞΦ

i sign (qi) (7.63)

J4×NV
λ̄θ

= ΞΦ̄
i sign (q̄i)

∂q̄i
∂θj

(7.64)

J4×4
λ̄ξ

= ΞΦ̄
i sign (q̄i)

∂q̄i
∂ξj

(7.65)

J4×4
λ̄λ̄

= Ξλ̄
i δij (7.66)

JNV×NVΛθ = −Ξr
i δij (7.67)

JNV×NVΛΛ = ΞΛ
i δij (7.68)

J1×NV
Γθ = Ξr̄ (7.69)

J1×1
ΓΓ = ΞΓ (7.70)

mit den in (7.41) bis (7.48) angegebenen Abkürzungen, wobei es hier die Indizierung zu
beachten gilt. Im Ablaufschema Alg. 7.2 ist der Algorithmus des Evolutionstyps Tresca
aufgezeigt.

7.2.3. Perzyna–Typ

Gemäß den Ausführungen in Abschnitt 6.3 können auch für den Fall viskoplastischer Evo-
lution Fließbedingungen der Form

Φi = |qi| − k1 , i = 1 . . . NV (7.71)

Φ̄i = |q̄i| − k̄1 , i = 1 . . . 4 (R1) (7.72)

angegeben werden, welche identisch zum Evolutionstyp Tresca sind. Da diese jedoch nicht
durch etwaige Konsistenzparameter gegebenenfalls auf Werte≤ 0 gebracht werden müssen,
entfallen diese in den folgenden Listen der insgesamt 2NV +1 bzw. 2NV +5 (R1) internen
Variablen

v = {θ1 . . . θNV ,Λ1 . . .ΛNV ,Γ} (7.73)

bzw.

v = {θ1 . . . θNV , ρA, φA, ρM , φM ,Λ1 . . .ΛNV ,Γ} (R1) . (7.74)

Das Gleichungssystem des viskoplastischen Evolutionsgesetzes

g :=




θi − θn−1
i − ∆t

4 k2

sign (qi) [1 + sign (Φi)] Φi i = 1 . . . NV

ξi − ξn−1
i − ∆t

4 k̄2

sign (q̄i)
[
1 + sign

(
Φ̄i

)]
Φ̄i i = 1 . . . 4 (R1)

√
r2
i + Λ2

i + ri − Λi i = 1 . . . NV√
r̄2 + Γ2 + r̄ − Γ




= 0 (7.75)
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Elastoplastisches Evolutionsgesetz — Tresca–Typ

Geg.: tn, ε (tn) , T (tn)

Setze θk = θn−1

Die Behandlung der Laminatwinkel wird in Abschnitt 8.5.3 erläutert

Berechne qk nach (5.23) bzw. (5.64), (7.9) und (7.10)

Berechne gk nach (7.51)

Berechne res =
√
g · g

Z
Z
Z
ZZY

Ist res ≤ TOL
�
�
�
��

N

Setze vn = vk
Abbruch der Schleife

Löse Jk ·∆vk = −gk mit Jk nach (7.54)
Setze vk+1 = vk + ∆vk, k = k + 1

Berechne σ (tn) nach (5.24) bzw. (5.69)

tn+1 = tn + ∆t

n = n+ 1

Algorithmus 7.2: Elastoplastische Evolution: Tresca–Typ
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unterscheidet sich dahin gehend drastisch von den anderen, dass es explizit von der Zeit
bzw. dem vorgegebenen Zeitschritt ∆t = tn − tn−1 abhängt. Die konkrete Bedeutung für
den Algorithmus ist in dem Ablaufschema Alg. 7.3 detailliert aufgeführt.

Die für das Newton–Raphson–Verfahren benötigte Jakobimatrix reduziert sich für diesen
Fall auf

J =




J θθ (J θξ) J θΛ J θΓ
(J ξθ) (J ξξ) (J ξλ) (J ξΓ)
JΛθ (JΛξ) JΛΛ JΛΓ

JΓθ (JΓξ) JΓΛ JΓΓ


 (7.76)

Im Folgenden sind analog zu den vorherigen Abschnitten die von 0 verschiedenen Subma-
trizen

JNV×NVθθ = δij −
∆t

4 k2

(1 + sign (Φi))
∂qi
∂θj

(7.77)

JNV×4
θξ = − ∆t

4 k2

(1 + sign (Φi))
∂qi
∂ξj

(7.78)

JNV×NVθΛ = − ∆t

4 k2

(1 + sign (Φi)) δij (7.79)

JNV×1
θΓ =

∆t

4 k2

(1 + sign (Φi)) (7.80)

J4×NV
ξθ = − ∆t

4 k̄2

(
1 + sign

(
Φ̄i

)) ∂q̄i
∂θj

(7.81)

J4×4
ξξ = δij −

∆t

4 k̄2

(
1 + sign

(
Φ̄i

)) ∂q̄i
∂ξj

(7.82)

JNV×NVΛθ = −Ξr
i δij (7.83)

JNV×NVΛΛ = ΞΛ
i δij (7.84)

J1×NV
Γθ = Ξr̄ (7.85)

J1×1
ΓΓ = ΞΓ (7.86)

aufgeführt, wobei erneut die in (7.41) bis (7.48) angegebenen Definitionen gelten.
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Viskoplastisches Evolutionsgesetz — Perzyna–Typ

Geg.: tn, ε (tn) , T (tn)

Setze ∆τ = ∆t/m,m = 1, 2, 3, . . .
Setze τk = tn
Setze θk = θn−1

Die Behandlung der Laminatwinkel wird in Abschnitt 8.5.3 erläutert

Berechne qk nach (5.23) bzw. (5.64), (7.9) und (7.10)

Berechne gk nach (7.75)

Berechne res =
√
g · g

Z
Z
Z
ZZY

Ist res ≤ TOL
�
�
�
��

N

Setze vn = vk
Abbruch der Schleife

Löse Jk ·∆vk = −gk
mit Jk nach (7.76)
Setze vk+1 = vk + ∆vk, k = k + 1

Berechne σ (τk) nach (5.24) bzw. (5.69)

τk+1 = τk + ∆τ

Abbruch der Schleife nach m Durchgängen

k = k + 1

θk = θk−1

tn+1 = tn + ∆t

n = n+ 1

Algorithmus 7.3: Viskoplastische Evolution: Perzyna–Typ
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8. Materialpunkt–Analysen

8.1. Grundlegende Eigenschaften

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels sollen die grundlegenden Charakteristika der Material-
modelle aufgezeigt werden. Dazu dient konkret das aus der Rang–1–Konvexifizierung in
Verbindung mit dem Evolutionsgesetz des Typs Tresca erhaltene Stoffgesetz. Weiterhin gilt
zunächst die Beschränkung auf die 3–variante kubisch–tetragonale Transformation sowie
einen einaxialen Zug der Form

ε = κ(t)



εmax 0 0

0 0 0
0 0 0


 (8.1)

als Belastungspfad. Die Materialkenndaten wurden zu

E–Modul Austenit : EA = 83 GPa

Querkontraktionszahl Austenit : νA = 0.33

E–Modul Martensit : EM = 34 GPa

Querkontraktionszahl Martensit : νM = 0.33

spez. Wärmekapazität : C0 = 5.405 10−3 GPa/K

Latente Wärme : L = 0.1562 GPa/K

Referenztemperatur : T0 = 293 K

(8.2)

gewählt. Diese Werte entsprechen den Kenndaten, die von der Firma Johnson MattheyTM

z.B. unter Johnson Matthey Inc. (2008) für NiTi angegeben werden. Obwohl z.B. Sedlák
et al. (2005) bezüglich der mechanischen Kenndaten von FGL–Materialien weitaus differen-
ziertere Resultate aufzeigen, sollen für die folgenden numerischen Analysen der Einfachheit
halber die oben genannten Werte unabhängig vom vorliegenden Material bzw. Transforma-
tionsmodus gelten. Für die Transformationsdehnungen wurden jeweils die in Anhang A
aufgeführten Größen verwendet.

Abb. 8.1 zeigt die resultierenden Normalspannungen für einen Versuch mit 0 ≤ κ(t) ≤ 1,
T = 338 K sowie den Dissipationsparametern kθ = kξ = 0.01 GN/(m2 s) und εmax =
0.055. Grundsätzlich wird die scharfe Trennung der elastischen und inelastischen Bereiche
der Spannungs–Dehnungs–Beziehung durch das bereits in Abschnitt 3.2 erläuterte Span-
nungsplateau wiedergegeben, wobei der Transformationsbereich lediglich durch die Bil-
dung der ersten Martensit–Variante (siehe Abb. 8.3) gekennzeichnet ist. Die Phasentrans-
formation bedingt eine, wenn auch in vernachlässigbarer Größenordnung vorherrschende,
Anisotropie, welche durch das Aufkommen von Schubspannungen deutlich wird (siehe Abb.
8.2). Diese resultiert aus einer in Abb. 8.4 erkennbaren, leichten Schiefstellung der Laminate
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erster Ordnung gegenüber der Zugrichtung mit nA = {0.999, 0.027, 0.036}. Die Orientie-
rung der Laminate zweiter Ordnung beträgt konstant nM = {0.57735, 0.57735,−0.57735}
während der Transformation, wobei diese auf Grund der Entwicklung von lediglich einer
Martensitvariante unerheblich ist. Besonders auffällig bezüglich der Laminatorientierungen
ist ein stetiges Springen der Komponenten des Richtungsvektors nM , worauf in Abschnitt
8.5.3 detailliert eingegangen wird.

In Abb. 8.6 ist der Kernpunkt des Konzepts der relaxierten Energiepotenziale erkennbar:
In den nicht quasikonvexen Bereichen der die Phasenenergien einhüllenden Taylor–Grenze
wird das Energieniveau signifikant durch die Bildung der Mikrostruktur und damit einher-
gehenden Phasenmischungen auf einen niedriegeres Niveau befördert bzw. die zu Grunde
liegende Energie wird relaxiert.

Aus algorithmischer Sicht interessant ist die Entwicklung der Parameter Λi, i = 1 . . . NV
und Γ zur Einhaltung der Massenrestriktionen. Dabei fällt insbesondere auf, dass diese Pa-
rameter bereits im unbelasteten Zustand ”aktiv“ sind, da die korrespondierenden treibenden
Kräfte der Volumenfraktionen eine Abminderung dieser Werte fordern. Sobald die Summe
der Volumenfraktionen den Wert 1 erreicht sorgt der Parameter Γ für die Einhaltung der
Massenrestriktion.

Abb. 8.8 zeigt die Veränderung des Materialverhaltens auf Grund verschiedener Vorgaben
bezüglich der Temperatur für einen kompletten Lastzyklus. Die elastischen Pfade verlaufen
dabei immer auf verlängerten ”Hookeschen Geraden“ , welche das jeweilige Spannungs–
Dehnungs–Diagramm einrahmen. Lediglich das Niveau der Spannungen während der Trans-
formationen sowie die Höhe der deutlich zu erkennenden Hysterese–Schleifen ändern sich.
Dies ist darin begründet, dass durch die identische Wahl des Parameters kθ die dissipierte
Leistung und damit der Flächeninhalt der Hysterese–Schleife in allen Versuchen gleich groß
sein muss. Dies bedingt weiterhin, dass für T = 298 K eine scheinbar bleibende Verformung
im spannungslosen Zustand besteht. Da für alle hier gezeigten Fälle T > T0 gilt, handelt es
sich um die Visualisierung des pseudoelastischen Effekts.

Für T = 278 K < T0 ist in den Abb. 8.9 und 8.10 das Verhalten für den pseudoplastischen
Fall bezüglich der Spannungs–Dehnungs–Beziehung sowie der Entwicklung der Phasenan-
teile dargestellt. Ausgehend von gleichverteiltem Martensit im Ausgangszustand bildet sich
bei fortschreitender Belastung gemäß (8.1) eine präferierte Martensitvariante 1 im Zug– so-
wie zwei Varianten 2 und 3 im Druckbereich aus, wobei die Transformationsbereiche hier
nicht durch ein Spannungsplateau gekennzeichnet sind sondern eine markante Steigung auf-
weisen. Die optimalen Laminatorientierungen ergeben sich identisch zu den in Abb. 8.4 und
8.5 gezeigten Resultaten für den pseudoelastischen Versuch.

Wie bereits erwähnt, besteht die Möglichkeit über den Parameter kθ die Höhe der Hysterese–
Schleife zu beeinflussen, was in Abb. 8.11 für einen Lastzyklus unter T = 338 K gezeigt ist.
Für Werte kθ 7→ 0 nähert man sich der Maxwellschen Gerade an und damit dem Fall einer
kompletten Relaxierung des zu Grunde liegenden Energiepotenzials ohne Berücksichtigung
von Dissipation.

Der Parameter kn vermag ebenfalls das Materialverhalten signifikant zu beeinflussen, wenn
auch auf andere Art und Weise. Abb. 8.12 zeigt für einen Lastzyklus, der auf den Kom-
pressionsbereich beschränkt ist, die Spannungs–Dehnungs–Beziehung für unterschiedliche
Parameter kn, wobei kθ = 0.01 gesetzt wurde. Je kleiner der Parameter gewählt wird, desto
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Abbildung 8.1.: Resultierende Normalspannungen (pseudoelastisch)
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Abbildung 8.2.: Resultierende Schubspannungen (pseudoelastisch)
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Abbildung 8.3.: Resultierende Volumenfraktionen Martensit (pseudoelastisch)
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Abbildung 8.4.: Resultierende Komponenten der Richtung nA (pseudoelastisch)
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Abbildung 8.5.: Resultierende Komponenten der Richtung nM (pseudoelastisch)
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Abbildung 8.7.: Resultierende Strafparameter (pseudoelastisch)
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Abbildung 8.8.: Resultierende Spannungen σ11 für unterschiedliche Temperaturen
(pseudoelastisch)
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Abbildung 8.9.: Resultierende Normalspannungen für T = 278 K (pseudoplastisch)
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Abbildung 8.10.: Resultierende Volumenfraktionen Martensit für T = 278 K (pseudo-
plastisch)
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früher setzt ein Rückgang des Absolutwertes der Spannung σ11 ein, die in jedem der Fälle
zu einem bestimmten und zudem identischen Wert konvergiert. Die Abnahme der Spannung
ist in der Umordnung der Mikrostruktur nach einsetzender Phasentransformation begründet,
wie es in den Abb. 8.13 bis 8.15 für alle 3 Komponenten der Laminatorientierung nM ge-
zeigt ist. Dementsprechend ändert sich das Niveau der Rücktransformationsspannung für
die einzelnen Fälle, da der Flächeninhalt der Hysterese–Schleife erneut identisch sein muss.

8.2. Analyse verschiedener Materialien und Lastpfade

Dieser Abschnitt soll dazu dienen, die effektive Materialantwort der Stoffgesetze für unter-
schiedliche Materialien respektive Transformationsmodi sowie verschiedene Belastungen
zu analysieren, wobei hier erneut die Beschränkung auf das Modell der Rang–1–Konvexifi-
zierung verbunden mit dem Evolutionsgesetz des Typs Tresca gilt. Zudem wird lediglich der
pseudoelastische Effekt aufgeführt bei einer verwendeten Temperatur von T = 318 K, da
die Analysen des pseudoplastischen Effekts im Rahmen dieses Abschnitts keine signifikan-
ten Änderungen zu den bereits in Abschnitt 8.1 gezeigten Resultaten aufweisen. Sofern nicht
anders erwähnt wurde der Dissipationsparameter kθ = 0.01 GN/(m2 s) gesetzt, während kn
grundsätzlich so hoch gewählt wurde, dass eine Evolution der Laminatorientierungen hier
ausgeschlossen wurde.

Die Belastungspfade sind zum Einen als einaxialer Zug der Form

ε = κ(t)



εmax 0 0

0 0 0
0 0 0


 (8.3)

und zum Anderen als reine Scherung gemäß

ε = κ(t)




0 0 0
0 0 γmax
0 γmax 0


 (8.4)

mit κ(t) = sin (2 π t) definiert, wobei 0 ≤ t ≤ 1 einen kompletten Lastzyklus darstellt.

Im Folgenden sind die Ergebnisse der unterschiedlichen numerischen Analysen aufgeführt,
wobei als Überschrift die Kristallstruktur des Martensits sowie die Belastungsart Verwen-
dung finden. Die visualisierten Resultate beschränken sich dabei auf die Beziehung zwi-
schen der relevanten Spannung σ11 bzw. σ23 und dem Belastungsparameter κ sowie die
Verteilung und Entwicklung der einzelnen Phasenanteile.

Tetragonal, einaxialer Zug Der in Abb. 8.16 dargestellte Spannungsverlauf, der prinzipi-
ell schon Bestandteil von Abb. 8.8 war, weist für εmax = 0.05 ebenfalls klar abgegrenzte
elastische und inelastische Bereiche auf, welche durch lineare Verläufe der Spannungen bzw.
horizontal verlaufende Spannungen (Spannungsplateaus) gekennzeichnet sind. Auffällig ist
dabei die Tatsache, dass sich eine Zug–Druck–Asymmetrie ergibt. Dies ist in der unteschied-
lichen Entwicklung der Phasenanteile begründet (siehe Abb. 8.17). Da die Kristallstrukturen
der Martensitvarianten 2 und 3 jeweils gegenüber der Belastungsrichtung gleichgerichtet
sind, bilden diese sich gleichmäßig im Druckbereich aus.
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Abbildung 8.11.: Resultierende Spannungen σ11 (pseudoelastisch)
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Abbildung 8.12.: Resultierende Spannungen σ11 (pseudoelastisch)
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Abbildung 8.13.: Resultierende Komponente 1 der Orientierung nM (pseudoelastisch)

�1 �0.8 �0.6 �0.4 �0.2
Κ0.58

0.6

0.62

0.64

0.66

0.68

0.7

0.72
nM,2

0.0003125

0.00125

0.0025

0.005

kn

Abbildung 8.14.: Resultierende Komponente 2 der Orientierung nM (pseudoelastisch)
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Abbildung 8.15.: Resultierende Komponente 3 der Orientierung nM (pseudoelastisch)
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Tetragonal, reine Scherung Bei diesem mit γmax = 0.05 durchgeführten Versuch zeigt
sich, wie in den Abb. 8.18 und 8.19 zu erkennen ist, keine Asymmetrie zwischen Zug– und
Druckbereich. Dies ist darin begründet, dass es bei einer reinen Scherung keine präferierten
Martensit-Varianten gibt und sich daher alle Phasenanteile immer gleichmäßig entwickeln.

Orthorhombisch, einaxialer Zug Der Verlauf der Spannung σ11 für den Lastfall einaxia-
ler Zug mit εmax = 0.06 und einem hier gewählten kθ = 0.005 GN/(m2 s) lässt die deutlich-
sten Unterschiede bezüglich des Materialverhaltens im Zug– und Druckbereich aller Mate-
rialpunktanalysen erkennen. Abb. 8.20 zeigt, dass die elastischen und inelastischen Bereiche
in diesem Fall durch sanfte Übergänge gekennzeichnet sind, wobei im Zugbereich das Span-
nungsniveau während der Transformation deutlich geringer ausfällt als im Druckbereich und
zudem nicht einem Spannungsplateau gleicht. Die sich einstellenden Phasenanteile der Mi-
schung können Abb. 8.21 entnommen werden.

Orthorhombisch, reine Scherung Während die orthorhombische Transformation unter
einaxialem Zug die deutlichste Zug–Druck–Asymmetrie aufweist, lässt die in Abb. 8.22 dar-
gestellte, durch reine Scherung mit γmax = 0.06 hervorgerufene Materialantwort die signi-
fikanteste Abweichung des Spannungsverlaufes während der Phasentransformationen von
einem Spannungsplateau erkennen. Ferner ist festzustellen, dass in allen Transformations-
bereichen betraglich abfallende Spannungen vorliegen, also eine Art Entfestigung. Dieses
eventuell zunächst überraschende Ergebnis ist aber vollkommen konform mit den in Kapitel
4 behandelten, theoretischen Grundlagen. Die verwendete Relaxierungsmethode ergibt eine
obere Grenze der quasikonvexen Hülle, welche wiederum eine obere Grenze für die Konve-
xifizierung darstellt. Demnach muss die effektive Energiedichte der hier benutzten Methode
nicht zwangsläufig konvex sein, was gleichbedeutend mit der Möglichkeit abfallender Span-
nungen ist. Dies wird auch bei Betrachtung der erhaltenen Energie entlang des Lastpfads in
Abb. 8.24 deutlich: Der Verlauf ist durch negativ gekrümmte und damit nicht–konvexe Be-
reiche gekennzeichnet.

Monoklin, einaxialer Zug Der Verlauf der effektiven Spannung weist im Falle eines ein-
axialen Zugs mit εmax = 0.09 und kθ = 0.01 ausgeprägte Spannungsplateaus mit nicht
stetig differenzierbaren Übergängen auf. Zudem ist das Niveau der Transformationsspan-
nungen deutlich höher als bei den zuvor untersuchten Materialien. Abb. 8.26 zeigt, dass
keine der aktiven Martensitvarianten sowohl im Zug– als auch im Druckbereich präsent ist.

Monoklin, reine Scherung Lediglich je 2 Martensitvarianten entwickeln sich bei einer
vorherrschenden Scherung des Materials mit γmax = 0.09 (siehe Abb. 8.28). Der Verlauf
der Spannung σ23, wie er in Abb. 8.27 dargestellt ist, ist nahezu identisch bezüglich des
Zug– und Druckbereiches, allein im letzteren steigt die Spannung gegen Ende der Transfor-
mation leicht an. Im Gegensatz zum einaxialen Zug, welcher die höchsten Transformations-
spannungen ergab, sind diese für reine Scherung am geringsten verglichen mit allen anderen
Ergebnissen.
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Abbildung 8.16.: Resultierende Spannung σ11 (kubisch–tetragonal, einaxialer Zug)

�1 �0.5 0.5 1
Κ

25

50

75

100

Θ1��%�

�1 �0.5 0.5 1
Κ

25

50

75

100

Θ2��%�

�1 �0.5 0.5 1
Κ

25

50

75

100

Θ3��%�

Abbildung 8.17.: Resultierende Volumenfraktionen (kubisch–tetragonal, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.18.: Resultierende Spannung σ23 (kubisch–tetragonal, reine Scherung)
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Abbildung 8.19.: Resultierende Volumenfraktionen (kubisch–tetragonal, reine Scherung)
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Abbildung 8.20.: Resultierende Spannung σ11 (kubisch–orthorhombisch, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.21.: Resultierende Volumenfraktionen (kubisch–orthorhombisch, einaxialer
Zug)
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Abbildung 8.22.: Resultierende Spannung σ23 (kubisch–orthorhombisch, reine Scherung)
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Abbildung 8.23.: Resultierende Volumenfraktionen (kubisch–orthorhombisch, reine
Scherung)
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Abbildung 8.24.: Relaxierte Energie (kubisch–orthorhombisch, reine Scherung)
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Abbildung 8.25.: Resultierende Spannung σ11 (kubisch–monoklin, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.26.: Resultierende Volumenfraktionen (kubisch–monoklin, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.27.: Resultierende Spannung σ23 (kubisch–monoklin, reine Scherung)
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Abbildung 8.28.: Resultierende Volumenfraktionen (kubisch–monoklin, reine Scherung)
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8.3. Vergleich unterschiedlicher Stoffgesetze

8.3.1. Vergleich der Transformationsmodi

In diesem Abschnitt sollen die Unterschiede zwischen den einzelnen Stoffgesetzen grundle-
gend an Hand von visualisierten ”Fließgrenzen“ dargelegt werden. Dazu wurden Dehnungs-
zustände der Form

ε = κ(t)




cos(ϕ)εmax 0 0
0 sin(ϕ)εmax 0
0 0 0


 (8.5)

bzw.

ε = κ(t)




cos(ϕ)εmax 0 0
0 0 sin(ϕ)εmax
0 sin(ϕ)εmax 0


 (8.6)

für diskrete Werte ϕ ∈ [0, 2 π] vorgegeben. Für jede dieser Vorgaben wurde κ(t) nun so
lange erhöht bis eine Phasentransformation einsetzte und die in diesem Zustand geltenden
Dehnungen gespeichert. Auf Grund der kontrollierten Dehnungen können die erzielten Re-
sultate nicht direkt mit Analysen wie etwa von Lexcellent et al. (2001) oder Gao and Huang
(2002) verglichen werden, da diese abgesehen von der Tatsache, dass sie für polykristalli-
ne Werkstoffe gelten, Fließflächen in Folge kontrollierter Spannungen beinhalten. Dennoch
sind hier die bei Initiierung der Transformation vorliegenden, zu den vorgegebenen Deh-
nungskomponenten korrespondierenden Spannungskomponenten aufgeführt.

Konvexifizierung Für einen pseudoelastischen Versuch bei T = 318 K sowie kθ = 0.01
und kn � kθ erhält man im Rahmen des Stoffgesetzes auf Basis der Konvexifizierung mit
dem Evolutionsgesetz nach von Mises die in Abb. 8.29 und 8.30 dargestellten Fließgren-
zen. Die Abb. 8.31 bzw. 8.32 zeigen die jeweils entsprechenden Spannungskomponenten
zu Beginn des Phasenübergangs. Analog sind die Ergebnisse für das Evolutionsgesetz nach
Tresca in den Abb. 8.33 bis 8.36 visualisiert.

Für eingeprägte Hauptdehnungen ist bezüglich einer ”hydrostatischen“ Achse ε11 = ε22 für
alle Transformationsmodi im Rahmen der Konvexifizierung eine deutliche Symmetrie der
Fließfläche auszumachen. Während orthorhombische und monokline Kristallsysteme in die-
sem Zusammenhang die gleiche Charakteristik aufweisen, wobei der elastische Bereich der
monoklinen Systeme größer ausfällt, weicht der elastische Bereich der tetragonalen Gitter
hinsichtlich Gestalt und Größe stark davon ab.

Für die Kombination aus Axial– und Scherdehnungen ergeben sich bezüglich der Axialdeh-
nung symmetrische Fließflächen, die je nach vorliegendem Kristallsystem stark voneinander
abweichen. Auffällig ist der Unterschied hinsichtlich der Größe der elastischen Bereiche:
Die monoklinen Systeme transformieren besonders bei vorherrschenden Scherungen sehr
viel früher als die restlichen, während orthorhombische Materialien bei überwiegend vor-
handenen Axialbeanspruchungen den kleinsten elastischen Bereich aufweisen. Das für diese
Analyse verwendete Material mit tetragonalen Martensitvarianten erreicht die Fließgrenze
in jedem Fall zuletzt.
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Rang–1–Konvexifizierung Für identische Vorgaben verdeutlichen die Abb. 8.37 bis 8.40
das Verhalten bezüglich der Fließgrenzen für die Rang–1–Konvexifizierung, wobei sich hier
auf das Evolutionsgesetz des Typs Tresca beschränkt wurde.

Ebenfalls tritt deutlich eine Symmetrie entlang der bereits zuvor genannten ”hydrostati-
schen“ Achse für eingeprägte Hauptdehnungen in Erscheinung. Bis auf wenige ”Ausreißer“
beim monoklinen Martensit verlaufen die Grenzen der elastischen Bereiche sehr glatt, wei-
sen aber jeweils in einem Punkt einen Knick auf. Die Fehlstellen, an denen keine Symbole
auf den Linien erkennbar sind, deuten auf algorithmische Probleme hin die dafür sorgten,
dass für die zu Grunde liegende Parameterwahl kein Ergebnis erzielt werden konnte. An die-
ser Stelle sei deshalb angemerkt, dass eine den hier durchgeführten Rechnungen zu Grun-
de liegende Wahl sehr kleiner Zeitinkremente zur bestmöglichen Erfassung des tatsächli-
chen Startpunktes der Phasentransformation für numerische Instabilitäten sorgen kann. Auf
Grund der Tatsache, dass sich die Form der Fließgrenzen auch mit den fehlenden Resultaten
wohl kaum signifikant verändert hätten, wurden keine weiteren Bemühungen zur Findung
dieser Ergebnisse unternommen.

Bei den Resultaten für die Kombination aus vorgegebenen Axial– und Scherdehnungen
erhält man für die orthorhombischen Martensite ein in dem Sinne bemerkenswertes Er-
gebnis, dass es sich zu keiner der Achsen symmetrisch zeigt, was für alle anderen Kri-
stallsysteme gilt (vergleiche dazu auch die Resultate der Konvexifizierung). Obwohl bereits
für diesen Fall, wie aus den Abbildungen durch die erhöhte Anzahl berechneter Werte er-
kennbar ist, eine feinere Auflösung der verschiedenen Lastfälle durchgeführt wurde konnte
dieses Phänomen nicht ergründet werden. Dies bedarf demnach eventuell noch einer tiefer
greifenden Analyse.
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Abbildung 8.29.: Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen Transfomations-
modi (eingeprägte Hauptdehnungen, von Mises)
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Abbildung 8.30.: Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen Transfomations-
modi (eingeprägte Axial– und Scherdehnungen, von Mises)
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Abbildung 8.31.: Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen Transfomations-
modi (eingeprägte Hauptdehnungen, von Mises)
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Abbildung 8.32.: Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen Transfomations-
modi (eingeprägte Axial– und Scherdehnungen, von Mises)
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Abbildung 8.33.: Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen Transfomations-
modi (eingeprägte Hauptdehnungen, Tresca)
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Abbildung 8.34.: Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen Transfomations-
modi (eingeprägte Axial– und Scherdehnungen, Tresca)
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Abbildung 8.35.: Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen Transfomations-
modi (eingeprägte Hauptdehnungen, Tresca)
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Abbildung 8.36.: Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen Transfomations-
modi (eingeprägte Axial– und Scherdehnungen, Tresca)

�0.02 �0.01 0.01 0.02 0.03
Ε11

�0.02

�0.01

0.01

0.02

0.03

Ε22

monoklin

orthorhombisch

tetragonal

Abbildung 8.37.: Rang–1–Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen
Transfomationsmodi (eingeprägte Hauptdehnungen)
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Abbildung 8.38.: Rang–1–Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen
Transfomationsmodi (eingeprägte Axial– und Scherdehnungen)



8.3. Vergleich unterschiedlicher Stoffgesetze 107

�3 �2 �1 1 2 3
Σ11

�3

�2

�1

1

2

3

Σ22

monoklin

orthorhombisch

tetragonal

Abbildung 8.39.: Rang–1–Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen
Transfomationsmodi (eingeprägte Hauptdehnungen)
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Abbildung 8.40.: Rang–1–Konvexifizierung: Fließgrenzen der unterschiedlichen
Transfomationsmodi (eingeprägte Axial– und Scherdehnungen)
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8.3.2. Vergleich der Relaxierungsmethoden

Die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnittes lassen mitunter deutliche Unterschiede
im Materialverhalten zwischen den beiden Relaxierungsverfahren erkennen. Bei Betrach-
tung der Abb. 8.33 fällt im Vergleich mit Abb. 8.37 auf, dass sich vor allem das Verhal-
ten der monoklinen Kristallsysteme dahingehend unterscheidet, dass der elastische Bereich
bei vorgegebenen Normaldehnungen im Rahmen der Rang–1–Konvexifizierung erheblich
größer ist als bei der Konvexifizierung. In den Abb. 8.41 bis 8.43 sind daher die Ergeb-
nisse beider Verfahren für einen einaxialen Zugversuch gemäß (8.3) (T = 318 K, kθ =
0.01 GN/(m2 s), kn � kθ, Evolutionstyp Tresca) im direkten Vergleich aufgeführt.

Der Grund für diesen signifikanten Unterschied wird aus dem Spannungs–Dehnungs–Ver-
halten ersichtlich: Während sich bei der Rang–1–Konvexifizierung ausgeprägte Spannungs-
plateaus während der Phasentransformation ausbilden ist dieser Bereich im Rahmen der
Konvexifizierung durch eine deutliche Steigung der Spannungen gekennzeichnet. Dabei set-
zen die Transformationen sehr viel früher ein, durch die Zunahme der Spannungen auch
während der Transformation wird allerdings auch eine höhere Dehnung bzw. Spannung bei
vollendetem Phasenübergang erreicht.

Dieses Verhalten liegt erneut begründet in der Natur des jeweiligen Relaxierungsverfah-
rens, was anhand der in Abb. 8.42 dargestellten relaxierten Energiedichten versinnbildlicht
ist. Während die Rang–1–konvexe Hülle im Transformationsbereich eine lineare Funktion
der Dehnungen ist und sich demnach eine konstante Spannungen σ11 einstellt, verläuft die
konvexe Hülle zwangsläufig unterhalb dieser und weist somit im gesamten Bereich positi-
ve Krümmungen und dementsprechend eine monoton steigende Spannung auf. Die unter-
schiedliche Materialantwort manifestiert sich selbstverständlich auch in der Evolution der
verschiedenen Phasenanteile (siehe Abb. 8.43).

Vergleicht man die Gestalt des elastischen Bereiches für orthorhombische Martensite bei
gleichen Voraussetzungen wie zuvor (siehe ebenfalls Abb. 8.33 und 8.37) machen sich auch
deutliche Unterschiede bemerkbar. Gleicht die Kontur der Fließgrenze bei der Konvexifizie-
rung einem um 45◦ geneigten Wappen, so stellt sie sich für die Rang–1–Konvexifizierung
als kreisförmig mit einer deutlichen ”Einkerbung“ im Bereich ε11 ≈ ε22 > 0 sowie einer
ausgeprägten ”Ausbuchtung“ im Bereich ε11 ≈ ε22 < 0 dar.

Abb. 8.44 zeigt den Vergleich der Spannungs–Dehnungs–Kurven für einen einaxialen Zug
gemäß (8.3) (T = 318 K, kθ = 0.01 GN/(m2 s), kn � kθ, Evolutionstyp Tresca) bzw. Abb.
8.45 für vorgegebene, biaxiale Dehnungszustände der Form

ε = κ(t)



εmax 0 0

0 εmax 0
0 0 0


 (8.7)

bei identischen Versuchsparametern und εmax = 0.04. Besonders hervor zu heben ist die
signifikante Zug–Druck–Asymmetrie, die sich bei Verwendung der Konvexifizierung insbe-
sondere bei einaxialem Zug ergibt. Während sich im Zugbereich zu mindestens annähernd
ein Spannungsplateau ergibt, nimmt die Steifigkeit im Druckbereich gegenüber dem ela-
stischen kaum ab. Demzufolge stellt sich auch eine sehr kleine Hysterese–Schleife ein. Im
Gegensatz dazu ergibt sich bei der Rang–1–Konvexifizierung ein ausgeprägtes Spannungs-
plateau. Diese Charakteristik der Konvexifizierung findet sich z.B. in Hackl and Heinen
(2008) selbst für Polykristalle bestätigt.
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Abbildung 8.41.: Vergleich R1–C: Spannung σ11 (monoklin, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.42.: Vergleich R1–C: relaxierte Energie ψrel (monoklin, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.43.: Vergleich Volumenfraktionen (R1: durchgezogen, C: gepunktet )
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Abbildung 8.44.: Vergleich R1–C: Spannung σ11 (orthorhombisch, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.45.: Vergleich R1–C: Spannung σ11 (orthorhombisch, biaxialer Zug)
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8.3.3. Vergleich der Evolutionsgesetze

An Hand der Abb. 8.46 bis 8.48 sollen für die hier verwendete Konvexifizierung und den
gewählten Parametern T = 338 K, kθ = 0.01 die Abhängigkeit der effektiven Materialant-
wort vom gewählten Evolutionstyp analysiert werden. Grundlegend lässt sich sagen, dass die
Gestalt der Spannungs–Dehnungs–Kurven gewahrt bleibt, sich im Detail jedoch markante
Unterschiede zwischen den beiden betrachteten Evolutionstypen heraus stellen. Insbeson-
ders ist die dissipierte Leistung beim Typ von Mises immer geringer als beim Tresca–Typ,
was zumeist auch eine geringere Transformationsdehnung bzw. –spannung mit sich bringt.
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Abbildung 8.46.: Vergleich von Mises–Tresca: Spannung σ11 (tetragonal, biaxialer Zug)
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Abbildung 8.47.: Vergleich von Mises–Tresca: Spannung σ11 (tetragonal, Torsion)
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Abbildung 8.48.: Vergleich von Mises–Tresca: Spannung σ11 (monoklin, einaxialer Zug)



116 8. Materialpunkt–Analysen

8.3.4. Ratenabhängiges Stoffgesetz

Wie breits aus Alg. 7.3 ersichtlich, unterscheidet sich der Evolutionstyp Perzyna dadurch
von den übrigen, dass hierbei die gewählten Zeitintervalle ∆t und damit verknüpft die Rate
der Belastung ε̇ einen Einfluss auf das Ergebnis hat. Zwar geht diese Belastungsgeschwin-
digkeit nicht direkt in das Modell ein, jedoch lässt sich über die Wahl der Zeitabstände, in
denen die Belastung erhöht wird, diese Abhängigkeit approximieren. Die Belastung wird
dabei in mehrere Bereiche unterteilt, zu deren Beginn diese durch ein Inkrement ∆ε der
Dehnung jeweils erhöht wird. Das Zeitfenster zwischen den Belastungsinkrementen wird
seinerseits in mehrere Zeitabschnitte gegliedert. Je größer das Zeitfenster zwischen den Be-
lastungsschritten gewählt wird, desto mehr Zeit lässt man dem Material auf die erhöhte
Belastung zu reagieren. Je mehr interne Zeitschritte innerhalb dieser Fenster gewählt wer-
den, desto feiner wird die Approximation der Ergebnisse für die konstant vorherrschende
Dehnung.

Grundlegende Ergebnisse sind in Abb. 8.49 sowie 8.50 in Folge eines einaxialen Zuges mit
den Parametern T = 338 K, k1 = 0.01, k2 = 0.001 für ein kubisch–tetragonal transfor-
mierendes Material angegeben, wobei die Belastung hier in 25 Bereiche und jeder einzelne
Bereich in 12 Zeitinkremente gegliedert wurde. An Hand der resultierenden Spannung σ11

wird bereits deutlich, wie sich die viskoplastische Evolution auswirkt. Die Spannungen rea-
gieren sofort mit einem sprunghaften Anstieg auf die Belastungsinkremente und bleiben,
sofern sich keine Phasentransformationen ergeben, innerhalb des folgenden Zeitabschnittes
konstant. Tritt das Material dann in den Bereich der Phasenübergänge ein, so bleiben die
Spannungssprünge bestehen, allerdings wird die Spannung durch die Evolution der Pha-
senanteile relaxiert. Das angesprochene Zeitfenster ist dementsprechend als Relaxationszeit
anzusehen (siehe dazu auch Simo and Hughes (1998)).

Dieses Phänomen ist in der Entwicklung der Phasenanteile begründet: Während sich bei
den übrigen Evolutionstypen die aktuellen Volumenfraktionen unendlich schnell ergaben,
bleiben sie in diesem Fall bei erfolgtem Lastinkrement zunächst unverändert, werden aber
sogleich ”beschleunigt“. Die Geschwindigkeit der Evolution nimmt dann stetig ab bis bei
einem ausreichend langen Zeitintervall ein stationärer Wert erreicht wird. Wählt man die
Zeitabschnitte zwischen den Lastinkrementen kleiner, so wird dieser stationäre Zustand
nicht erreicht und das globale Verhalten verändert sich, wie es in den Abb. 8.51 und 8.52 in
Abhängigkeit der Anzahl an Lastinkrementen erkenntlich ist. Dazu sei angemerkt, dass der
deutlich spätere Beginn der Transformation für 60 Zeitschritte darin begründet ist, dass der
Initiierungszustand der übrigen Fälle durch die grobe Einteilung übersprungen wurde. Es ist
insbesondere beim Vergleich der Resultate für 80 und 120 Zeitschritte zu erkennen, dass bei
höherer Dehnungsrate der stationäre Wert der Volumenfraktionen nicht erreicht wird und
daher für den nächsten Belastungsschritt von anderen Startwerten ausgegangen wird, was
das globale Verhalten signifikant beeinflusst.

Neben der indirekt wählbaren Relaxationszeit beeinflusst zudem der neu hinzu gekommene
Dissipationsparameter k2 (die Auswirkungen des viskoplastischen Ansatzes auf eine even-
tuelle Evolution der Laminatorientierung sei hier unberücksichtigt) das Materialverhalten in
erheblichem Ausmaß. Die Abb. 8.53 bis 8.56 verdeutlichen, dass dieser Parameter ein Maß
für die Viskosität des Materials darstellt und damit steuert, wie träge auf eine Laststeigerung
reagiert wird. Für kleine Werte nähert man sich stetig dem als ”Referenz“ ausgewiesenen
Wert, welcher der Lösung bei Verwendung des Evolutionsgesetzes vom Typ Tresca ent-
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spricht. Die Verbindung zwischen den Evolutionstypen Tresca und Perzyna wird bereits in
Kapitel 6 bzw. 7 deutlich, da die ”Fließbedingungen“ für beide Fälle identisch sind.
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Abbildung 8.49.: Resultierende Spannung σ11 im Verlauf der Zeit (kubisch–tetragonal, ein-
axialer Zug)

t

25

50

75

100

Θ1��%�

Abbildung 8.50.: Volumenfraktion θ1 im Verlauf der Zeit (kubisch–tetragonal, einaxialer
Zug)
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Abbildung 8.51.: Volumenfraktion θ1 im Verlauf der Zeit (kubisch–tetragonal, einaxialer
Zug)
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Abbildung 8.52.: Volumenfraktion θ1, ausgewertet zu Beginn jedes Lastinkrementes
(kubisch–tetragonal, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.53.: Resultierende Spannung σ11, ausgewertet zu Beginn jedes Lastinkremen-
tes (kubisch–tetragonal, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.54.: Volumenfraktion θ1, ausgewertet zu Beginn jedes Lastinkrementes
(kubisch–tetragonal, einaxialer Zug)
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Abbildung 8.55.: Resultierende Spannung σ11 im Verlauf der Zeit (kubisch–tetragonal, ein-
axialer Zug)
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Abbildung 8.56.: Volumenfraktion θ1 im Verlauf der Zeit (kubisch–tetragonal, einaxialer
Zug)
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8.4. Spezielle Analysen

8.4.1. Innere Hysteresen

Eine grundlegende und oft diskutierte Fragestellung ist, ob sich bei einer inmitten des Trans-
formationsbereiches vollführten Entlastung je nach Belastungszustand das jeweils gleiche
Spannungsniveau bei der Rücktransformation einstellt. Basierend auf Huo and Mueller (1993)
liegt einigen Materialmodellen zu Grunde, dass die Rücktransformation bei Erreichen einer
Diagonalen hinsichtlich der Hystereseschleife, die sich bei einer vollkommenen Transfor-
mation ergibt, einsetzt. Abb. 8.57 zeigt für den Fall einer orthorhombischen Transformation
und vorherrschendem einaxialen Zug, dass dies im Allgemeinen von den hier vorgestellten
Materialmodellen nicht nachvollzogen werden kann, wobei die Notwendigkeit dafür auch
äußerst umstritten ist.
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Abbildung 8.57.: Materialverhalten bei vorzeitiger Entlastung

Lässt man durch die Wahl eines relativ kleinen Wertes für den Dissipationsparameter der
Laminatorientierungen, wie in diesem Fall kn = 0.0075 GN/(m2 s), eine Änderung die-
ser zu, so zeigen sich wie in Abb. 8.58 dargestellt Unterschiede im Materialverhalten in
Abhängigkeit des vorliegenden Zustands bei eintretender Entlastung. Die sich nach vollzo-
gener Reorientierung der Laminatorientierungen ergebende Rücktransformationsspannung
ist erheblich niedriger als die sich bei Entlastung während der Umstrukturierung einstel-
lende. Mit Hilfe dessen wäre es demnach möglich auch auf mikroskopischer Ebene das
z.B. in Wagner (2005) beschriebene Phänomen zu simulieren, dass sich erst bei einer kom-
plett vollzogenen Phasentransformation das Spannungsniveau bei der Rücktransformation
deutlich gegenüber dem Spannungswert absenkt, der sich bei einer Entlastung inmitten des
Spannungsplateaus ergibt.
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Abbildung 8.58.: Materialverhalten bei vorzeitiger Entlastung unter Berücksichtigung der
Laminat–Reorientierung (kn = 0.0075)

8.4.2. Kombinierte Axial– und Torsionsbelastung

Formgedächtnislegierungen weisen ein überaus komplexes und zudem pfadabhängiges Ma-
terialverhalten in Folge mehrdimensionaler Belastungen auf, welches von einem mechani-
schen Modell nachvollzogen werden sollte. Aus diesem Grund wurde exemplarisch für das
Verfahren der Konvexifizierung und die Evolutionstypen von Mises und Tresca bei einem
zu Grunde liegenden kubisch–orthorhombisch transformierenden Material der in Abb. 8.59
dargestellte Versuch, der sogenannte box test, durchgeführt, bei dem zunächst aus dem un-
belasteten Zustand heraus die axialen Dehnungen ε = ε11 auf einen Wert von 0.02 erhöht
wird. Anschließend steigert man bei konstanten Axialdehnungen die Schubkomponente
γ′ =

√
3 ε23 ebenfalls auf den Wert 0.02. Im weiteren Verlauf des Versuches werden dann

zunächst die Axialdehnungen sowie abschließend die Schubdehnungen wieder auf Null ab-
gesenkt.

In den Abb. 8.60 bis 8.62 sind die Ergebnisse bezüglich der Beziehungen zwischen resul-
tierender Axial– und Schubspannung (σ = σ11 bzw. τ ′ =

√
3σ23), Axialspannung und

–dehnung sowie Schubspannung und –dehnung aufgetragen. Vergleicht man diese Ergeb-
nisse beispielsweise mit experimentellen Daten wie Grabe (2007) lässt sich erkennen, dass
die grundlegenden Charakteristika der Materialantwort speziell für den Evolutionstyp Tres-
ca trotz der Diskrepanz der betrachteten Materialskale nachvollzogen werden können.

8.5. Algorithmische Aspekte der Materialroutinen

Während der unterschiedlichen numerischen Analysen haben sich einige markante Details
herausgestellt, die zur Steigerung der Effiziens der Algorithmen führten bzw. überhaupt erst
einen stabilen Verlauf der Materialroutinen ermöglichten. Deshalb sind in den folgenden
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Abbildung 8.59.: Eingeprägte Belastung beim sogenannten box test
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Abbildung 8.60.: Resultierende Beziehung zwischen Axial– und Schubspannungen beim
sogenannten box test
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Abbildung 8.61.: Resultierende Beziehung zwischen Axialspannung und –dehnung beim
sogenannten box test
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Abbildung 8.62.: Resultierende Beziehung zwischen Schubspannung und –dehnung beim
sogenannten box test
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Abschnitten die wichtigsten notwendigen sowie nützlichen programmiertechnischen Maß-
nahmen für eine numerisch stabile Anwendung der Stoffgesetze aufgeführt.

8.5.1. Größenordnung der Materialparameter

In Anbetracht der gewählten algorithmischen Umsetzung der Massenrestriktionen und vor
allem der Kuhn–Tucker–Bedingungen ist es nicht unerheblich, welche Dimensionen für
die verwendeten Materialparameter verwendet wird. Dies wird anhand der in Abschnitt
7.2 aufgeführten Jakobimatrizen zur iterativen Lösung des jeweils zu Grunde liegenden
algebraisch–differentiellen Gleichungssystems deutlich, da diese zum Teil Einträge aufwei-
sen, welche unabhängig von den Materialkenndaten sind und überdies die Größenordnung
1 besitzen, während die Größenordnung anderer Einträge von denen der Materialparameter
abhängen.

Wählt man abweichend von den in Abschnitt 8.1 gewählten Einheiten beispielsweise N/mm2

entsprechend 10−9 GPa als Dimension für den Elastizitätsmodul, so würde sich die Diffe-
renz der Größenordnungen der Komponenten der Jakobimatrix in gleicher Weise unterschei-
den und sich demzufolge die Kondition der Matrix erheblich verschlechtern. Dies führt so-
gar zur Nichtkonvergenz des numerischen Lösungsverfahrens und damit zum Fehlschlagen
des gesamten Algorithmus.

8.5.2. Initialwerte der Volumenfraktionen

Die Startwerte für die Phasenanteile lassen sich im unbelasteten Zustand intuitiv in Abhängig-
keit der vorgegebenen Temperatur als

θ0
i =

{
1/NV , für T < T0

0 , für T ≥ T0

i = 1 . . . NV (8.8)

setzen. In diesem Zusammenhang ist zu erwähnen, dass die Stoffgesetze grundlegend für
eine vorhandene Phasenmischung formuliert sind und die Fälle

∑
i θi = 0 bzw.

∑
i θi = 1

nicht berücksichtigt werden können, da es zu singulären Ausdrücken kommen würde. Aus
diesem Grund werden die Initialwerte der Volumenfraktionen zu θ0

i = θstart gewählt, wobei

θstart = 0.01 (8.9)

einen universell stabilen Algorithmus ermöglichte. Dementsprechend müssen die Restrik-
tionen bezüglich der Phasenanteile gemäß

θi ≥ θstart i = 1 . . . NV (8.10)
NV∑

i=1

θi ≤ 1− θstart (8.11)

modifiziert werden.



8.5. Algorithmische Aspekte der Materialroutinen 127

8.5.3. Initialwerte der Laminatorientierungen

Die Bestimmung probater Initialwerte für die Laminatorientierungen ρA, φA, ρM sowie φM
im Rahmen der Rang–1–Konvexifizierung ist nicht in der intuitiven Weise möglich wie es
bei den Volumenfraktionen der einzelnen Phasen der Fall ist. Aus diesem Grund wird der
weiteren Berechnung gemäß des verwendeten Evolutionsgesetzes eine Minimierungsroutine
zum Zeitpunkt t = t0 vorangestellt, welche

qξ = 0 (8.12)

gewährleisten soll, wobei die Liste qξ sinngemäß aus den 4 treibenden Kräften q̄i besteht
(siehe S. 71).

Das Gleichungssystem (8.12) wird ebenfalls mit Hilfe des Newton–Raphson–Verfahrens
gelöst, wobei dies keinerlei Mehraufwand bedeutet, da die Bestandteile der hier zu verwen-
denden Jakobimatrix auch für das Vorgehen im Rahmen der Evolutionsgesetze relevant sind.
Konkret besteht die Jakobimatrix aus den Einträgen

J =
∂qi
∂ξj

ei ⊗ ej (8.13)

Die Durchführung eines einaxialen Zugversuches gemäß Abschnitt 8.1 führt allerdings zu
dem in Abb. 8.63 dargestellten Resultat bezüglich der effektiven Spannung, welches offen-
sichtlich als unphysikalisch zu deklarieren ist. Die Analyse der korrespondierenden relaxier-
ten Energiedichte (siehe Abb. 8.64) lässt im Vergleich zu den Phasenenergien den Schluss
zu, dass die erzielte Energiegrenze prinzipiell der in Abschnitt 5.2 angesprochenen Taylor–
Grenze entspricht.

Der Grund für dieses Resultat ist in der Abhängigkeit der Energiedichte von den Lamina-
torientierungen zu finden, wie es in den Abb. 8.65 bis 8.69 dargestellt ist. Im unbelasteten
Zustand zeigt sich dabei eine Unabhängigkeit der Energiedichte von der Ausrichtung des
Laminats erster Ordnung, woraus willkürliche Werte für die Variablen ρA sowie φA zur
Lösung von (8.12) folgen. Sobald jedoch eine Belastung vorliegt, ändert sich die Energie-
landschaft signifikant je nach vorliegender Belastungsart. In diesem Fall zeigen die Abb.
8.67, 8.68 sowie 8.69 die Resultate für einen einaxialen Zug, eine reine Scherung bzw. eine
allgemeine Belastung der Form

ε =




0.005 0.0025 0
0.025 −0.0165 0

0 0 −0.0165


 . (8.14)

Je nachdem, welche Werte im unbelasteten Zustand t = t0 für ρA und φA ermittelt werden,
besteht die Gefahr, dass es sich dabei im Laufe der weiteren Berechnung zwar um einen sta-
tionären Punkt aber zugleich ein Maximum handelt. Dieser Umstand führt beispielsweise
zu dem in Abb. 8.63 dargestellten Resultat. Daher ist es einerseits dringend erforderlich, die
Minimierung bezüglich der Laminatorientierung nicht nur im unbelasteten Zustand durch-
zuführen. Die zahlreichen numerischen Analysen zeigten, dass ein stabiler Ablauf des Algo-
rithmus in Einzelfällen sogar nur gewährleistet werden kann, wenn die Suche nach probaten
Startwerten für die Laminatorientierungen während des gesamten elastischen Pfads durch-
geführt werden.
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Abbildung 8.63.: Resultierende Spannung σ11
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Abbildung 8.64.: Verlauf der Energiedichten
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Abbildung 8.65.: Energiedichte in Abhängigkeit der Laminatorientierungen des Austenits,
unbelasteter Zustand
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Abbildung 8.66.: Energiedichte in Abhängigkeit der Laminatorientierungen des Martensits,
unbelasteter Zustand
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Andererseits reicht es nicht aus, die numerische Lösung von (8.12) in Folge nur einer Wahl
von Ausgangswerten für die Variablen zu verwenden. Daher wurde eine bestimmte Prozedur
verwendet, um das Auffinden eines Minimums gewährleisten zu können, die im Folgenden
näher erläutert wird. Zunächst werden diskrete Ausgangswerte für die Variablen gemäß des
exemplarisch für die Laminatwinkel des Austenits in Abb. 8.70 dargestellten Raster (zu
Grunde liegende Belastung gemäß (8.14)).

Ausgehend von diesen Werten wird nun (8.12) numerisch gelöst, was im vorliegenden Fall
unter Anderem auf die in Abb. 8.71 Stationaritätspunkte führte. Weitere Lösungen ergaben
sich außerhalb des dargestellten Wertebereiches, welche allerdings auf Grund der Periodi-
zität der Energie äquivalent zu den gezeigten Lösungen sind. Wie zu erkennen ist werden
auch Maxima als Lösung der Stationaritätsbedingung berechnet. Der Annahme folgend,
dass unter den gefundenen Lösungen wenigstens ein Minimum vorhanden ist, kann nun
durch Auswahl der Lösung, welche den geringsten Wert bezüglich der Energie liefert, opti-
male Laminatausrichtungen bestimmt werden.
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Abbildung 8.67.: Energiedichte in Abhängigkeit der Laminatorientierungen des Austenits,
elastischer Zustand unter einaxialem Zug
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Abbildung 8.68.: Energiedichte in Abhängigkeit der Laminatorientierungen des Austenits,
elastischer Zustand unter Scherung
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Abbildung 8.69.: Energiedichte in Abhängigkeit der Laminatorientierungen des Austenits,
elastischer Zustand unter allgemeiner Belastung
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Abbildung 8.70.: Energiedichte in Abhängigkeit der Laminatorientierungen des Austenits
und gewähltes Raster für Ausgangswerte der Optimierung
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Abbildung 8.71.: Energiedichte in Abhängigkeit der Laminatorientierungen des Austenits
und berechnete stationäre Punkte
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8.5.4. Initialwerte der algorithmischen Parameter

Wie bereits einleitend in Abschnitt 8.1 zu erkennen war, nehmen die algorithmischen Va-
riablen zur Einhaltung der Masserestriktionen Λi sowie Γ je nach vorgegebener Temperatur
bereits im unbelasteten Ausgangszustand Werte größer Null an. Aus dieser Erkenntnis ist
bereits abzuleiten, dass bspw. die Wahl Λi = 0 für einen pseudoelastischen Versuch unvor-
teilhaft in dem Sinne ist, dass diese Initialwerte in Zusammenhang mit dem verwendeten
Newton–Raphson–Verfahren relativ weit von der Lösung entfernt sind und die Konvergenz
erheblich verlangsamt bzw. gegebenenfalls sogar verhindert wird.

Die Analysen von Leonhardt (2007) ergaben, dass die Werte der algorithmischen Variablen
Λi für den pseudoelastischen Fall im Rahmen einer angewandten Konvexifizierung für den
unbelasteten Zustand exakt der Differenz der chemischen Phasenenergieanteile entsprach.
Demzufolge wurde generell

Λ0
i =

{
0.0001 , für T < T0

L0
T−T0
T0

, für T ≥ T0

, i = 1 . . . NV (8.15)

als Initialwerte gesetzt, wobei die Vermeidung des Wertes Null als Startwert speziell für den
Fall T < T0 erneut der numerischen Stabilität dient.

8.6. Zusammenfassung und Beurteilung

Abschließend lässt sich an Hand der in diesem Kapitel aufgezeigten Resultate konstatieren,
dass die Methode der relaxierten Energiepotenziale eine probate Möglichkeit zur Model-
lierung von inelastischen Materialien, insbesondere unter Berücksichtigung induzierter Mi-
krostrukturen, bietet. Es lassen sich damit durch eine möglichst genaue Approximation der
quasikonvexen Hülle der zu Grunde liegenden Energiedichte Stoffgesetze entwickeln, wel-
che sowohl physikalisch als auch mathematisch auf einer soliden Basis stehen. Wie gezeigt,
lassen sich die elementaren Phänomene von Formgedächtnislegierungen, nämlich die Pseu-
doelastizität sowie –plastizität, nachbilden. Darüber hinaus erhält man je nach gewählter
Relaxierungemethode detaillierte Resultate bezüglich des mikrostrukturellen Aufbaus des
Materials, sei es durch Kenntnis der genauen Zusammensetzung der Phasenanteile oder wie
im Fall der Rang–1–Konvexifizierung sogar der geometrischen Anordnung der Phasenbe-
standteile.

Obwohl ein Vergleich der Materialmodelle mit experimentellen Daten auf Grund der Be-
schränktheit auf ideale Einkristalle äußerst schwierig zu realisieren wäre, zeigt sich im di-
rekten Vergleich der beiden hauptsächlich behandelten Verfahren, dass die Rang–1–Kon-
vexifizierung das tatsächliche Materialverhalten deutlich realistischer simuliert. Die Resul-
tate der Konvexifizierung weisen in den meisten Fällen eine künstliche, nicht mit experi-
mentellen Analysen zu vereinbarende Steifigkeit des Materials während der Phasentransfor-
mation auf.

Grundlegend sei an dieser Stelle zur Einstufung des Konzeptes der Relaxierung im Ver-
gleich zu anderen Verfahren noch einmal der bereits in Abschnitt 4.4 angedeutete Zusam-
menhang bzw. Unterschied zwischen Quasikonvexität und Elliptizität aufgegriffen. Histo-
risch betrachtet wurde die Analyse der Elliptizität eines vorliegenden Problems zunächst
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vorwiegend auf Modelle angewandt, welche sogenannte Lokalisierungsphänomene z.B. im
Kontext von Rissbildung bzw. –ausbreitung oder Schädigung behandelten (siehe u.A. Per-
zyna (1998)). Die Studien der damit zusammenhängenden, sogenannten Schwachen Dis-
kontinuitäten geht u.A. auf Hill (1962) zurück. In diesem Zusammenhang existiert mit dem
Verlust der Elliptizität eines mathematischen Systems ein Schlüsselkriterium für das Auf-
treten von Lokalisierungen und damit verknüpften Instabilitäten. Dieses Kriterium wird für
die notwendige Änderung interner Variablen verwendet.

Lokal betrachtet ist die Erfüllung der Elliptizität identisch mit der Bedingung der Quasikon-
vexität. Global betrachtet existiert allerdings ein schwer wiegender Unterschied, zu dessen
Erläuterung auch die in Abb. 8.72 dargestellte, eindimensionale Funktion ψ(ε) dienen soll.

eeA eBeE

y

Qy

Abbildung 8.72.: Schematische Darstellung einer eindimensionalen Funktion sowie der
quasikonvexen Hülle

Während die Verletzung der Legendre–Hadamard–Bedingung, hier exemplarisch am Wen-
depunkt der Funktion ψ an der Stelle ε = εE eintretend, ein rein lokales Kriterium dar-
stellt, bedeutet dies für die Quasikonvexifizierung, dass bereits zu einem vorherigen Zustand,
nämlich ε = εA die Relaxierung des Potenzials hätte in Kraft treten müssen. Die quasikon-
vexe Hülle stellt sich dabei innerhalb des nicht–quasikonvexen Bereiches hier als Tangente
an die ursprüngliche Funktion ψ, welche die Punkte εA und εB verbindet, dar. Obwohl das
lokale Kriterium für beide Konzepte identisch ist unterscheidet sich die Auswirkung global
betrachtet immens voneinander. Ein Kritikpunkt, den man den Relaxierungsverfahren nun
entgegen bringen kann, ist, dass ein Material im Zustand εA gewiss sein muss, dass es durch
eine Mischung mit dem zuweilen ”weit entfernten“ Zustand εB die vorhandene Energie dra-
stisch senken kann. Erreicht man in herkömmlicher Manier allerdings den Wendepunkt der
Funktion ψ in εE , so muss dem Material nicht eine solche ”Weitsicht“ zugesprochen wer-
den, damit beispielsweise eine Phasentransformation initiiert wird.

Dieser scheinbare Malus wird zumeist mit dem Argument vorhandener Energiefluktuatio-
nen versucht zu entkräften, welche zu der erwähnten Mischung stark abweichender Deh-
nungszustände führt. Allerdings tritt in diesem Zusammenhang ein weiterer Makel in Au-
genschein, der anhand von Abb. 8.73 ersichtlich wird.

Ein physikalisch sinnvoller Maßstab dafür, ob die in jedem Fall vorhandenen Fluktuation
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Abbildung 8.73.: Schematische Darstellung einer eindimensionalen Funktion sowie mögli-
chen Energiebarrieren

für die Einleitung einer Phasentransformation ausreichend sind, ist die hier mit ∆ψmax be-
zeichnete Energiebarriere zwischen dem Energieniveau im Zustand εA und dem im Bereich
ε ∈ [εA, εB] befindlichen, lokalen Maximum der Funktion ψ. Diese Größe wird zumeist
in Materialmodellen wie von Govindjee and Hall (2000) verwendet, welche auf der sta-
tistischen Mechanik beruhen und Übergangswahrscheinlichkeiten verwenden. In die ver-
schiedenen Relaxierungsmethoden geht statt dessen aber lediglich die Differenz der lokalen
Minima ∆ψmin, genauer gesagt der Minima der Phasenenergien, ein, was z.B. anhand von
(5.23) deutlich wird. Es erscheint daher im Sinne der physikalischen Plausibilität befremd-
lich, dass die Fähigkeit der Fluktuation zur Herbeiführung der Phasenmischung nicht von
der erwähnten Energiebarriere abhängt.

Durch die Verknüpfung der Relaxierungsverfahren mit dem dargestellten Konzept der Dis-
sipationsfunktionale und den daraus hergeleiteten Evolutionsgesetzen existieren jedoch Ver-
fahren, welche die hier aufgeführten Unzulänglichkeiten der ”reinen“ Relaxierung kompen-
sieren und den vermeintlich bestmöglichen Konsens zwischen mathematischer und physika-
lischer Plausibilität bieten, insbesondere auch wegen der dadurch erst realisierbaren Berück-
sichtigung dissipativer Mechanismen innerhalb der jeweiligen Stoffgesetze. Eine Analyse
von Ball (1977) zeigt in diesem Zusammenhang, dass durchaus für finite Deformationen
materielle Instabilitäten, wie etwa das Knicken eines Stabs, auftreten können, obwohl die
Legendre–Hadamard–Bedingung nicht verletzt ist. Zu der gleichen Erkenntnis kommen z.B.
auch Drugan (2007) sowie Kochmann (2006) im Rahmen der Untersuchung der effektiven
Materialparameter von Kompositen, welche eine Phase mit negativer Steifigkeit besitzen.

Die hier aufgeführten differential–algebraischen Gleichungssysteme der elasto–plastischen
Evolutionsgesetze weisen mitunter Probleme bezüglich der numerischen Stabilität auf, ins-
besondere an den kritischen Punkten einer beginnenden bzw. vollendeten Phasentransforma-
tion, was sich in einer schlechten Kondition des Gleichungssystems äußert. Allerdings kann
durch geeignete Maßnahmen, wie etwa einer bestimmten Parameterwahl oder der Verwen-
dung eines geeigneten Gleichungslösers, ein weitestgehend stabiler Algorithmus gewährlei-
stet werden. Das viskoplastische Evolutionsgesetz weist zusätzlich zu einer weitaus größe-
ren numerischen Stabilität den Vorteil auf, dass es auf Grund des zeitabhängigen Verhaltens
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im Prinzip eine Phasenfrontausbreitung mit endlicher Geschwindigkeit abbildet und daher
gegenüber der unendlichen schnellen Entwicklung der Phasenanteile im Rahmen der elasto–
plastischen Gesetze deutlich realistischer erscheint.

Im Kontext der algorithmischen Umsetzung der Stoffgesetze muss jedoch erwähnt werden,
dass die in Abschnitt 8.5.3 beschriebenen Maßnahmen zur Bestimmung probater Startwerte
für die Laminatorientierung die Effiziens der Rang–1–Konvexifizierung in hohem Maße
verschlechtert. Insbesondere hinsichtlich der Einbindung in die FEM ist es daher dringend
erforderlich durch verfeinerte numerische Vorgehensweisen den Algorithmus bezüglich der
Rechenzeit zu optimieren, was den Rahmen dieser Arbeit jedoch überschritten hätte.
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Teil III.

Modellbildung auf mesoskopischer Ebene
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9. Motivation und grundlegende Konzepte

9.1. Motivation des Multiskalen–Konzeptes

Wie bereits in der Einleitung angedeutet, ist es die Interaktion mehrerer, auf unterschiedli-
chen Skalen des Materials ablaufender Prozesse, die letztlich das makroskopische Material-
verhalten beeinflussen bzw. definieren. Polykristalline Materialgefüge mitsamt deren Korn-
grenzen oder diffusionsgesteuerte Ausscheidungen sind nur zwei von vielen Einflussfak-
toren. Die mikromechanischen Modelle aus Teil II sind dabei z.B. im Gegensatz zu dem
mikromechanischen Modell von Hackl and Schmidt-Baldassari (2004), welches direkt auf
Polykristall–Ebene angesiedelt ist, auf die mikroskopische Ebene beschränkt und simulie-
ren das Verhalten idealer Einkristalle bei vorgegebener Kristallorientierung. Daher ist die
Berücksichtigung weiterer Skalen zur adäquaten Modellbildung von FGL unvermeidbar.

Vorgreifend auf die folgenden Abschnitte sei bereits angemerkt, dass der Fokus im Rah-
men der vorliegenden Arbeit diesbezüglich eindeutig auf der numerischen Umsetzung und
Anwendung der vorgestellten Verfahren liegt. Die theoretischen Grundlagen werden daher
rudimentär behandelt und können den im weiteren Verlauf des Kapitels genannten Litera-
turangaben entnommen werden.

9.2. Homogenisierung

Die elementare Fragestellung hinter dem Konzept der Homogenisierung ist, wie sich ein
Körper unter vorgegebener Belastung verhält, dessen mechanische Eigenschaften räumlich
variieren, also inhomogen ist. Dies setzt für die weitere Vorgehensweise speziell in Ver-
bindung mit den verwendeten Multiskalen–Methoden voraus, dass die Größenordnung der
Inhomogenitäten eines Materials weitaus kleiner ist als die des betrachteten makroskopi-
schen Körpers bzw. der übergeordneten Skale. Ferner müssen diese Inhomogenitäten in
periodischen Strukturen zusammengefasst werden können, den sogenannten repräsentati-
ven Volumenelementen (RVE), deren Größenordnung ebenfalls weitaus geringer als die der
übergeordneten Skale ausfallen muss. Im Gegensatz dazu konnten die RVE im Kontext von
Teil II dieser Arbeit als lokale Erweiterung eines Materialpunktes aufgefasst werden.

Zur besseren Verdeutlichung sei Abb.9.1 angeführt: Dargestellt ist ein makroskopischer
Körper, dessen Material exemplarisch die durch die schwarzen ”Partikel“ symbolisierten In-
homogenitäten aufweist. Unter Kenntniss des makroskopischen Dehnungszustandes ε sowie
notwendigen Informationen über die untergeordnete Skale (beispielsweise Volumenfraktio-
nen der einzelnen Bestandteile sowie deren elastische Konstanten) gilt es nun, die effektiven
Spannungen gemäß

σ = C∗ ◦ ε (9.1)
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RVE es

C*

Abbildung 9.1.: Skalentransfer effektiver Größen

zu berechnen, wobei C∗ den effektiven Materialoperator des RVE oder auch die generali-
sierte Steifigkeitsmatrix und ◦ eine allgemeine Anwendung darstellt1. Die Bestimmung des
OperatorsC∗ ist dabei in mehrere Schritte untergliedert, die sich zunächst ohne Betrachtung
der detaillierten algorithmmischen Umsetzung im Rahmen dieser Arbeit wie folgt darstel-
len:

1. Eine (zumeist) heterogene Aufteilung des vorgegebenen Dehnungszustandes inner-
halb des RVE

2. Die Bestimmung des Spannungsfeldes, welches zum Gleichgewichtszustand inner-
halb des RVE führt

3. Eine Mittelwertbildung des Spannungsfeldes zur Festlegung des effektiven Spannungs-
zustandes des RVEs

Die notwendige ”Umwandlung“ diskreter Zustände in ein lokales Feld und umgekehrt de-
finiert dabei den Skalentransfer der relevanten Größen (scale bridging, micro–macro–tran-
sition).

Auf Grund der durch die unterschiedlichen Längenskalen bedingte Unabhängigkeit der Ma-
terialebenen lässt sich diese Prozedur auf eine große Anzahl zu verknüpfender Skalen erwei-
tern, so lange die Voraussetzungen zur Durchführung der Homogenisierung gewahrt bleiben,
was diese Methoden zu universellen Instrumenten der Materialmodellierung macht.

1Eine Formulierung für vorgegebene Spannungen unter Verwendung einer generalisierten Nachgiebigkeits-
matrix ist ebenso möglich.
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9.3. Klassische Methoden

Für eine umfassende Übersicht der klassischen Methoden sowie eine tiefgreifendere Aus-
einandersetzung mit dem hier behandelten Themenkomplex sei an dieser Stelle im Vor-
feld exemplarisch auf Mura (1987) und Zohdi and Wriggers (2005) verwiesen, die auch als
Grundlage für die vorliegende Arbeit dienten.

Reuss– und Voigt–Grenze

Die Pionierarbeit zur Bestimmung effektiver Materialparameter von Kompositen bzw. Po-
lykristallen, was unverändert von großer Bedeutung hinsichtlich der Modellierung moder-
ner Materialien ist, wurde von Voigt (1889) und Reuss (1929) geleistet. Beiden Theorien
liegt die Annahme zu Grunde, dass eines der unbekannten Felder innerhalb des hier durch
die Koordinaten x beschriebenen RVEs konstant ist. Dabei führt die Annahme konstanter
Dehnungen ε(x) = ε auf die sogenannte Voigt–Grenze, während ein konstant angenom-
menes Spannungsfeld σ(x) = σ die sogenannte Reuss-Grenze ergibt. Gemäß der jeweilig
zu Grunde liegenden Theorie ergibt sich der effektive Materialoperator durch Mittelbildung
über das Volumen V zu

C∗V =
1

V

∫

RVE

C(x) dx nach Voigt (9.2)

C∗R =
1

V



∫

RVE

C−1(x) dx



−1

nach Reuss (9.3)

Exakt sind diese Resultate nur für den Fall parallel (Voigt) bzw. seriell (Reuss) geschalte-
ter elastischer Komponenten (z.B. Federn). Für allgemeine Problemstellungen können diese
klassischen Grenzen jedoch lediglich als mitunter grobe Abschätzung dienen. Unter be-
stimmten Voraussetzungen hinsichtlich der Materialkonstanten, insbesondere der Positivität
des E–Moduls, können diese als obere bzw. untere Grenze zu der tatsächlich existierenden
Steifigkeit des inhomogenen Materials angesehen werden. Verwirft man diese Vorausset-
zungen jedoch, so lässt sich zeigen, dass die effektiven Materialparameter sehr wohl Werte
jenseits dieser Grenzen annehmen können (siehe erneut Drugan (2007) sowie Kochmann
(2006)).

Wie anhand der Gleichungen (9.2) und (9.3) deutlich wird, erhalten außer den Volumenfrak-
tionen der einzelnen Bestandteile sowie deren jeweilige Materialparameter keine weiteren
mikromechanischen Größen Einzug in die Berechnungen.

Lösung nach Eshelby

Von eminenter Bedeutung selbst für die moderne Mikromechanik ist die Arbeit von Eshelby
(1957) sowie weiterführend Eshelby (1959) und Eshelby (1961), in denen der Einfluss einer
ellipsoiden Inklusion innerhalb eines isotropen Matrixmaterials analytisch untersucht wird.
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Die dort beschriebene, sogenannte eqivalent inclusion method basiert auf der Idee, dass
sich dieser Einfluss z.B. hinsichtlich des Spannungsfeldes durch eine künstlich eingeführte,
sogenannte äquivalente Eigendehnung ε∗ innerhalb der Inklusion beschreiben lässt. Diese
Eigendehnung kann über die folgende Äquivalenzbedingung

C∗ : (ε+ S : ε∗) = C : (ε+ S : ε∗ − ε∗) (9.4)

bestimmt werden. Dabei bedeuten C und C∗ den Materialtensor des Matrixmaterials bzw.
der Inklusion, ε den makroskopischen Dehnungszustand sowie S den sogenannten Eshelby–
Tensor. Sind sowohl das Material der Matrix als auch der Inklusion isotrop, so lässt sich
dieser durch

S1111 =
3

8 π (1− ν)
a2

1 I11 +
1− 2 ν

8 π (1− ν)
I1

S1122 =
1

8 π (1− ν)
a2

2 I12 −
1− 2 ν

8π (1− ν)
I1

S1133 =
1

8 π (1− ν)
a2

3 I13 −
1− 2 ν

8π (1− ν)
I1

S1212 =
a2

1 + a2
2

16 π (1− ν)
I12 +

1− 2 ν

16 π (1− ν)
(I1 + I2)

(9.5)

berechnen. Während die Größen ai den jeweiligen Achsen–Halbmesser des Ellipsoids sym-
bolisieren, können die mit I gekennzeichneten Ausdrücke durch

I1 = 2 π a1 a2 a3

∞∫

0

1

(a2
1 + s) ∆(s)

ds

I11 = 2 π a1 a2 a3

∞∫

0

1

(a2
1 + s)

2
∆(s)

ds

I12 = 2 π a1 a2 a3

∞∫

0

1

(a2
1 + s) (a2

2 + s) ∆(s)
ds

∆(s) =
√
a2

1 + s
√
a2

2 + s
√
a2

3 + s

(9.6)

berechnet werden. Zu berücksichtigen ist dabei, dass sich weitere von Null verschiedene
Einträge durch zyklische Permutation ergeben.

Hinsichtlich vieler Anwendungen gilt die Voraussetzung, dass die Inhomogenität eine reale
Eigendehnung εp aufweist, bspw. gerade bei Ausscheidungen oder martensitischen Um-
wandlungen. Dies kann ebenfalls mit der Methode nach Eshelby berücksichtigt werden,
indem anstatt (9.4) die Bedingung

C∗ : (ε+ S : (εp + ε∗)− εp) = C : (ε+ S : (εp + ε∗)− (εp + ε∗)) (9.7)

zur Bestimmung der äquivalenten Eigendehnung heran gezogen wird.
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Hinsichtlich eines in Abschnitt 9.4.3 aufgeführten Vergleiches der klassischen Methoden
mit der in Kapitel 9.4 beschriebenen Multiskalen–Finite–Elemente–Methode (MFEM) sei-
en an dieser Stelle die speziell für eine kreisförmige Inklusion geltenden Resultate erwähnt.
Gemäß Li et al. (2005a) und Li et al. (2005b), die im Übrigen Eshelbys Analysen auf eben-
falls kreisförmige RVEs mit finiten Abmessungen verallgemeinern, lassen sich die Kompo-
nenten des Eshelby–Tensors durch

SI,∞ijmn = θTijmn · SI,∞ im Inneren der Inklusion, bzw. (9.8)

SE,∞ijmn = θTijmn · SE,∞ außerhalb der Inklusion (9.9)

mit

θTijmn :=




δij δmn
δim δjn + δin δjm

δij rm rn
δmn ri rj
ri rj rm rn




(9.10)

in sehr kompakter Art und Weise sowohl für die Inklusion (Interior field) als auch die Matrix
(Exterior field) schreiben, wobei r die Komponenten des normierten Richtungsvektors zu ei-
nem beliebigen Punkt innerhalb des RVEs darstellen und das Symbol∞ bedeutet, dass die
klassische Lösung nach Eshelby nur Gültigkeit für eine im Vergleich zur Inklusion unend-
lich großen Umgebung besitzt. Die später relevanten Größen für die kreisförmige Inklusion
lassen sich mit Hilfe von

SI,∞ =
1

8 (1− ν)




4 ν − 1
3− 4 ν

0
0
0




(9.11)

mit ν als Querkontraktionszahl der Matrix berechnen.

Hashin–Shtrikman–Schranken

In Hashin and Shtrikman (1962a), Hashin and Shtrikman (1962b) sowie Hashin and Shtrik-
man (1962c) werden Variationsprinzipien zur Behandlung mehrphasiger Materialien vorge-
stellt sowie daraus folgende Ergebnisse z.B. hinsichtlich der effektiven Materialparameter
hergeleitet. Dabei werden sowohl obere als auch untere Schranken präsentiert. Für ein zwei-
phasiges Material gilt exemplarisch für den effektiven Kompressionsmodul (bulk modulus)
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K∗ sowie für den Gleitmodul (shear modulus) G∗

K∗u = KInk + (1− cInk)
(

1

KMat −KInk

+
3 cInk

3KInk + 4GInk

)−1

K∗l = KMat + cInk

(
1

KInk −KMat

+
3 (1− cInk)

3KMat + 4GMat

)−1

G∗u = GInk + (1− cInk)
(

1

GMat −GInk

+
6 (KInk + 2GInk) cInk

5GInk (3KInk + 4GInk)

)−1

G∗l = GMat + cInk

(
1

GInk −GMat

+
6 (KMat + 2GMat) (1− cInk)

5GMat (3KMat + 4GMat)

)−1

mit cInk als Volumenanteil der Inklusion. Generell symbolisieren hier die Indizes •Ink und
•Mat Größen für die Inklusion bzw. das Matrixmaterial sowie •u und •l die obere (upper)
bzw. untere (lower) Schranke der Parameter.

9.4. Multiskalen–Finite–Elemente–Methode (MFEM)

9.4.1. Grundlagen

Das Manko der zuvor präsentierten und sonstigen analytischen Methoden ist, dass diese
sehr restriktiv bezüglich der Voraussetzungen an das Material sind, bspw. bezüglich des
Volumenanteils der Inhomogenitäten oder der isotropen Elastizität der verschiedenen Kom-
posite. Daher ist es u.A. hinsichtlich der Berücksichtigung großer Deformationen sowie in-
elastischer Materialien notwendig, diese Theorien zu erweitern und numerisch umzusetzen,
was im Rahmen dieser Arbeit mittels der sogenannten Multiskalen–FEM (hier desweiteren
mit MFEM abgekürzt) erfolgt.

Es sei diesbezüglich hier angemerkt, dass zur Behandlung der elementaren Grundlagen die-
ses Themenkomplexes auf die Arbeiten von Hill (1972), Willis (1981), Hashin (1983), Kra-
wietz (1986), Suquet (1987), Nemat-Nasser and Hori (1993) und Castaneda and Suquet
(1998) verwiesen sei. Eine umfassende Abhandlung dazu unter besonderer Berücksichti-
gung numerischer Simulationen finden sich zudem in den Arbeiten von Miehe et al. (2002),
Miehe et al. (2002), Miehe (2003) und Miehe and Dettmar (2004). Im Folgenden werden le-
diglich die Grundgerüste dieses Verfahrens erläutert, und zwar erneut mit der Beschränkung
auf kleine Verformungen.

Ausgangspunkt ist die Diskretisierung der Mesostruktur des Materials mittels Finiter Ele-
mente, wobei nicht nur die Inhomogenitäten geometrisch sondern auch insgesamt ein re-
präsentativer Ausschnitt des Materials erfasst werden müssen. Grundlage für die Berech-
nungen ist nun ein Variationsprinzip der Art

ψ (ε) = min





1

V

∫

RVE

ψ (ε+∇sw) dV ;w



 (9.12)
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und die damit einhergende Einführung eines sogenannten Fluktuationsfeldes w, welches
periodisch innerhalb des RVEs sein muss, so dass

∫

RVE

w dV = 0 (9.13)

gilt. An dieser Stelle sei ausdrücklich auf die Ähnlichkeit dieses Variationsprinzips bzw.
der zu Grunde liegenden Energie mit denen der Quasikonvexifizierung (siehe 4.8 auf S.
36) hingewiesen. In diesem Sinne kann man demnach ebenfalls von einer Approximation
der quasikonvexen Hülle auf der Mesoskale sprechen, wobei die Güte der Näherung bspw.
nicht von der verwendeten Ordnung von Laminaten, sondern u.A. von der gewählten Ver-
netzungsdichte abhängt.

Gemäß des Ansatzes

ε (x) = ε · x+∇sw (9.14)

für das Dehnungsfeld ε in Abhängigkeit des Ortes x auf der Mesoskale ist dieses aufge-
teilt in einen homogenen Anteil, welcher durch den vorgegebenen, makroskopischen Ver-
formungszustand ε eindeutig bestimmt ist, sowie einen heterogenen Anteil aus dem symme-
trischen Gradienten ∇sw := 1/2 (∇w +w∇) des Fluktuationsfeldes, welches sich für die
FE–Routine in diskretisierter Form als variable Knotenverschiebungen darstellt. Die Rand-
bedingungen des Fluktuationsfeldes sind dabei natürlich nicht eindeutig. Die elementare
Vorgabe diesbezüglich ist allerdings, dass diese die sogenannte Hill–Mandel microhetero-
geneity condition

P : Ḟ =
1

V

∫

RVE

P : Ḟ dV (9.15)

bzw. in linearisierter Form

σ : ε̇ =
1

V

∫

RVE

σ : ε̇ dV (9.16)

erfüllen und damit die makroskopische Spannungsleistung identisch ist mit der mesoskopi-
schen. Die Gleichheit der effektiven Größen ε und σ mit den jeweiligen volumenanteiligen
Mittelwerten ist im Übrigen nur gewährleistet, wenn das RVE keine Löcher oder Diskonti-
nuitäten aufweist.

Mögliche Annahmen hinsichtlich der Randbedingungen von w, welche (9.15) bzw. (9.16)
erfüllen, sind:

• lineare Randverschiebungen, gleichbedeutend mit w = 0 auf dem Rand ∂RVE

• periodische Randverschiebungen, gleichbedeutend mit antiperiodischen Traktionen
auf dem Rand ∂RVE

• konstante Traktionen auf dem Rand ∂RVE

In diesem Zusammenhang kann gezeigt werden, dass lineare Randverschiebungen eine obe-
re sowie konstante Traktionen eine untere Schranke für die effektive SteifigkeitC∗ des RVEs
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ergeben. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird ausschließlich die Variante mit periodi-
schen Randverschiebungen angewandt.

Für die algorithmische Umsetzung bedeutet dies, dass zusätzlich zu den Standardprozedu-
ren der FEM noch die in Abb. 9.2 dargestellten Bedingungen hinsichtlich der Gleichheit von
Verschiebungen auf gegenüberliegenden Rändern des RVEs erfüllt sein müssen. Auf Grund

e

x

y

e x
w

Abbildung 9.2.: homogene Deformation eines RVEs und Fluktuations–Randbedingungen

der damit verbundenen uneingeschränkten Kontrolle der Routine sowie der in kommerzi-
ellen Programmen noch nicht standartisierten Anwendung der MFEM wurde ein eigens
erstellter FE-Code mit Hilfe der Programmiersprache FORTRANTMentwickelt und verwen-
det. Zur Verdeutlichung der Grundlagen und elementaren Prozeduren der FEM sei dabei an
dieser Stelle auf Werke wie Bathe (1990) und Zienkiewicz and Taylor (2005) verwiesen. In
diesem Zusammenhang hat sich auch über das Ingenieursstudium hinaus Kuhl and Meschke
(2001) als sehr hilfreich erwiesen. Ohne an dieser Stelle erschöpfend auf die Maßnahmen
zur Einhaltung der beschriebenen Randbedingungen der Fluktuationen w einzugehen sei
aber erwähnt, dass dies mittels im Gesamtpotenzial berücksichtigter Lagrange–Terme be-
werkstelligt wurde.

Für die geometrische Diskretisierung der Mesoebene, das Pre– und Postprocessing sowie die
nötige Verknüpfung dieser Bestandteile untereinander sowie zur eigentlichen FE–Routine
wurden die Programmsysteme bzw. –sprachen MATHEMATICATM, GiDTM und PYTHONTM

verwendet.

Einer der wichtigsten Aspekte der Finite–Elemente–Implementation der zu Grunde liegen-
den Materialmodelle aus Teil II ist die möglichst akurate Berechnung des Tangentenopera-
tors zur Aktualisierung der Knotenvariablen im Rahmen eines Newton–Raphson–Verfahrens
zur Bestimmung des globalen Gleichgewichtszustandes. Aus diesem Grund wird dies im
folgenden Abschnitt eingehend für bestimmte Evolutionstypen behandelt.

9.4.2. Algorithmischer Tangentenoperator

Die effiziente Umsetzung eines Materialmodells bedarf der Verwendung konsistenter Tan-
gentenoperatoren im Rahmen des Newton–Raphson Verfahrens auf nicht–lokaler Ebene.
Den nachfolgenden Abschnitten vorgreifend lässt sich anmerken, dass es sich bei der Be-
stimmung des besagten Operators um die konsistente Linearisierung der Spannungenσ(ε, pi)



9.4. Multiskalen–Finite–Elemente–Methode (MFEM) 147

mit pi als generalisierten internen Variablen handelt. Der grundlegende Ansatz lautet also

dσ =
∂σ

∂ε
: dε+

∑

i

∂σ

∂pi
dpi . (9.17)

Berücksichtigt man noch den Zusammenhang

∂σ

∂pi
=

∂ψrel
∂ε ∂pi

= −∂qi
∂ε

, (9.18)

mit qi als treibenden Kräften gemäß Kapitel 5, so lässt sich (9.17) zu

dσ =
∂σ

∂ε
: dε−

∑

i

∂qi
∂ε

dpi . (9.19)

umformulieren, was sich im Rahmen dieser Arbeit als praktikabler heraus stellte, da die
partiellen Ableitungen ∂qi/∂ε analytisch einfacher herzuleiten sind als ∂σ/∂pi.

Es gilt also nun den Zusammenhang zwischen den Inkrementen dpi und dε zu bestimmen,
welcher primär vom jeweils verwendeten Evolutionsgesetz abhängt. Die verschiedenen Ma-
terialmodelle gehen durch die jeweiligen Spannungen σ und treibenden Kräfte qi mit ein.
Zur Vereinfachung soll dabei folgend die Annahme gelten, dass sich die geometrischen Va-
riablen der Mikrostruktur (Laminatorientierungen) während der gesamten Berechnung nicht
ändern, was bei der Wahl eines ausreichend großen Dissipationsparameters auch jederzeit
gewährleistet werden kann.

Evolutionstyp von Mises

Grundlage der folgenden Herleitungen ist das aus dem Gleichungssystem (7.17) auf S. 72
bestehende Evolutionsgesetz, welches zur besseren Übersicht an dieser Stelle noch mal wie
folgt aufgeführt ist:

gi = θi − θn−1
i −∆λθ qi q̃

−1 = 0 , i = 1 . . . NV

f =
√

Φ2
θ + ∆λ2

θ + Φθ −∆λθ = 0

hi =
√
r2
i + Λ2

i + ri − Λi = 0 , i = 1 . . . NV

h̄ =
√
r̄ + Γ2 + r̄ − Γ = 0

mit

q̃ :=

√√√√
NV∑

k=1

q2
k .

Φθ = q̃ − k
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Die in diesen Gleichungen enthaltenen Funktionen weisen überdies folgende Ahängigkeiten
auf:

qi = q̂i (ε, θ1 . . . θNV ,Λi,Γ)

q̃ = ˆ̃q (q1 . . . qNV )

ri = r̂i (θi)

r̄ = ˆ̄r (θ1 . . . θNV )

Diese Gleichungen sind nun konsistent zu linearisieren. Für die diskretisierten Evolutions-
gleichungen gi ergibt sich demnach

dgi =
∂gi
∂ε

: dε+
NV∑

j=1

∂gi
∂θj

dθj +
∂gi
∂∆λθ

d∆λθ +
NV∑

j=1

∂gi
∂Λj

dΛj +
∂gi
∂Γ

dΓ = 0 (9.20)

mit

∂gi
∂ε

= −∆λθ
∂qi
∂ε

q̃−1 + ∆λθ qi q̃
−3

NV∑

k=1

qk
∂qk
∂ε

∂gi
∂θj

= δij −∆λθ
∂qi
∂θj

q̃−1 + ∆λθ qi q̃
−3

NV∑

k=1

qk
∂qk
∂θj

∂gi
∂∆λθ

= −qi q̃−1

∂gi
∂Λj

= −∆λθ δij q̃
−1 + ∆λθ qi q̃

−3 qj

∂gi
∂Γ

= ∆λθ q̃
−1 + ∆λθ qi q̃

−3

NV∑

k=1

qk

Die Linearisierung der Konsistenzbedingung f ergibt

df =
∂f

∂ε
: dε+

NV∑

j=1

∂f

∂θj
dθj +

∂f

∂∆λθ
d∆λθ +

NV∑

j=1

∂f

∂Λj

dΛj +
∂f

∂Γ
dΓ = 0 (9.21)

mit

∂f

∂ε
= ΞΦ q̃−1

NV∑

k=1

qk
∂qk
∂ε

∂f

∂θj
= ΞΦ q̃−1

NV∑

k=1

qk
∂qk
∂θj

∂f

∂∆λθ
= Ξλ

∂f

∂Λj

= ΞΦ q̃−1 qj

∂f

∂Γ
= −ΞΦ q̃−1

NV∑

k=1

qk
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und ΞΦ, Ξλ gemäß (7.41) und (7.43) auf S. 74. Schließlich bleiben noch die Linearisierun-
gen der Gleichungen hi und h̄, welche zur Erhaltung der Restriktionen hinzugefügt wurden.
Da diese unabhängig vom verwendeten Modell und Evolutionsgesetz sind, können die fol-
genden Herleitungen identisch für alle weiteren Tangentenoperatoren übernommen werden.
Es ergibt sich

dΛi =
Ξr
i

ΞΛ
i

dθi (9.22)

dΓ = −Ξr̄

ΞΓ

NV∑

k=1

dθk (9.23)

mit Ξr
i , Ξr̄, ΞΛ

i und ΞΓ gemäß (7.45), (7.46), (7.47) und (7.48) auf S. 74. Eliminiert man nun
d∆λθ, dΛj und dΓ in (9.20) mittels (9.21), (9.22) sowie (9.23), so lässt sich der Zusammen-
hang der Inkremente dε und dθj durch

ANV×NV · dθNV×1 = BNV×3×3 : dε3×3 (9.24)

mit

Aij =
1

q̃3 Ξλ ΞΓ ΞΛ
j

{
Ξr
j ΞΓ

[
qi qj

(
∆λθ Ξλ + q̃ ΞΦ

)
− q̃2 ∆λθ Ξλ δij

]

+ΞΛ
j

[
qi

NV∑

k=1

{
qk

[
Ξr̄
(
−∆λθ Ξλ + q̃ ΞΦ

)
+ ΞΓ

(
∆λθ Ξλ + q̃ ΞΦ

) ∂qk
∂θj

]}

+ q̃2 Ξλ

[
−∆λθ

(
Ξr̄ + ΞΓ ∂qi

∂θj

)
+ q̃ ΞΓ δij

]]}

und

Bijk = − 1

q̃3 Ξλ

[
−q̃2 ∆λθ Ξλ ∂qi

∂εjk
+ qi

(
∆λθ Ξλ + q̃ ΞΦ

) NV∑

k=1

{
qk
∂qk
∂εjk

}]

angeben, wobei die hochgestellten Terme in (9.24) die Dimensionen der einzelnen Operato-
ren darstellen. Die Lösung des Gleichungssystems (9.24) bezüglich der Inkremente dθi lässt
dann über (9.19) die Berechnung des lokalen, algorithmischen Tangentenoperators in jedem
Gaußpunkt zu.

Evolutionstyp Tresca

Im Gegensatz zum Vorgehen in Abschnitt 9.4.2 beinhaltet das Evolutionsgesetz vom Tresca–
Typ NV Konsistenzbedingungen der Art

fi =
√

Φ2
i + ∆λ2

i + Φi −∆λi = 0 (9.25)

mit Φi = |qi| − k.
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Auf Basis der diskretisierten Evolutionsgleichungen aus dem Gleichungssystem (7.51) auf
S. 76

gi = θi − θn−1
i −∆λi sign (qi) (9.26)

lassen sich

∂gi
∂ε

= 0

∂gi
∂θj

= δij

∂gi
∂∆λj

= δij sign (qi)

∂gi
∂∆Λj

= 0

∂gi
∂Γ

= 0

sowie

∂fi
∂ε

= ΞΦ
i sign (qi)

∂qi
∂ε

∂fi
∂θj

= ΞΦ
i sign (qi)

∂qi
∂θj

∂fi
∂∆λj

= Ξλ
j δij

∂fi
∂Λj

= ΞΦ
i sign (qi) δij

∂fi
∂Γ

= −ΞΦ
i sign (qi)

und mit Berücksichtigung von (9.22), (9.23) schließlich analog zu (9.24) die Operatoren

Aij = δij −
ΞΦ
i

ΞΓ Ξλ
i ΞΛ

i

[
ΞΛ
i

(
Ξr̄ + ΞΓ ∂qi

∂θj

)
+ ΞΓ Ξr

i δij

]

und

Bijk =
ΞΦ
i

Ξλ
i

∂qi
∂εjk

herleiten.

9.4.3. Grundlegende Beispielrechnungen

Konvergenzstudie bezüglich Netzfeinheit

Im Sinne eines effizienten, skalenübergreifenden Modells auch hinsichtlich einer noch mögli-
chen Erweiterung gemäß der FE2–Methode nach Feyel and Chaboche (2000) und der damit
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verbundenen Verknüpfung zusätzlicher Materialebenen ist es von entscheidender Bedeu-
tung, wie fein das RVE der Mesoskale diskretisiert werden sollte. Um eine Einschätzung
darüber zu erlangen, wurde ein RVE mit kreisrunder, zentrischer Inklusion mit einem Vo-
lumenanteil von 10 % analysiert (siehe Abb. 9.3). Der E–Modul für Matrixmaterial und In-
klusion wurden zu EMat = 100 GPa bzw. EInk = 10 GPa sowie eine für das gesamte RVE
identische Querkontraktionszahl ν = 0.33 gewählt. Die makroskopische Dehnung wurde zu

ε =




0.01 0 0
0 0 0
0 0 0




vorgegeben sowie Kapitel 10 vorausgreifend die Eigendehnung der Inklusion im spannungs-
losen Zustand zu

εp =



−0.005 0 0

0 −0.005 0
0 0 0




bei angenommenem ebenen Spannungszustand. Die Abbildungen 9.4 und 9.5, in denen in
einer halblogarithmischen Darstellung der Zusammenhang zwischen der Elementanzahl des
FE–Netzes NEL und der Dehnungskomponente ε∗11 innerhalb der Inklusion bzw. der effek-
tiven Spannung σ11 des RVEs gezeigt wird, verdeutlichen, dass die effektiven Größen mit
feiner werdender Diskretisierung einem Grenzwert entgegen streben, im Fall der Spannung
konkret σ11 = 0.926 GPa. Diesen Ergebnissen wird in Abb. 9.6 die benötigte Rechenzeit in
normierter Form gegenüber gestellt, wobei die jeweilige Rechenzeit durch die maximale bei
der Analyse des feinsten Netzes dividiert wurde. Der augenscheinlich lineare Zusammen-
hang zwischen Rechenzeit und Elementanzahl ist trügerisch, da in Abb. 9.6 beide Achsen im
logarithmischen Maßstab angezeigt sind. Tatsächlich steigt die Rechenzeit demnach stark
überproportional an. Legt man den Wert σ′11 = 0.926 GPa als exakt zu Grunde, so zeigt
Abb. 9.7, dass für das Erreichen einer relativen Abweichung ∆σ11 = (σ11 − σ′11) /σ′11 von
0.01 etwas mehr als 200, von 0.001 ca. 900 Elemente bei der Vernetzung benötigt werden.

Analysen verschiedener Volumenfraktionen, Vergleich mit klassischen Methoden

Für eine mit Abb. 9.3 vergleichbare Mesostruktur wurden für die VorgabenEMat = 10 GPa,
EInk = 100 GPa, νMat = νInk = 0.33 sowie einem vorgegebenen Dehnungszustand von

ε =




0.01 0.005 0
0.005 0 0

0 0 0




und keinen vorhandenen Eigendehnungen mehrere Berechnungen in Abhängigkeit unter-
schiedlicher Volumenanteile der Inklusion durchgeführt. Über die Zusammenhänge

σ11 =
E

1− ν2 (ε11 + ν ε22)

σ22 =
E

1− ν2 (ε22 + ν ε11)

(9.27)
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wurde anschließend in erster Linie der effektive E–Modul E der Mesoskale bestimmt und
mit den Werten, die aus den Herleitungen der hier vorgestellten, klassischen Methoden (sie-
he Abschnitt 9.3) folgen, verglichen, was in Abb. 9.8 anhand des Verhältnisses von ef-
fektivem E–Modul zu dem des Matrixmaterials visualisiert ist. Es ist zu erkennen, dass
die MFEM vergleichbare Resultate zu denen der unteren Hashin–Shtrikman–Schranke (HS
low) sowie der Lösung nach Eshelby aufweist, wobei die Werte nach Eshelby für größe-
re Volumenfraktionen immer weiter abweichen. Generell ist zu bekräftigen, dass speziell
die Lösung nach Eshelby für die hier aufgeführten Volumenanteile genau genommen nicht
aussagekräftig ist, da eine grundlegende Voraussetzung die infinitesimale Ausdehnung der
Inklusion im Vergleich zum RVE ist.

Geometrie–bedingte Anisotropie

Im Rahmen der Analysen der effektiven Materialparameter in Abhängigkeit des Volumenan-
teils der Inklusion wurden Diskrepanzen bezüglich der Isotropie des RVEs deutlich. Konkret
zeigte sich, dass der aus den durch Lösung von (9.27) berechneten Größen E, ν gemäß

G′ =
E

2 (1 + ν)
(9.28)

ermittelte Schubmodul nur bedingt mit dem durch Auflösen von

σ12 = 2Gε12 (9.29)

erhaltenen in akzeptabler Näherung übereinstimmt. Die Abbildungen 9.9 und 9.10 bestäti-
gen dies auch anhand der relativen Abweichung ∆G = (G−G′) /G′, welche in logarith-
mischem Maßstab aufgetragen ist.

Dieses Phänomen lässt sich mit Hilfe der am Rand des RVEs wirksamen Knotenkräfte ver-
deutlichen, wobei diese Resultate für ähnliche Vorgaben wie zuvor erzielt wurden, lediglich
die Belastung als reiner einaxialer Zug mit

ε =




0.01 0 0
0 0 0
0 0 0


 (9.30)

vorlag. Bei einem kleinen Einschlussteilchen mit einem Volumenanteil von 0.5 % lassen die
Knotenkräfte in Abb. 9.11 deutlich erkennen, dass die Inklusion und die damit einhergehen-
den Spannungs– bzw. Dehnungsfelder, welche in den folgenden Kapiteln noch detailliert
behandelt werden, sich nicht auf den Rand des RVEs auswirken, da die Knotenkräfte kon-
stant in Richtung und Größe auf dem jeweiligen Rand des RVEs sind. Die in Abb. 9.12
sowie 9.13 dargestellten Kräfte, die sich bei vorgegebenen Volumenfraktionen der Inklusi-
on von 10 % bzw. 50 % ergeben, zeigen eine zunehmend signifikante Beeinträchtigung des
RVE–Randes. In diesem Sinne kann man bei größeren Einschlüssen von einer Interakti-
on der einzelnen Inhomogenitäten der periodisch fortgesetzten RVE ausgehen, was die zu
Stande kommende Anisotropie erklärt.
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Abbildung 9.3.: Konvergenztest eines RVEs mit kreisförmiger Inklusion hinsichtlich der
Netzfeinheit
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Abbildung 9.4.: Konvergenztest: ε∗11 innerhalb der Inklusion in Abhängigkeit der Elemen-
tanzahl NEL
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Abbildung 9.5.: Konvergenztest: σ11 des RVEs in Abhängigkeit der Elementanzahl NEL
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Abbildung 9.6.: Konvergenztest: relative Rechenzeit tcomp in Abhängigkeit der Elementan-
zahl NEL
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Abbildung 9.7.: Konvergenztest: relative Abweichung der effektiven Spannungen ∆σ11 in
Abhängigkeit der Elementanzahl NEL
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Abbildung 9.8.: Vergleich des resultierenden effektiven E–Moduls für verschiedene Volu-
menanteile θInk der Inklusion
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Abbildung 9.9.: Vergleich der Schubmoduli in Abhängigkeit des Volumenanteils der
Inklusion

0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1
Θ Ink

0.01

0.1

1

10

�G ��%�

Abbildung 9.10.: Relative Abweichung der Schubmoduli in Abhängigkeit des Volumenan-
teils der Inklusion
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Abbildung 9.11.: Knotenkräfte infolge einaxialen Zuges: Volumenfraktion Inklusion 0.5 %

Abbildung 9.12.: Knotenkräfte infolge einaxialen Zuges: Volumenfraktion Inklusion 10 %
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Abbildung 9.13.: Knotenkräfte infolge einaxialen Zuges: Volumenfraktion Inklusion 50 %
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10. Modellierung: Ausscheidungen

10.1. Grundlagen der Ni4Ti3–Ausscheidungen

Die Analyse von Ausscheidungen innerhalb des Systems NiTi und deren Auswirkungen
auf die Materialeigenschaften ist auf dem Gebiet der Materialwissenschaften ein aktuelles
Forschungsthema. Daher soll in diesem Abschnitt zunächst auf tiefgreifendere materialwis-
senschaftliche Erkenntnisse eingegangen werden. Generell sei dazu vorgreifend angemerkt,
dass die hier aufgeführten Informationen zu diesem Thema auf den Arbeiten Tadaki et al.
(1986), Bataillard et al. (1998), Khalil-Allafi et al. (2002), Somsen (2002), Dlouhý et al.
(2004), Tirry and Schryvers (2005), Michutta and Somsen (2006) sowie Tirry (2007) be-
ruhen. Für eine detailliertere Behandlung dieses Fachgebietes, insbesondere unter material-
wissenschaftlichen Gesichtspunkten, sei zudem auf die in den genannten Arbeiten referen-
zierten Werke verwiesen.

NiTi in einer nahezu gleichen Atom–Konzentration ist bekannt als Formgedächtnis–Legie-
rung mit den optimalsten Materialeigenschaften hinsichtlich der technischen Nutzung. Da-
bei weist Ni50Ti50 eine stabile, homogene Austenit–Kristallstruktur auf. Erwiesenermaßen
ist die bereits in Kapitel 3 beschriebene Martensit–Starttemperatur MS abhängig vom Ni–
Gehalt der Legierung (siehe bspw. Khalil-Allafi et al. (2002)). Ein Ni–Gehalt von 50% bringt
dabei mit ca. 325 K allerdings eine zu hoheMS–Temperatur für die meisten technischen An-
wendungen mit sich.

Die Festlegung der Zusammensetzung einer Formgedächtnislegierung beim Fertigungspro-
zess stellt sich dabei auch auf Grund der Toleranz von ca. ±0.1% als durchaus schwierig
heraus. Daher hat sich die Technik des sogenannten Anlassens (Ageing) etabliert, die es
ermöglicht, den Ni–Gehalt nachträglich auf die jeweiligen Bedürfnisse anzupassen. Dazu
wird die Legierung aus der Schmelze heraus abgeschreckt und anschließend für eine ge-
wisse Zeit (Anlassdauer) einer bestimmten Temperatur (Anlasstemperatur) ausgesetzt. Ty-
pische Werte dieser beiden Parameter sind bspw. 36000 s bei 773 K, wobei laut Tirry (2007)
die Anlasstemperatur der hauptsächlich maßgebende Parameter ist.

Während des Anlass–Prozesses scheiden sich je nach Wahl der oben genannten Parameter
unterschiedliche Substanzen aus (siehe Tadaki et al. (1986)), wobei Ni4Ti3 die relevanteste
darstellt. Der Übergang von einer Austenit–Phase zu einer Ni4Ti3–Ausscheidung erfolgt dif-
fusionsgesteuert durch Austausch eines Ti– durch ein Ni–Atom und kann z.B. gemäß Tadaki
et al. (1986), Somsen (2002) oder Tirry (2007) wahlweise auf Basis einer rhomboedrischen
oder hexagonalen Kristallstruktur erklärt werden. Diese linsenförmigen Teilchen mit Durch-
messern zwischen 70 und 900 nm, Dicken zwischen 6 und 70 nm sowie Volumenfraktionen
von 2.5 % bis 9 % bilden sich gleichverteilt auf kristallografischen Ebenen des Typs 〈111〉
während eines spannungsfreien Anlassens. Im Vergleich dazu zeigen Michutta and Somsen
(2006), dass sich bei anliegender Kompression die Ausscheidungen auf einer präferierten
〈111〉–Ebene bilden.
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Wie bereits erwähnt, lässt sich die rhomboedrische Kristallstruktur der Ni4Ti3–Ausschei-
dungen prinzipiell aus 27 kubisch raumzentrierten Einheitszellen der Austenit–Struktur un-
ter Substitution des zentralen Atoms ableiten. Tadaki et al. (1986) stellten jedoch fest, dass
die Kristallparameter nicht vollkommen damit übereinstimmen und das Gitter innerhalb der
Ausscheidungen komprimiert wird. Dies führt zu einem auch experimentell nachgewiese-
nen Eigendehnungs– bzw. Eigenspannungsfeld. Michutta and Somsen (2006) leiten daraus
auch die vorhandene Präferenz für die Bildung der sogenannten R–Phase ab, einer zusätzli-
chen martensitischen Variante, die bei vorhandenen Ni4Ti3–Ausscheidungen praktisch im-
mer präsent ist, allerdings im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht berücksichtigt wird.

10.2. Numerische Analysen

Im Rahmen der zweidimensionalen numerischen Analysen werden die Ausscheidungs–
Teilchen geometrisch als Ellipsen bzw. Kreise diskretisiert (siehe Abb. 10.1). Die Verwen-
dung der in das RVE eingebetteten Ellipsen könnte der Simulation von Belastungen in〈
101
〉
–Ebenen der Kristallstruktur dienen, für die Kreise stellt die betrachtete Ebene der

FE–Berechnung die 〈111〉–Kristallebene dar. Die Ausscheidungen werden jeweils zentrisch
innerhalb eines quadratischen RVEs platziert und anschließend gemäß der FEM vernetzt,
wobei die Knoten auf dem Rand der Ellipse respektive Kreise derart bestimmt werden, dass
die zwischen benachbarten Punkten vorhandene Bogenlänge jeweils identisch ist. Die ela-
stischen Konstanten der als isotrop angenommenen Ausscheidung werden mangels exakter
Informationen äquivalent zu denen des Martensits gesetzt. Alle Materialparameter wurden
äquivalent zu den in (8.2) auf S. 81 angegebenen gewählt. Die vorgeschriebene Tempera-
tur beträgt in jedem der Fälle 338 K sowie kθ = 0.01 GN/(m2 s). Die Eigendehnung der
Ausscheidung wird für alle Analysen einheitlich gemäß Tirry (2007) zu

εp =



−0.005 0 0

0 −0.005 0
0 0 0


 (10.1)

gewählt, ebenso, falls nicht explizit anders erwähnt, die Volumenfraktion der Ausscheidung
zu 10 %, der Drehwinkel von Ellipsen zu 45◦ sowie für das mikromechanische Modell der
Evolutionstyp Tresca unter Verwendung eines kubisch–tetragonal transformierenden Mate-
rials.

Grundlegende Ergebnisse

Zur Illustration der reinen Auswirkung des Eigendehnungszustandes der Inklusion sind im
Folgenden die Abb. 10.2 bis 10.4 aufgeführt. Die Darstellung der ungeglätteten, elementwei-
se extrapolierten Felder soll bekräftigen, dass der Dehnungszustand der Inklusion homogen
ist, was mit den analytischen Herleitungen von Eshelby (1957) übereinstimmt.
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Abbildung 10.1.: Exemplarische FE–Diskretisierung einer FGL–Matrix mit ellipsen– bzw.
kreisförmiger Inklusion (Ni4Ti3–Ausscheidung)
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Abbildung 10.2.: Auswirkung des Eigendehnungszustands der Inklusion auf die Verteilung
von ε11 innerhalb des RVE: geglättete Knotenwerte sowie elementweise
Extrapolation
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Abbildung 10.3.: Auswirkung des Eigendehnungszustands der Inklusion auf die Verteilung
von ε22 innerhalb des RVE: geglättete Knotenwerte sowie elementweise
Extrapolation
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Abbildung 10.4.: Auswirkung des Eigendehnungszustands der Inklusion auf die Verteilung
von ε12 innerhalb des RVE: geglättete Knotenwerte sowie elementweise
Extrapolation
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Einaxialer Zug, kreisförmige Ausscheidung

Für vorgeschriebene makroskopische Dehnungszustände von

ε = κ(t)




0.055 0 0
0 0 0
0 0 0


 (10.2)

mit κ(t) = sin(2 π t) und 0 ≤ t ≤ 1 wurde das effektive Verhalten des mesoskopischen
RVEs untersucht und diesbezüglich die Abbildungen 10.5 bis 10.7 erstellt. Die hier enthal-
tenen und mit Kleinbuchstaben markierten Stellen weisen dabei auf besondere Konstella-
tionen innerhalb des RVEs hin, welche hinsichtlich der Verteilung von Martensit–Variante
1 (im Übrigen die einzige aktive Martensitvariante) in den Abb. 10.8 bis 10.18 visualisiert
sind, wobei die Verschiebungsfluktuationen jeweils mit dem Faktor 25 skaliert wurden.

Im Vergleich zu den in Abschnitt 8 dargelegten mikroskopischen Materialantworten weist
die Beziehug zwischen vorgegebener Belastung und resultierender, effektiver Spannung σ11

grundlegend sanfte Übergänge zu Beginn und zum Abschluss der Phasentransformationen
auf. Eine signifikante Änderung der Transformationsspannung bzw. dem Belastungszustand
bei einsetzender Phasentransformation tritt allerdings in Folge der vorhandenen Ausschei-
dung nicht in Erscheinung.

Die Transformation in Martensit beginnt, wie zu erwarten ist, an den oberen und unteren
Scheitelpunkten der auf Grund elastischer Deformationen zu einer Ellipse verformten Aus-
scheidung (Zustand a). Im Anfangsstadium der Phasenübergänge breitet sich eine lokale
Front senkrecht zur ”Belastungsrichtung“ zu den Rändern des RVEs hin aus (Zustand b).
Im mikromechanischen Sinn kann man dabei gestützt auf Abb. 10.19, in der die innerhalb
jeden Elements extrapolierten Spannungsfelder sowie die einzelnen Elemente dargestellt
sind, von einer Art Lokalisierung sprechen, da die Ausdehnung der Martensit–Zone exakt
eine Elementreihe einnimmt und daher netzabhängig zu sein scheint.

Im weiteren Verlauf der Belastung bis zum Zustand c stagniert diese Transfomationszone
allerdings und es bilden sich neue Martensitbereiche an den Rändern des RVEs. Während
die Zonen der ersten Phasenübergänge weiterhin unverändert in ihrer Ausdehnung bleiben,
breiten sich die neu gebildeten ”Martensitinseln“ zum einen in Richtung der Inklusion aus,
zum anderen bewegen sie sich aufeinander zu (Zustand c), während die Zwischenbereiche
im austenitischen Zustand verweilen. Schließlich verbinden sich diese Martensitregionen zu
mesoskopischen Laminaten (Zustand d), wobei der gemittelte Volumenanteil des Martensits
(hier alleinig Variante 1) bei der Bildung dieser laminaren Mesostrukturen wie in Abb. 10.6
erkenntlich ca. 50% beträgt. Diese Laminate werden letztlich immer breiter, umschließen
nach und nach das Ausscheidungsteilchen, welches während dieses Vorgangs von einer ho-
rizontal in eine vertikal gelängte Ellipse verformt wird, bis das komplette Matrixmaterial
aus Martensit besteht (Zustände e, f und g).

Die Rücktransformation bei Entlastung des Materials beginnt wie zuvor auch mit stark lo-
kalisierten Transformationsbereichen (Zustände h und i, Abb. 10.21). Erneut bilden sich
desweiteren mesoskopische Laminate mit scharfen Abgrenzungen zwischen Austenit und
Martensit, die allerdings hinsichtlich ihrer Ausrichtung gespiegelt zu denen der Belastung
sind (Zustände j und k). Im Gegensatz zu den initialen Übergangsbereichen weisen die Me-
sostrukturen keine Netzabhängigkeit bzw. lokalisierenden Charakter auf, wie aus Abb. 10.20
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sowie 10.22 erkenntlich ist. Zustand k markiert im Übrigen den letzten vollendeten Last-
schritt bevor die Routine auf Grund von im weiteren Verlauf näher erläuterten Problemen
abgebrochen wurde.

Der Vergleich mit den Resultaten der gleichen Analyse mit dem durch das Verfahren der
Konvexifizierung gewonnenen, mikroskopischen Materialmodells ergibt hinsichtlich der in
den Abb. 10.23 bis 10.25 dargestellten Beziehungen zwischen effektiver Spannung, gemit-
telter Phasenanteile bzw. gemittelter Energie und der Belastung signifikante Unterschiede.
Am deutlichsten treten diese jedoch bei Betrachtung der räumlichen Verteilung der einzig
auftretenden Martensitvariante 1 in Erscheinung. Erfolgte der Beginn der Phasenübergänge
bei verwendeter Rang–1–Konvexifizierung sehr lokal (siehe Abb. 10.19), so stellen sich die-
se Zonen bei angewandter Konvexifizierung wie in Abb. 10.26 ersichtlich sehr viel homo-
gener dar. Für den Zustand κ ≈ 0.508 (Endzustände der Diagramme in den Abb. 10.23 bis
10.25) ergeben sich bemerkenswerte Unterschiede. Anhand der Abb. 10.27 und 10.28 lässt
sich feststellen, dass unter Voraussetzung der Konvexifizierung im Gegensatz zu den meso-
skopischen Laminaten der Rang–1–Konvexifizierung eine homogene Verteilung innerhalb
der FGL–Matrix erreicht wird, wobei die Werte der Volumenfraktion für Martensitvariante
1 lediglich zwischen ca. 0.32 und ca. 0.47 liegen. Dementsprechend differieren auch die
Deformationen der jeweiligen RVE.

Es bleibt noch anzumerken, dass die mitunter in den Skalen der folgenden Darstellungen
enthaltenen, unphysikalischen Werte der Volumenfraktionen kleiner als Null bzw. größer
als Eins durch die Extrapolation bedingt sind.



10.2. Numerische Analysen 167

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Κ

0.5

1

1.5

2

2.5

Σ
�
11��GPa�

a
b c d e f

g

hijk

Abbildung 10.5.: Effektive Spannungen σ11 in Abhängigkeit des globalen Lastfaktors κ
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Abbildung 10.6.: Effektive Volumenanteile der Martensit–Variante 1 (θ1) in Abhängigkeit
des globalen Lastfaktors κ
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Abbildung 10.7.: Effektive interne Energie ψint des RVEs in Abhängigkeit des globalen
Lastfaktors κ

Abbildung 10.8.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand a
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Abbildung 10.9.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand b

Abbildung 10.10.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand c
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Abbildung 10.11.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand d

Abbildung 10.12.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand e
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Abbildung 10.13.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand f

Abbildung 10.14.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand g
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Abbildung 10.15.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand h

Abbildung 10.16.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand i



10.2. Numerische Analysen 173

Abbildung 10.17.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand j

Abbildung 10.18.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand k
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Abbildung 10.19.: Elementweise Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand b: Lokalisier-
te Transformationszonen

Abbildung 10.20.: Elementweise Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand d: Mesosko-
pische Laminate
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Abbildung 10.21.: Elementweise Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand i: Lokalisierte
Transformationszonen

Abbildung 10.22.: Elementweise Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand k: Mesosko-
pische Laminate
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Abbildung 10.23.: Vergleich der effektiven Spannungen σ11 zwischen Konvexifizierung (C)
und Rang–1–Konvexifizierung (R1)
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Abbildung 10.24.: Vergleich der Martensitanteile θ1 zwischen Konvexifizierung (C) und
Rang–1–Konvexifizierung (R1)
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Abbildung 10.25.: Vergleich der internen Energie ψint zwischen Konvexifizierung (C) und
Rang–1–Konvexifizierung (R1)

Abbildung 10.26.: Räumliche Verteilung des Martensits bei einsetzender Transformation
unter Verwendung der Konvexifizierung (elementweise Extrapolation)
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Abbildung 10.27.: Räumliche Verteilung des Martensits unter Verwendung der Rang–1–
Konvexifizierung

Abbildung 10.28.: Räumliche Verteilung des Martensits unter Verwendung der
Konvexifizierung
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Scherung, kreisförmige Ausscheidung

Die Analyse des Materialverhaltens eines identischen RVEs unter reiner Scherung ε12 =
ε21 = κ(t) 0.11 (alle restlichen Komponenten gleich Null) erbrachte die in Abb. 10.29 und
10.30 visualisierte Materialantwort hinsichtlich der effektiven Spannungen σ12 bzw. gemit-
telten Volumenanteile des Martensits.

Die Verteilung der Anteile der einzelnen Martensit–Varianten zu den in Abb. 10.30 durch
Kleinbuchstaben gekennzeichneten Zuständen sind den Abb. 10.31 bis 10.45 zu entnehmen,
wobei hier für jeden dargestellten Lastschritt eine eigene Skala bezüglich der extrapolierten
Werte gewählt wurde.

Besonders hervorzuheben sind dabei zwei Phänomene: Zum einen stellen sich zunächst er-
neut bestimmte Strukturen innerhalb des RVEs ein, die allerdings abweichend von den me-
soskopischen Laminaten vertikal sowie horizontal verlaufende Transformationszonen auf-
weisen, welche die jeweiligen Zentren der periodisch fortgesetzten RVEs verbinden. Die
scharfe Trennung der Austenit– und Martensitbereiche wird auch anhand der in Abb. 10.46
dargestellten Hauptdehnung ε1 deutlich. Dabei macht die Darstellung der elementweise ex-
trapolierten Felder deutlich, dass diese Mesostrukturen netzunabhängig sind. Die verschie-
denen Martensitvarianten, die sich im Einklang mit den mikroskopischen Analysen nahezu
einheitlich entwickeln, konzentrieren sich dabei auf die eben erwähnten lokalen Bereiche
(Bereich zwischen Zuständen a und b).

Zum anderen verändert sich der Mischungszustand des RVEs nach Zustand b nochmal
erheblich. Die im Zustand b maximalen Werte der Fluktuationen werden zurückgenom-
men, damit einhergehend ist eine zunehmend komplexe räumliche Verteilung der Martensit–
Varianten 1 und 2 auszumachen, während sich Variante 3 wahrscheinlich ob des angenom-
menen ebenen Dehnungszustandes zunehmend homogener verteilt. Schließlich liegen die
Varianten 1 und 2 im Zustand e, also bei vollendeter Transformation des RVEs, in einzelnen

”Inseln“ koexistierender Phasen vor. Die Veränderung des Materialverhaltens im Zustand b
macht sich ebenfalls in der Entwicklung der effektiven Spannung σ12 bemerkbar (siehe Abb.
10.29), da diese fortan nahezu konstant bleibt und somit ein Spannungsplateau besteht.
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Abbildung 10.29.: Effektive Spannungen σ12 in Abhängigkeit des globalen Lastfaktors κ
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Abbildung 10.31.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand a

Abbildung 10.32.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand b
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Abbildung 10.33.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand c

Abbildung 10.34.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand d
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Abbildung 10.35.: Verteilung Martensit–Variante 1 im Zustand e

Abbildung 10.36.: Verteilung Martensit–Variante 2 im Zustand a
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Abbildung 10.37.: Verteilung Martensit–Variante 2 im Zustand b

Abbildung 10.38.: Verteilung Martensit–Variante 2 im Zustand c
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Abbildung 10.39.: Verteilung Martensit–Variante 2 im Zustand d

Abbildung 10.40.: Verteilung Martensit–Variante 2 im Zustand e
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Abbildung 10.41.: Verteilung Martensit–Variante 3 im Zustand a

Abbildung 10.42.: Verteilung Martensit–Variante 3 im Zustand b
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Abbildung 10.43.: Verteilung Martensit–Variante 3 im Zustand c

Abbildung 10.44.: Verteilung Martensit–Variante 3 im Zustand d
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Abbildung 10.45.: Verteilung Martensit–Variante 3 im Zustand e

Abbildung 10.46.: Verteilung der Hauptdehnung ε1 im Zustand b
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11. Modellierung: Polykristall

Formgedächtnislegierungen liegen hauptsächlich als polykristalline Werkstoffe vor, daher
ist das mikromechanische Modell im Vorfeld der hier angestrebten Anwendung dahin ge-
hend zu modifizieren, dass die für jedes Korn unterschiedliche Kristallorientierung des aus-
tenitischen Gitters berücksichtigt wird1. Dies geschieht über neu definierte Transformati-
onsdehnungen der Form

εti = RT
i · εti ·Ri (11.1)

mitRi als gewöhnlicher Rotationsmatrix für das Korn i. Im Rahmen der hier vorgenomme-
nen zweidimensionalen Modellierung können diese gemäß

Ri =




cos(ϕi) sin(ϕi) 0
− sin(ϕi) cos(ϕi) 0

0 0 1


 (11.2)

angegeben werden. Die einzelnen Winkelϕi der Kristallausrichtungen werden dabei zufällig
im Bereich [0, π/2] ausgewählt.

11.1. Geometrische Diskretisierung

Zur geometrischen Nachbildung eines polykristallinen Materialbereichs, der im Sinne der
vorangegangenen Kapitel erneut repräsentativ für das makroskopische Verhalten sein muss,
wurden sogenannte Voronoi–Diagramme gewählt. Voronoi–Diagramme finden ob ihrer recht
einfachen Konstruktion in mannigfaltigen Fachbereichen Anwendung (siehe z.B. Gold (2008)).
Voronoi–Diagramme entstehen aus der Verbindung von definierten Punkten, die hier sinn-
gemäß als Kornzentren bezeichnet werden, und der anschließenden Konstruktion der Mit-
telsenkrechten, welche allesamt miteinander verbunden werden.

Auf Grund der dort implementierten Berechnung von Voronoi–Netzen wird zur Erstellung
der Polykristall–RVEs das Programm MATHEMATICATM verwendet. Abb. 11.1 zeigt das
Resultat einer solchen durch den Rand des RVEs begrenzten Prozedur auf Basis von 48
zufällig gewählten Kornzentren.

Prinzipiell stellt die erzielte Geometrie bereits eine recht anschauliche Approximation ei-
nes Polykristalls dar. Jedoch widerspricht diese bei genauerer Betrachtung der Forderung
nach periodischen Randbedingungen bzw. eines periodisch fortsetzbaren RVEs, da die In-
tersektionen der Ränder auf den jeweils gegenüberliegenden Seiten nicht identisch sind.
Aus diesem Grund ist die Voronoi–Prozedur noch dahingehend zu modifizieren. Dazu wer-
den zunächst Kornzentren auf den Rändern des RVEs definiert, und zwar gemäß Abb. 11.2
identisch für die gegenüberliegenden Ränder Γ1 und Γ3 sowie Γ2 und Γ4.

1Bislang wurde diese parallel zu den Raumachsen angenommen.
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Abbildung 11.1.: Generiertes Voronoi–Diagramm auf Basis zufällig verteilter Kornzentren

Durch diese Maßnahme erlangt man eine verbesserte Kontrolle über die Intersektion der
Ränder des RVEs durch die Voronoi–Zellen. Allerdings löst dieses Vorgehen alleine noch
nicht vollends die oben beschriebene Problematik, was im folgenden auch mit Hilfe von
Abb. 11.3 erläutert werden soll.

Existiert ein zufällig generierter Punkt P3 innerhalb des Halbkreises um die Punkte P1 und
P2, die auf dem Rand des RVE liegen, so kreuzen beide Korngrenzen den Rand in nicht
kontrollierbarer Weise (links). Sofern P3 außerhalb dieses Kreises liegt wird ein Punkt Q
auf dem Rand des RVEs generiert, der sich genau mittig zwischen den Punkten P1 und
P2 befindet (Mitte). Da diese Punkte auf dem gegenüberliegenden Rand identisch gesetz
werden, würde diese Voraussetzung, dass keine Punkte innerhalb solcher Halbkreise liegen
dürfen, das Problem der Nicht–Periodizität allgemeiner Voronoi–Diagramme lösen.

Allerdings ist erkenntlich, dass die Ränder der Voronoi–Zellen senkrecht auf den Rändern
des RVEs stehen. Alle Körner am Rand besäßen also vertikal bzw. horizontal verlaufende
Abgrenzungen, was rein optisch sehr befremdlich wirkt und zudem in der Realität nicht
vorzufinden ist. Setzt man aber einen zusätzlichen Punkt P3 exakt auf den Halbkreis (rechts),
so stellt der auf dem Rand generierte Punkt Q zudem den Schnittpunkt des Randes mit den
Voronoi–Diagrammen dar, welche jetzt beliebig geneigt sein können. Abb. 11.4 zeigt die
zusätzlichen, grau dargestellten Punkte, die nach dem Zufallsprinzip auf die Kreise gesetzt
werden.

Weiterhin gilt zu beachten, dass an den Eckpunkten des RVEs die Punkte eines Halbkreises
in den des anderen Punktepaares reichen können (siehe Abb11.4). Ist dies der Fall, muss die
Lage des Punktes geändert werden, bis dieser Umstand behoben ist. Durch diese Manipula-
tion entsteht nun eine Anordnung der Punkte wie in Abb. 11.5, welche die Anforderungen
an die Periodizität grundlegend erfüllt.

Die zufällige Generierung weiterer Kornzentren im Zentrum des RVEs (dunkelgrau in Abb.
11.6) liefert schließlich die Grundlage für die abschließende MATHEMATICATM–Prozedur,



11.1. Geometrische Diskretisierung 191

x

y

�1

�2

�3

�4

Abbildung 11.2.: Festlegung gleichverteilter Randpunkte
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Abbildung 11.3.: Konstruktion periodischer Voronoi–Zellen

welche die in Abb. 11.7 dargestellte Geometrie ergibt.

Für die Netzgenerierung innerhalb des FE–Preprocessing ist zudem allerdings noch zu versi-
chern, dass auch die Knoten auf den gegenüberliegenden Rändern identisch gesetzt werden.
Dazu ist es ratsam, vor der mit GiDTM vollzogenen Vernetzung weitere Punkte auf dem
Rand zu definieren, wie es für ein anderes Beispiel in den Abb. 11.8 und 11.9 dargestellt ist,
da diese anschließend als FE–Knoten verwendet werden. Auf Grund der komplexen geo-
metrischen Anordnung der zu vernetzenden Bereiche ist es trotz der numerischen Nachteile
von Dreieckselementen in diesem Fall ratsam, diese dennoch zu verwenden.
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Abbildung 11.4.: Definition zusätzlicher Punkte auf Randhalbkreisen

Abbildung 11.5.: Korrektur der Punkte auf Kreisen der Eckpunkte
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Abbildung 11.6.: Zufällig verteilte Kornzentren im Innenbereich des RVE (dunkelgrau)

Abbildung 11.7.: Diskretisiertes Polykristall mittels periodischer Voronoi–Zellen
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Abbildung 11.8.: Punkte zur Bestimmung der Voronoi–Zellen

Abbildung 11.9.: Zusätliche Punkte zur Sicherstellung eines periodischen FE–Netzes
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11.2. Numerische Analysen

Das gemäß Abb. 11.10 diskretisierte RVE zur Simulation des Verhaltens eines Polykristalls
ergab für die Voraussetzungen eines einaxialen Zugs (siehe dazu auch 10.2 auf S. 165, hier
lediglich der Belastungspfad), einer kubisch–tetragonalen Transformation, eines Evoluti-
onstyps Tresca sowie (8.2) auf S. 81 für die Versuchsparameter die in den Abb. 11.11 und
11.12 dargestellten Resultate bezüglich der effektiven Spannung σ11 bzw. der Volumenfrak-
tionen relevanter Martensitvarianten in Abhängigkeit des Belastungsparameters κ. Erneut
deuten die Buchstaben in Abb. 11.11 auf markante Zustände des RVEs hin, welche in den
Abb. 11.13 bis 11.17 hinsichtlich der Verteilung von Martensitvarianten verdeutlicht wer-
den. Schließlich zeigen die Abb. 11.28 bis 11.30 exemplarisch die Spannungsfelder für einen
dieser Zustände.

Gegenüber der Ergebnisse, welche sich aus den Analysen der Ausscheidungsteilchen erga-
ben, ist ein deutlicher Unterschied im Verlauf der effektiven Spannungen zu erkennen. Die
Initiierung der Phasenübergänge ist hier durch eine abrupte Veränderung im Spannungs-
verlauf gekennzeichnet. Sobald die ersten, ”günstig“ ausgerichteten Körner beginnen zu
transformieren, nimmt die Steifigkeit des RVEs schlagartig ab. Im weiteren Verlauf bil-
den sich Martensit–Inseln in diesen Körnern, welche zunächst bis zu einem gewissen Grad

”durchtransformieren“, bevor die Phasenübergänge auch auf andere Körner übergreifen. Die
effektive Spannung folgt einem gleichmäßig ansteigendem Pfad, die Steifigkeit des RVEs
bleibt annähernd konstant und weicht deutlich von einem horizontal verlaufenden Plateau
ab. Erst gegen Ende der kompletten Transformation geht der Verlauf der Spannungen in
einen sanft ansteigenden Bereich über, bis schließlich das gesamte Polykristall einen mar-
tensitischen Zustand aufweist. Die wenigen Stellen in Abb. 11.17, die noch nicht vollständig
umgewandelt sind, wären sehr wahrscheinlich bei einer etwas höher gewählten maximalen
Belastung noch vollkommen in Martensit transformiert. Die Spannungsfelder für den Zu-
stand c (Verhältnis Austenit/Martensit ca. 1/1) lassen eine deutliche Abweichung zu einer
homogenen Verteilung erkennen, wie sie bspw. bei einer Reuss–Approximation gegeben
wäre.

Abbildung 11.10.: Verteilung der Kristallorientierungen im Polykristall
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Abbildung 11.11.: Effektive Spannung σ11 des Polykristalls
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Abbildung 11.12.: Entwicklung der Volumenfraktionen θ1, θ2 sowie des gesamten
Martensitanteils
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Abbildung 11.13.: Verteilung Martensit–Variante 1 innerhalb des Polykristalls im Zustand a

Abbildung 11.14.: Verteilung Martensit–Variante 1 innerhalb des Polykristalls im Zustand
b
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Abbildung 11.15.: Verteilung Martensit–Variante 1 innerhalb des Polykristalls im Zustand c

Abbildung 11.16.: Verteilung Martensit–Variante 1 innerhalb des Polykristalls im Zustand
d
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Abbildung 11.17.: Verteilung Martensit–Variante 1 innerhalb des Polykristalls im Zustand e
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Abbildung 11.18.: Verteilung Martensit–Variante 2 innerhalb des Polykristalls im Zustand a

Abbildung 11.19.: Verteilung Martensit–Variante 2 innerhalb des Polykristalls im Zustand
b
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Abbildung 11.20.: Verteilung Martensit–Variante 2 innerhalb des Polykristalls im Zustand c

Abbildung 11.21.: Verteilung Martensit–Variante 2 innerhalb des Polykristalls im Zustand
d
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Abbildung 11.22.: Verteilung Martensit–Variante 2 innerhalb des Polykristalls im Zustand e
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Abbildung 11.23.: Verteilung des gesamten Martensits innerhalb des Polykristalls im Zu-
stand a

Abbildung 11.24.: Verteilung des gesamten Martensits innerhalb des Polykristalls im Zu-
stand b
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Abbildung 11.25.: Verteilung des gesamten Martensits innerhalb des Polykristalls im Zu-
stand c

Abbildung 11.26.: Verteilung des gesamten Martensits innerhalb des Polykristalls im Zu-
stand d
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Abbildung 11.27.: Verteilung des gesamten Martensits innerhalb des Polykristalls im Zu-
stand e
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Abbildung 11.28.: Spannungsfeld σ11 innerhalb des Polykristalls im Zustand c

Abbildung 11.29.: Spannungsfeld σ22 innerhalb des Polykristalls im Zustand c
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Abbildung 11.30.: Spannungsfeld σ12 innerhalb des Polykristalls im Zustand c
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12. Weitere Anwendungen des Multiskalen–Modells

Im Rahmen der zuvor dargelegten Modellierung der in einer FGL–Matrix eingebetteten
Ni4Ti3–Ausscheidung sowie des Polykristalls ergaben sich zwei weitere grundlegende An-
wendungen der Multiskalen–FEM, welche aus rein mechanischer aber auch materialwissen-
schaftlicher Hinsicht Relevanz besitzen.

12.1. Mikrorisse

Im ersten Beispiel sei ein aus einer Formgedächtnislegierung bestehendes RVE betrachtet,
in dessen Mitte eine geometrische Zäsur einer bestimmten Länge besteht. Für die in Abb.
12.1 dargestellte Umsetzung mit Hilfe der FEM bedeutet dies konkret, dass entlang einer
Linie Knoten ohne Zusammenhang doppelt definiert werden. Diese Linie wird hier als Art
unbelasteter Riss angesehen.

Abbildung 12.1.: FE–Diskretisierung eines RVEs mit innen liegendem Riss

Für einen vorgegebenen einaxialen Zug der Form ε22 = κ(t) 0.055 (alle anderen Dehnun-
gen gleich Null), tetragonale Martensitvarianten, Evolutionstyp Tresca und des weiteren
identische Parameter zu denen der vorherigen Abschnitte wurden für diese Mode I–artige
Belastung die in Abb. 12.2 sowie 12.3 gezeigten Resultate hinsichtlich der Entwicklung der
effektiven Spannung σ22 respektive der gemittelten Volumenfraktion θ2 in Abhängigkeit der
Belastung berechnet.
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Abbildung 12.2.: Entwicklung der effektiven Spannung σ22 infolge eines Mikrorisses

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Κ

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Θ
�

2�

a b

c

d

e
f

g

Abbildung 12.3.: Entwicklung des Phasenanteils θ2 infolge eines Mikrorisses



12.1. Mikrorisse 211

Wie auf Grund der theoretisch vorhandenen Singularität an des Rissspitzen zu erwarten
ist, beginnen dort die Phasenübergänge, was sich allerdings auf das Verhalten des RVEs
nicht spürbar auswirkt (Bereich bis Zustand b, siehe auch Abb. 12.4). Erst zu einem späte-
ren Zeitpunkt ergibt sich eine markante Änderung, die durch eine Minderung der Steifigkeit
gekennzeichnet ist (Zustand b, siehe auch Abb. 12.5). Die Martensitanteile breiten sich in ei-
ner Art Bogen von den Rissspitzen bis zu den Rändern des RVEs aus. Führt man sich erneut
periodisch fortgesetzte RVEs vor Augen so bedeutet dies, dass die Risse interagieren. Der
Verlauf der effektiven Spannungskomponente σ22 geht sanft in einen monoton steigenden
Bereich über, wobei zunächst die anfängliche Transformationszone ”durchtransformiert“,
bevor auch weitere Bereiche in Martensit übergehen (Zustände c bis e, siehe auch Abb. 12.6
bis 12.8).

Im Gegensatz zu den vorherigen Analysen lässt sich erkennen, dass der maximale zu er-
reichende Martensitanteil deutlich unter 100 % liegt, da sich das ergebende Spannungs-
feld seitlich der Rissufer ”ungünstig“ für Martensitvarianten darstellt und somit eine weitere
Transformation verhindert1. Entsprechend vollzieht sich die Rücktransformation auf einem
niedriegeren Spannungsniveau (Zustände f und g, siehe auch Abb. 12.9 und 12.10).

Die Abb. 12.11 und 12.12 verdeutlichen den Unterschied zu einer rein elastischen Belastung
unter Verwendung der elastischen Konstanten des Austenits des Risses anhand des jeweils
resultierenden Spannungsfeldes σ22. Die Umwandlung in Martensit bedingt eine homoge-
nere Verteilung der Spannungen und dämpft dabei die maximalen Werte ab. Zusätzlich sei
noch erwähnt, dass die Öffnung des Risses b in seiner Mitte im Verhältnis von der Lösung
mit vorhandener Formgedächtnislegierung zur rein elastischen lösung

bFGL
bel
≈ 0.0283

0.0297
= 0.9529 (12.1)

beträgt, die Phasentransformationen demnach die Rissöffnung um ca. 5 % verringern.

1In der Nähe der Rissspitzen bilden sich zwar noch Bereiche mit Martensit–Variante 1 aus, die in ihrer
Ausdehnung jedoch marginal sind und das gesamte Materialverhalten nicht beeinflussen
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Abbildung 12.4.: Verteilung Martensit–Variante 2 infolge eines Mikrorisses im Zustand a

Abbildung 12.5.: Verteilung Martensit–Variante 2 infolge eines Mikrorisses im Zustand b
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Abbildung 12.6.: Verteilung Martensit–Variante 2 infolge eines Mikrorisses im Zustand c

Abbildung 12.7.: Verteilung Martensit–Variante 2 infolge eines Mikrorisses im Zustand d
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Abbildung 12.8.: Verteilung Martensit–Variante 2 infolge eines Mikrorisses im Zustand e

Abbildung 12.9.: Verteilung Martensit–Variante 2 infolge eines Mikrorisses im Zustand f



12.1. Mikrorisse 215

Abbildung 12.10.: Verteilung Martensit–Variante 2 infolge eines Mikrorisses im Zustand g
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Abbildung 12.11.: Verteilung der effektiven Spannung σ22 infolge eines Mikrorisses im Zu-
stand g

Abbildung 12.12.: Verteilung der effektiven Spannung σ22 infolge eines elastisch belasteten
Mikrorisses im Zustand g
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12.2. FGL–Inklusion

Durch simples Vertauschen der Materialbereiche bei der Diskretisierung der Ni4Ti3–Aus-
scheidungen erhält man eine Formgedächtnis–Inklusion, die von einer elastischen Matrix
umgeben ist. Diese Anordnung ist z.B. bedeutend für die Simulation sogenannter funktional
gradierter Materialien (functionally graded materials), bei denen bspw. durch eine geziel-
te geometrische Verteilung von Inklusionen und etwaiger Herbeiführung von Phasentrans-
formationen eine signifikante Verbesserung bestimmter Materialeigenschaften erreicht wer-
den soll. Ein bereits für die Industrie relevantes Beispiel sind die sogenannten TRIP–Stähle
(TRansformation Induced Plasticity), deren Duktilität und Festigkeit durch mit Austenit–
Martensit–Transformationen einhergehenden plastischen Zonen verbessert werden. Jaglin-
ski et al. (2007) konnten sogar zeigen, dass Barium–Titanat–Einschlüsse in einer Zinn–
Matrix zu einer Steigerung des E–Moduls über die Grenzen der Werte für Diamant hinaus
führen können.

Die nachfolgenden Beispiele wurden wiederum für tetragonale Martensitvarianten und den
im Rahmen dieser Arbeit üblichen Parametern unter Annahme einer kreisförmigen Inklu-
sion mit einem Volumenanteil von 25 % des gesamten RVEs durchgeführt. Die Konstanten
der als elastisch vorausgesetzten Martix wurden gemäß derer des Martensits gewählt.

Einaxialer Zug

Für einen eingeprägten einaxialen Dehnungszustand ε11 = κ(t) 0.06 (restliche Komponen-
ten gleich Null) wurden die in den Abb. 12.13 und 12.14 visualisierten Ergebnisse hinsicht-
lich der effektiven Spannung σ11 bzw. der gemittelte Volumenanteil θ1 der entsprechenden
Martensit–Variante (weitere Varianten treten nicht auf) in Abhängigkeit des Belastungspara-
meters κ berechnet. Das Spannungs–Dehnungs–Verhalten zeigt dabei hier die Besonderheit
abrupt ändernder Steifigkeiten auf, da der Spannungsverlauf sowohl im elastischen als auch
inelastischen Bereich durch eine Gerade gekennzeichnet ist, wobei diese während der Phas-
neübergänge eine signifikante Steigung aufweist.

Die räumliche Verteilung der Phasenanteile ist dabei trivial, da die gesamte Inklusion für
alle Lastschritte ein homogenes Phasenfeld aufweist. In den Abb. 12.15 bis 12.17 ist jeweils
für einen der in Abb. 12.13 markierten Zustände a bis c das Vektorfeld der Fluktuationen
dargestellt. Während die kreisförmige Inklusion auf dem elastischen Pfad immer weiter zu
einer vertikal elongierten Ellipse verformt wird, ”schlägt“ das Vektorfeld nach einsetzender
Phasentransformation um, woraufhin die Inklusion zurück und darüber hinaus in eine hori-
zontal elongierte Ellipse verformt wird. Bemerkenswert hinsichtlich des Fluktuationsfeldes
bei vollendetem Phasenübergang sind die ”Wirbel“ im jeweiligen Zentrum des geviertelten
RVEs.
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Abbildung 12.13.: Entwicklung der effektiven Spannung σ11 des RVEs mit FGL–Inklusion
unter einaxialem Zug
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Abbildung 12.14.: Entwicklung des Phasenanteils θ1 des RVEs mit FGL–Inklusion unter
einaxialem Zug
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Abbildung 12.15.: Vektorfeld der Fluktuationen im Zustand a

Abbildung 12.16.: Vektorfeld der Fluktuationen im Zustand b
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Abbildung 12.17.: Vektorfeld der Fluktuationen im Zustand c
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Scherung

Im Gegensatz dazu stellt sich das Verhalten des RVEs unter vorgegebener Scherung ε12 =
ε21 = κ(t) 0.11 vollkommen anders dar. Obwohl die grundlegenden, aus Abb. 12.18 er-
kenntlichen Charakteristika der Spannungs–Dehnungs–Beziehung gewahrt bleiben, lässt die
Entwicklung der gemittelten Volumenfraktionen aus Abb. 12.19 einen deutlichen Unter-
schied zu den Ergebnissen unter vorgegebenem, einaxialen Zug erkennen. Dabei bestätigt
diese FE–Berechnung erneut die erzielte Gleichverteilung des Martensits bei Scherbean-
spruchung.

Wie aus den Abb. 12.20 bis 12.28 ersichtlich ist, stellt sich jedoch eine räumlich inho-
mogene Verteilung der einzelnen Martensit–Varianten ein. Zu Beginn der Umwandlungen
transformieren einzelne Bereiche am Rand der Inklusion, im weiteren Verlauf der Belastung
nimmt Martensit–Variante 3 eine nahezu homogene Verteilung ein, während die Varianten 1
und 2 komplexe Phasenfelder bilden und zumeist eine dieser bezüglich ihres Phasenanteils
verglichen mit der anderen dominiert.

Die Abb. 12.29 bis 12.31 zeigen den Einfluss der Transformation auf das Feld der Span-
nungskomponente σ12 und lässt erneut erkennen, dass die Spannungen innerhalb der Inklu-
sion konstant sind.

Schließlich stellen die Abb. 12.32 und 12.33 die resultierenden Vektorfelder der Verschiebungs–
Fluktuationen respektive der Knotenkräfte dar.
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Abbildung 12.18.: Entwicklung der effektiven Spannung σ12 des RVEs mit FGL–Inklusion
unter Scherung
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Abbildung 12.19.: Entwicklung der Martensitanteile des RVEs mit FGL–Inklusion unter
Scherung



12.2. FGL–Inklusion 223

Abbildung 12.20.: Veteilung der Martensit–Variante 1 innerhalb der Inklusion unter Sche-
rung im Zustand a

Abbildung 12.21.: Veteilung der Martensit–Variante 2 innerhalb der Inklusion unter Sche-
rung im Zustand a
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Abbildung 12.22.: Veteilung der Martensit–Variante 3 innerhalb der Inklusion unter Sche-
rung im Zustand a

Abbildung 12.23.: Veteilung der Martensit–Variante 1 innerhalb der Inklusion unter Sche-
rung im Zustand b
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Abbildung 12.24.: Veteilung der Martensit–Variante 2 innerhalb der Inklusion unter Sche-
rung im Zustand b

Abbildung 12.25.: Veteilung der Martensit–Variante 3 innerhalb der Inklusion unter Sche-
rung im Zustand b
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Abbildung 12.26.: Veteilung der Martensit–Variante 1 innerhalb der Inklusion unter Sche-
rung im Zustand c

Abbildung 12.27.: Veteilung der Martensit–Variante 2 innerhalb der Inklusion unter Sche-
rung im Zustand c
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Abbildung 12.28.: Veteilung der Martensit–Variante 3 innerhalb der Inklusion unter Sche-
rung im Zustand c
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Abbildung 12.29.: Elementweise Veteilung der Spannung σ12 im RVE unter Scherung im
Zustand a

Abbildung 12.30.: Elementweise Veteilung der Spannung σ12 im RVE unter Scherung im
Zustand b
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Abbildung 12.31.: Elementweise Veteilung der Spannung σ12 im RVE unter Scherung im
Zustand c
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Abbildung 12.32.: Fluktuations–Vektorfeld des RVEs unter Scherung im Zustand b

Abbildung 12.33.: Kraftvektorfeld des RVEs unter Scherung im Zustand b
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13. Zusammenfassung

Die Verknüpfung der mikromechanischen Modelle mit Problemstellungen auf mesoskopi-
schen Ebenen mittels der Multiskalen–FEM bietet ein nahezu unerschöpfliches Potenzial
hinsichtlich der Modellbildung und Simulation von Formgedächtnislegierungen. Dazu glei-
chen sich die jeweils zu Grunde liegenden Variationsprinzipien derart, dass von einem ein-
heitlichen, skalenübergreifenden Konzept gesprochen werden kann, das zudem auf weite-
re Ebenen zwischen atomar und makroskopisch anwendbar ist. Insbesondere die neu ent-
wickelte Energiedichte auf Grundlage der Kombination von Laminaten erster und zweiter
Ordnung in Verbindung mit der MFEM stellt mechanische Modelle zur Verfügung, welche
vielleicht den best möglichen Konsenz zwischen physikalischer und mathematischer Plau-
sibilität bieten.

Für die hier aufgeführten Beispiele ergeben sich folgende Schlussfolgerungen:

• Mit der Nachbildung von laminaren Strukturen, welche durch das Vorhandensein
von simulierten Ausscheidungsteilchen inmitten einer FGL–Matrix induziert wer-
den, erreicht man mit Hilfe der zu Grunde liegenden Approximation der Rang–1–
Konvexifizierung physikalisch plausible Resultate, die sich u.A. mit experimentellen
Beobachtungen wie bspw. in Michutta and Somsen (2006) hinsichtlich der heteroge-
nen Entwicklung des Martensits oder in Khalil-Allafi et al. (2002) bezüglich der Ent-
stehung von Martensitbereichen fernab der Grenzfläche zwischen Matrix und Aus-
scheidung decken. Dabei ist die induzierte Mesostruktur in hohem Maße abhängig
vom vorgegebenen, makroskopischen Deformationszustand. Im direkten Vergleich
dazu stellt sich das mechanische Modell auf Basis der Konvexifizierung als unbrauch-
bar heraus, da es eine zu homogene Verteilung der Phasenfelder liefert.

• Mit Hilfe der periodisch generierten Voronoi–Zellen lassen sich polykristalline Ma-
terialgefüge realistisch nachbilden. Der Unterschied zum Materialverhalten des idea-
len Einkristalls ist signifikant, daher ist die Zwischenebene des Polykristalls für eine
realistische Berechnung makroskopischer Bauteile (etwa mittels der FE2–Methode
nach Feyel and Chaboche (2000)) dringend erforderlich. Das in L. C. Brinson (2004)
beschriebene Phänomen, bei dem der maximale zu erreichende Volumenanteil an
Martensit innerhalb eines Polykristalls auf Grund von ”ungünstig“ ausgerichteten
Körnern deutlich unterhalb 100 % liegen kann, konnte nicht nachvollzogen werden.
Allerdings könnte dies durch die fehlende Berücksichtigung der Interaktion von Korn-
grenzen begründet sein.

• Die Modellierung der FGL–Inklusionen sowie der in einer FGL–Matrix vorhandenen
Mikrorisse stellen nur 2 weitere von vielen denkbaren Anwendungen auf mesosko-
pischer Ebene dar. Dabei ist zu erkennen, dass die Phasenübergänge im Falle der
Mikrorisse die Spannungsspitzen abbauen und die Rissöffnung, welche im Rahmen
des crack tip opening displacements auch eine Art Einschätzung der Gefährlichkeit
eines Risses darstellt, um ca. 5 % vermindert wurde. Die Steigerung der effektiven
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Materialparameter durch die Phasentransformationen innerhalb der Inklusion konnte
an Hand des einen gezeigten Beispiels noch nicht nachvollzogen werden, erbrachte
jedoch grundlegende Erkenntnisse über die Mischungszustände innerhalb der Inklu-
sion.

Die im Vergleich zu experimentellen Analysen zu großen Transformationsspannungen auch
auf mesoskopischer Ebene bedürfen einer Revision bzw. Anpassung der chemischen Ener-
gieanteile (5.4) auf S. 44 bzw. der darin verwendeten Werte der Materialparameter und kann
daher nicht als Manko des Modells gewertet werden. In diesem Zusammenhang bedingt
auch die Vorgabe des ”künstlichen “ einaxialen Dehnungszustands die zum Teil unrealisti-
schen Werte. Zur realistischeren Modellierung müssen ohnehin aktuelle Erkenntnisse über
die mikromechanischen Materialparameter (wie z.B. von Sedlák et al. (2005)) in die Defi-
nitionen der Materialtensoren der einzelnen Phasen eingehen.

Die gezeigten Ergebnisse der FE–Routinen stellen dabei zunächst grundlegende Analysen
hinsichtlich der FE–Modellierung an sich dar. Folgende Punkte gilt es demnach für weitere
Anwendungen zu beachten:

• Die erzielten Resultate müssen auf Abhängigkeit der verwendeten Ansatzgrade der
Formfunktionen (im vorliegenden Fall jeweils linear) sowie der Vernetzungsdichte
überprüft werden. Auch der Einfluss der Diskretisierung des RVE–Randes auf die
Ergebnisse sollte analysiert werden.

• Wie insbesondere an Hand der während der Entlastungsphase unterbrochenen Routi-
nen zu erkennen ist, läuft der globale Algorithmus noch nicht zufriedenstellend stabil
und mitunter ineffektiv bezüglich der Rechenzeit. Zu den vorgenommenen Maßnah-
men, wie etwa einer Begrenzung der Verschiebungsinkremente sowie einer adaptiven
Anpassung der Schrittweite des globalen Lastfaktors bei Nicht–Konvergenz innerhalb
einer bestimmten Anzahl von Iterationen, muss der Algorithmus dahin gehend noch
verbessert werden. Denkbar sind z.B. die Programmierung eines gedämpfen Newton–
Verfahrens oder die Anwendung sogenannter Bogenlängen–Verfahren.

• Adaptive Netzverfeinerungs–Strategien zur Verbesserung der FE–Lösung auf Grund-
lage von Fehlerschätzern wurden bislang nicht berücksichtigt.

Wie bereits in Abschnitt 8.6 erwähnt, verschlechtert die notwendige Bestimmung der Start-
werte für die mikroskopischen Laminatorientierungen die Effiziens des Modells erheblich,
was sich innerhalb der FE–Routine auf mesoskopischer Ebene in potenzierter Form bemerk-
bar macht. Abgesehen von der Notwendigkeit einer effizienteren Methode zur Bestimmung
der Laminat–Richtungswinkel gilt es noch zu klären, ob andere Relaxierungsverfahren hin-
sichtlich der effektiven Materialantwort auf mesoskopischer Ebene nicht annähernd gleiche
Resultate liefern bei sehr viel kürzerer Rechenzeit1, auch wenn diese nicht in der Lage sind,
z.B. die heterogenen Phasenfelder auf mesoskopischer Ebene adäquat zu simulieren.

Über die detailliertere Analyse der hier dargelegten Problemstellungen hinaus sind folgende
Erweiterungen bzw. Anwendungen des Multiskalenmodells angedacht:

1In diesem Zusammenhang sei erwähnt, dass die Berechnungen auf Basis der Konvexifizierung hinsichtlich
der Rechenzeit durchaus vergleichbar mit phänomenologischen Modellen sein dürfte
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• Implementation der Polykonvexifizierung auf mikro– und mesoskopischer Ebene

• Berücksichtigung der R–Phase und die damit verbundene Fragestellung, ob die präfe-
rierte Bildung dieser durch vorhandene Ni4Ti3–Teilchen nachvollzogen werden kann

• Erweiterung der mechanischen Modelle um den Aspekt der Plastizität, bspw. zur Mo-
dellbildung und Simulation von TRIP–Stählen

• Tiefergreifende Analysen hinsichtlich funktional gradierter Materialien (functionally
graded materials), z.B. auf Grundlage der FGL–Inklusionen.

• Erweiterung um Aspekte veränderlicher, geometrischer Strukturen der Mesoskale,
wie z.B. Ausbreitung des Mikrorisses auf Grundlage von Konfigurationskräften.

• Komplette Einbindung in ein Mikro–Meso–Makro Modell gemäß der FE2–Methode
(Feyel and Chaboche (2000))
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A. Transformationsdehnungen

Die Transformationsmatrizen U t der Martensit–Varianten für unterschiedliche Kristallsy-
steme, die gemäß (3.1) auf S. 25 linearisiert werden, wurden gemäß der in Bhattacharya
(2003) genannten Quellen wie folgt gewählt.

Tetragonal (InTl)

U t
1 =




1.0221 0 0
0 0.9889 0
0 0 0.9889


 (A.1)

U t
2 =




0.9889 0 0
0 1.0221 0
0 0 0.9889


 (A.2)

U t
3 =




0.9889 0 0
0 0.9889 0
0 0 1.0221


 (A.3)

Orthorhombisch (CuAlNi)

U t
1 =




1.04245 0 0.01945
0 0.9278 0

0.01945 0 1.04245


 (A.4)

U t
2 =




1.04245 0 −0.01945
0 0.9278 0

−0.01945 0 1.04245


 (A.5)

U t
3 =




1.04245 0.01945 0
0.01945 1.04245 0

0 0 0.9278


 (A.6)

U t
4 =




1.04245 −0.01945 0
−0.01945 1.04245 0

0 0 0.9278


 (A.7)

U t
5 =




0.9278 0 0
0 1.04245 0.01945
0 0.01945 1.04245


 (A.8)

U t
6 =




0.9278 0 0
0 1.04245 −0.01945
0 −0.01945 1.04245


 (A.9)
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Monoklin I (NiTi

U t
1 =




1.0243 0.0580 0.0427
0.0580 1.0243 0.0427
0.0427 0.0427 0.9563


 (A.10)

U t
2 =




1.0243 0.0580 −0.0427
0.0580 1.0243 −0.0427
−0.0427 −0.0427 0.9563


 (A.11)

U t
3 =




1.0243 −0.0580 −0.0427
−0.0580 1.0243 0.0427
−0.0427 0.0427 0.9563


 (A.12)

U t
4 =




1.0243 −0.0580 0.0427
−0.0580 1.0243 −0.0427
0.0427 −0.0427 0.9563


 (A.13)

U t
5 =




1.0243 0.0427 0.0580
0.0427 0.9563 0.0427
0.0580 0.0427 1.0243


 (A.14)

U t
6 =




1.0243 −0.0427 0.0580
−0.0427 0.9563 −0.0427
0.0580 −0.0427 1.0243


 (A.15)

U t
7 =




1.0243 −0.0427 −0.0580
−0.0427 0.9563 0.0427
−0.0580 0.0427 1.0243


 (A.16)

U t
8 =




1.0243 0.0427 −0.0580
0.0427 0.9563 −0.0427
−0.0580 −0.0427 1.0243


 (A.17)

U t
9 =




0.9563 0.0427 0.0427
0.0427 1.0243 0.0580
0.0427 0.0580 1.0243


 (A.18)

U t
10 =




0.9563 −0.0427 −0.0427
−0.0427 1.0243 0.0580
−0.0427 0.0580 1.0243


 (A.19)

U t
11 =




0.9563 −0.0427 0.0427
−0.0427 1.0243 −0.0580
0.0427 −0.0580 1.0243


 (A.20)

U t
12 =




0.9563 0.0427 −0.0427
0.0427 1.0243 −0.0580
−0.0427 −0.0580 1.0243


 (A.21)
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Miehe, C., J. Schröder, and M. Becker (2002). Computational homogenization analysis in
finite elasticity: material and structural instabilities on the micro– and macro–scales of
periodic composites and their interaction. Comp. Meth. Appl. Mech. Engrg. 191, 4971–
5005.

Mielke, A., F. Theil, and V. Levitas (2002). A variational formulation of rate-independent
phase transformations using an extremum principle. Arch. Rat. Mech. Anal. 162 (2), 137–
177.

Miyazaki, S., Y. Igo, and K. Otsuka (1986). Acta Metall. 34, 2045.

Miyazaki, S., T. Imai, Y. Igo, and K. Otsuka (1986). Metall. Trans. A 17A, 115.

Miyazaki, S., Y. Ohmi, K. Otsuka, and Y. Suzuki (1982). J. de Phys. 43, C4–255.

Morrey, C. B. (1952). Quasi–convexity and the lower semicontinuity of multiple integrals.
Pacific J. Math. 2, 25–53.

Mura, T. (1987). Micromechanics of defects in solids (2 ed.). Dordrecht: Kluwer Academic
Publishers.

Nemat-Nasser, S. and M. Hori (1993). Micromechanics: Overall Properties of Heteroge-
neous Materials, Volume 37 of Applied Mathematics and Mechanics. Amsterdam: North–
Holland.



242 Literaturverzeichnis

Ogden, R. (1984). Non–Linear Elastic Deformations. Dover Publications.

Ortiz, M. and E. Repetto (1999). Nonconvex energy minimization and dislocation structures
in ductile single crystals. J. Mech. Phys. Sol. 47, 397–462.

Ortiz, M. and L. Stainier (1999). The variational formulation of viscoplastic constitutive
updates. Comp. Methods Appl. Mech. Engrg. 171, 419–444.

Otsuka, K. and C. M. Wayman (1999). Shape Memory Materials. Cambridge University
Press.

Pagano, S., P. Alart, and O. Maisonneuve (1998). Solid-solid phase transition modelling.
local and global minimizations of non-convex and relaxed potentials. isothermal case for
shape memory alloys. Int. J. Eng. Sci. 36, 1143–1172.

Perzyna, P. (1998). Localization and Fracture Phenomena in Inelastic Solids, Volume 386
of CISM Courses and Lectures. Wien: Springer.

Raniecki, B., C. Lexcellent, and K. Tanaka (1992). Thermodynamic models of pseudoelastic
behaviour of shape memory alloys. Arch. Mech. 44, 261–284.

Reuss, A. (1929). Berechnung der Fließgrenze von Mischkristallen auf Grund der Plasti-
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Voigt, W. (1889). Über die Beziehung zwischen den beiden Elastizitätskonstanten isotroper
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Nr. 127 Ndzi C. Bongmba: Mai 2001
Ein finites anisotropes Materialmodell auf der Basis der Hencky-Dehnung und der logarithmischen
Rate zur Beschreibung duktiler Schädigung
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Nr. 134 Raoul Costamagna: Juli 2004
Globale Materialbeziehungen für das geklüftete Gebirge
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ter Verwendung relaxierter Energiepotenziale





Mitteilungen aus dem Institut für Mechanik
RUHR-UNIVERSITÄT BOCHUM
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